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VORWORT ZUR ERSTEN AUFLAGE. | 


Der erste Band dieses Werkes will eine systematische Ent- 
wicklung der Funktionentheorie auf Grundlage der Infinitesimal- 
rechnung und in engster Fithlung mit der Geometrie und der 
mathematischen Physik geben. Die eigentlichen Entwicklungen 
beginnen erst mit dem zweiten Abschnitte, Kap. 6, 8. 179 [S. 214 
der 2. Aufl.], und behandeln in Kap. 6 und 7 vornehmlich Funk- 
tionen, welche in einem gegebenen Bereiche der Zahlenebene ein- 
deutig und mit einer Ableitung versehen sind. Dabei werden auch 
die elementaren Funktionen fir komplexe Werte des Arguments, 
sowie die linearen Transformationen einer komplexen Verdinder- 
lichen besprochen. Da’ die konforme Abbildung gleich von vorn- 
herein in den Vordergrund gerickt wird, braucht wohl kaum er- 
wihnt zu werden. Hierauf wird der Cauchysche Integralsatz ein- 
gefiihrt, woran sich dann jener Zyklus von Lehrsitzen ankniipft, 
welche das natiirliche Fundament fiir die Funktionentheorie bil- 
den. Der hier behandelte Stoff umfaBt u. a. die WeierstraB- 
schen Reihensitze, wihrend die rationalen Funktionen auf ihre 
funktionentheoretischen Kigenschaften hin untersucht werden. 

Kapitel 8 ist der Theorie der mehrdeutigen Funktionen ge- 
widmet und bringt die Riemannschen Flachen in geometrischer 
Behandlungsweise, also unter ausgiebigem Gebrauche der konfor- 
men Abbildung. Mit dem 9. Kapitel tiber analytische Fortsetzung 
wird dann ein bestimmter Abschlu8 fiir die Grundlagen der Funk- 
tionentheorie erreicht. 

Hierauf folgen Anwendungen der Theorie auf periodische 
Funktionen, sowie eine Besprechung der Reihen- und Produktent- 
wicklungen, nebst einem Kapitel tber die elementaren Funktionen 
vom Standpunkte der Funktionentheorie. Der Band schlieBt mit 
einer independenten Behandlung des logarithmischen Potentials, 
wobei der Gesichtspunkt mafgebend ist, da die ganze Funktio- 
nentheorie auch auf dieser Grundlage, also ohne jeglichen Bezug 
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auf das Vorhergehende, entwickelt werden kann. Die Theorie der 
analytischen Funktionen mehrerer Veriinderlichen, sowie diejenige 
der bestimmten Integrale konnten in diesen Band nicht mehr auf- 
genommen werden. 

Wie man sieht, bildet die Infinitesimalrechnung nebst einem 
Teile der Mengenlehre das Substrat fiir die analytischen Entwick- 
lungen. An strengen Behandlungen dieses Teiles der Analysis hat 
es zwar seit einer Reihe von Jahren nicht gefehlt. Indessen er- 
scheint dabei hiufig die reelle Funktionentheorie als Selbstzweck, 
so da& die Definitionen und Sitze weiter gefaBt werden, als fiir 
die komplexe Funktionentheorie erforderlich ist, waihrend die Me- 
thoden erst aus e-Beweisen herausgelesen werden miissen. Nun 
habe ich vor allen Dingen eine Darlegung der komplexen Funk- 
tionentheorie geben wollen, welche sich auch zum ersten Studium 
derselben eignet und iiberdies sich unmittelbar an die Infinitesi- 
malrechnung anschlieBt. Darum hielt ich es fiir angebracht, in den 
einleitenden Kapiteln des Werkes die grundlegenden Sitze jenes 
Teiles der reellen Analysis in moglichst einfacher Formulierung 
zusammenzustellen, sowie die gebriuchlichen Beweismethoden der 
modernen Analysis mit aller Klarheit auseinander zu setzen. Im 
iibrigen enthalt Kap. 5 spezielle Untersuchungen ttber Punktmen- 
gen, welche fiir eine einwandfreie Entwicklung der Theorie unent- 
behrlich sind. 


Indem ich mir jetzt auf Hinzelheiten niher einzugehen ge- 
statte, will ich zunichst die geometrischen Methoden zur Behand- 
lung der gleichmiSigen Konvergenz im Falle reeller Funktionen 
(Kap. 3) erwihnen. Durch die geometrische Anschauung vermége 
Kurven nebst dem zugehérigen Flicheninhalte und der Tangen- 
tenrichtung derselben gewinnt man eine wertvolle Einsicht in das 
Wesen der doppelten Grenziiberginge, deren genaue Kenntnis fiir 
ein griindliches Verstiindnis der Analysis doch unerliBlich ist. 

In Kapitel 7 werden die WeierstraBschen Reihensitze ver- 
moge eines Satzes von Morera behandelt, wodurch die Beweise 
wesentlich vereinfacht werden. Aber auch die Sitze selbst gewin- 
nen an Deutlichkeit durch das Abstreifen des Nebensichlichen, 
welches in der haufigen Erwihnung von Potenzreihen besteht. In 
der Tat beziehen sich die wichtigsten unter diesen Siitzen vor al- 
len Dingen auf Funktionen. Da8B diese Funktionen gerade nach 


dem Taylorschen Lehrsatze entwickelbar sind, ist hier belanglos. 


Vorwort V 


Was ibrigens die Potenzreihen anbetrifft, so hatte ich viel weiter 
gehen kénnen. Hs ist vielleicht nicht allgemein bekannt, daB die 
Taylorsche Reihenentwicklung fir die Begriindung der Funk- 
tionentheorie durchaus entbehrlich ist, die Beweise gestalten sich 
sogar einfacher, wonn man sich bloB des Analogons des Mittel- 
wertsatzes in der Differentialrechnung (Kap.7, § 7) bedient. Doch 
darf man aus praktischen Griinden jene Reihe nicht zu sehr ver- 
dringen, denn sie dient dem Anfanger zur Ubung, damit er lernt, 
uberhaupt mit Reihen umzugehen. 

Fir die Hrlauterung der Riemannschen Flaichen in Kap. 8 
war die Darstellung bei Klein in seiner Leipziger Vorlesung vom 
Jahre 1881/82 vorbildlich, wozu noch ein Satz von Darboux iitber 
konforme Abbildung im Groen (Kap. 8, § 5) in ergiinzender 
Weise herzutritt. Die Theorie der analytischen Fortsetzung 
(Kap. 9) habe ich eingehender behandelt, als wohl gewéhnlich ge- 
schieht, weil sich da eine Menge von Fragen befindet, welche man 
mit gréBerer Sorgfalt erdrtern mite, wenn sich die Theorie auch 
an dieser Stelle ihres sonstigen hohen Niveaus von Strenge er- 
freuen soll. Im wbrigen sind die Entwicklungen von Kap. 5 
§§ 8—10 aus dem nimlichen Grunde vonnéten. 

Unter den friihesten Anwendungen der Cauchyschen Theorie 
findet sich die Liouvillesche Vorlesung vom Jahre 1847 iiber 
doppeltperiodische Funktionen. Und in der Tat kann man auch 
heute nicht besser tun, als dieser Funktionsklasse zwecks Erliu- 
terung der Theorie eine ausfiihrliche Besprechung zu widmen. 
Hiermit wird nebenbei der Weg zum Studium der automorphen 
Funktionen gebahnt. 

Man pflegt wohl die elementaren Funktionen von der Arith- 
metik und der Geometrie aus zu erkliren. Viel einfacher und in- 
teressanter gestaltet sich indessen die Theorie dieser Funktionen, 
wenn man den Logarithmus, durch ein Integral definiert, zugrunde 
legt, um dann die Potenzen und die Exponentialfunktion auf diese 
Funktion zu griinden. Will man andererseits die trigonometrischen 
Funktionen analytisch behandeln, so bildet hier die lineare Diffe- 
rentialgleichung fiir den einfachsten Fall von Schwingungen (ein- 
fache harmonische Bewegung) das natiwrliche Fundament. Beide 
Gedanken sind nicht neu. Es handelt sich um eine einfache und 
systematische Durchfithrung derselben. 

Was die Literatur anbetrifft, so verweise ich auf meinen Be- 
richt: ,,Allgemeine Theorie der analytischen Funktionen a) einer 
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und b) mehrerer komplexen Gréfen", Enzyklopédie der mathema- 
tischen Wissenschaften, II B 1. Im Texte habe ich nur einige we- 
nige Zitate auf die grundlegenden Arbeiten der Theorie, sowie 
Nachweise auf spezielle, im genannten Artikel nicht erwihnte Un- 
tersuchungen aufgenommen. Auf Vollstiindigkeit machen diese Zi- 
tate keinen Anspruch. 

Die Anordnung des Stoffes ist eine logisch systematische. Sie 
ist aber nicht die einzigste, welche sich zur Hinfithrung in die 
Funktionentheorie bietet. So kann man _ beispielsweise, wie 
Hr. Klein es gemacht hat, mit den Riemannschen Flichen an- 
fangen und dann nach kurzer Besprechung der Cauchyschen In- 
tegralsiitze zu den Integralen auf Riemannschen Flichen (Abel- 
schen Integralen) iibergehen. Diese Disposition des Stoffes hat den 
Vorteil, daf& die schwierigeren Teile der Analysis so hinausgescho- 
ben werden, der Studierende beginnt mit Betrachtungen, welche 
sich mehr an die Geometrie als an die Analysis anlehnen. Noch 
einen anderen Gang findet man bei den Franzosen, man verglei- 
che etwa den Cours d’analyse von Humbert. 

Den Herren Dr. W. H. Roever und Dunham Jackson, 
welche mir bei der Herstellung eines Teiles der Figuren geholfen 
haben, sage ich herzlichen Dank. Auch der Verlagsbuchhandlung 
danke ich aufs beste fiir die Sorgfalt in der Ausstattung und fiir 
ihr bereitwilliges EKingehen auf meine Wiinsche. 


Cambridge, Massachusetts, im September 1906. 


VORWORT ZUR ZWEITEN AUFLAGE, 


sei der neuen Auflage hat der Text eine griindliche Revision 
sowohl auf Form als auch auf Inhalt hin erfahren. So sind bei- 
spielsweise der bereits erwihnte Darbouxsche, sowie der More- 
rasche Satz (Kap. 8, § 5 resp. Kap. 7, § 5) in wiinschenswerter 
Weise erweitert worden, und die Behandlung des Integrals 
| Pdz+Qdy, Kap. 4, § 8, ist wesentlich vereinfacht. Der Plan 
des Werkes ist indessen unverindert erhalten geblieben. 

Es erschien zweckmaBig, die Entwicklungen tiber das log- 
arithmische Potential in zwei Kapitel einzuteilen. Seit dem Erschei- 
nen der ersten Auflage hat die Theorie der Uniformisierung alge- 
braischer Funktionen vermige automorpher Funktionen mit 
Hauptkreis, besonders durch die Untersuchungen von Koebe, 


Vorwort VII 


einen erfreulichen Fortschritt gemacht und sogar einen definiti- 
ven Abschlu8 erreicht. Auch lassen sich die Methoden auf die Uni- 
formisierung der allgemeinsten analytischen Funktionen ausdehnen. 
Diese neuen Leistungen auf dem Gebiete der Funktionentheorie 
werden in Kapitel 14 gebiihrend beriicksichtigt. 

Beztiglich der Literatur werde immer noch auf meinen En- 
zyklopaidiebericht verwiesen. Trotzdem habe ich, einem vielfach 
ausgesprochenen Wunsche entgegenkommend, zahlreiche Zitate auf 
die Quellen der Hauptereignisse der Theorie in den Text mit auf- 
genommen. Hine erschépfende Behandlung der Theorie von dieser 
Seite her lag indessen auch bei der neuen Auflage nicht in meiner 
Absicht. 


Cambridge, Massachusetts, im Marz 1912. 


VORWORT ZUR FUNFTEN AUFLAGE. 


AuBer einer sorgfailtigen Durchsicht aller Einzelheiten sind 
noch folgende neu hinzugekommene Paragraphen zu verzeichnen. 

Kapitel 1, § 10: Das bestummte Integral, eme vereinfachte De- 
finition des Riemannschen Integrals. 

Erwahnt sei noch der Abelsche Satz, S. 104. 

Kapitel 8, § 8: Von den iterierten Integralen, Beweis auf 
Grund der neuen Definition emes bestimmten Integrals. 

Kapitel 11, § 9: Die Poincaréschen Thetareihen, Definition 
und Konvergenzbeweis im einfachsten Falle. 

Kapitel 18, § 6: Hun allgemeiner Rethensatz. Diesen Satz habe 
ich gegen Ende der neunziger Jahre gefunden und spiter in einer 
Arbeit in den Annals of Mathematics (2) 3 (1902) S. 28 publiziert. 
Er ist von mehreren Mathematikern unabhingig voneimander un- 
gefihr zu gleicher Zeit entdeckt worden. Die Frage der Prioritat 
der Veréffentlichung vermag ich nicht zu entscheiden. 

Kapitel 14, § 10: Bewetis der Sétze betreffend Analysis situs, 
eine Erginzung der friiheren Behandlung dieses Gegenstandes. 

Kapitel 14, §§ 17—21, eine Umarbeitung des fritheren Be- 
weises der Existenz einer Riemannschen Flaiche, welche einer be- 
liebigen analytischen Funktion zugehért, sowie der Existenz von 
Funktionen, welche einer beliebigen Riemannschen Flache zu- 


gehoren. 
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Dureh die Hinschaltung des genannten Stoffes ist die Nume- 
rierung der spiteren Paragraphen in den betreffenden Kapiteln 
etwas verschoben, sonst ist aber an der Numerierung in der 
zweiten Auflage (1912) nichts geiindert worden. 

Die Beziehung irrotationaler  Fliissigkeitsbewegungen — zur 
Funktionentheorie ist in ihren groBen Ziigen von alters her be- 
kannt, spezifische Kenntnisse daritber sind aber weniger weit ver- 
breitet, und selbst in den neuesten Lehrbiichern iiber die Funk- 
tionentheorie finden sich irrtiimliche Vorstellungen, so dai es 
wiinschenswert erschien, eine priizise Darlegung dieses Gegenstan- 
des zu geben; Kapitel 18, § 1, insbesondere die Kontinuitits- 
gleichung nebst der Ableitung derselben. 

Der neue Beweis des Herrn Perkins vom stetigen AnschluB 
an die Randwerte im Falle des Poissonschen Integrals liBt an phy- 
sikalischer Motivierung, sowie an arithmetischer Direktheit und 
Jinfachheit nichts zu wiinschen iibrig, Kapitel 18, § 4, 8. 670. 

Die systematische Durchfithrung der Theorie des logarithmi- 
schen Potentials erfuhr eine erfreuliche Vereinfachung durch den 
schénen Beweis des Herrn Kellogg vom Satze betreffend heb- 
bare Unstetigkeiten, Kapitel 13, § 4, 7. Satz, S. 674. 

An der Behandlung des Uniformisierungsproblems fiir alge- 
braische Funktionen in der zweiten Auflage, Kapitel 14, ist im 
wesentlichen nichts geindert worden, nur sind noch, wie bereits er- 
wihnt, die Beweise der Siatze betreffend Analysis situs neu hinzu- 
gekommen. Dagegen ist von § 17 an die Bearbeitung des Stoffes 
eine eingehendere, wodurch nun, wie ich hoffe, keine Hinzelheit 
iibersehen worden ist. Die hier in Betracht kommenden Fragen 
sind duBerst heikler Natur, und man darf bewuBterweise nichts 
fur selbstverstindlich ansehen. 

Moge das Werk als eine Hinleitung in jene groBen Gedanken 
der Analysis dienen, welche der Willkiir der Zeit nicht unter- 


worfen sind, sondern als absolute Invarianten des menschlichen 
Denkens fiir alle Zeiten dastehen! 


Cambridge, Massachusetts, den 24. Mai 1928. 


W. F. OSGOOD. 
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Uber die Siitze und Methoden der Theorie der Funktionen 
reeller Verinderlichen. Mengenlehre.’) 


Erstes Kapitel. 


Von den Grundbegriffen der Differential- und Integralrechnung. 


$1. Begriff der Funktion. 


Nach Dirichlet?) heiBt f(x) eine Funktion von x, wenn jedem 
einem Intervalle?) a< «<b zugehérigen Werte von x ein zweiter 
Wert f(x) nach einem bestimmten Gesetze zugeordnet ist. Hierbei 
werden beide Werte x und f(x) zunichst als reell vorausgesetzt.*) 


1) Die nachfolgenden Kapitel 1—4 setzen die Kenntnis der Differential- 
und Integralrechnung, wie sie in einleitenden Vorlesungen behandelt wird, vor- 
aus und bezwecken, die Begriffe dieser Disziplin zu vertiefen, sowie diejenigen 
Auffassungsweisen und Methoden darzulegen, welche die moderne Funktionen- 
theorie im Anschlusse)/daran ausgebildet hat und deren sie sich prinzipiell be- 
dient. Dagegen enthalt das 5. Kapitel auBer einer allgemeinen Hinleitung in 
die Mengenlehre auch spezielle Untersuchungen iiber die Arithmetisierung 
gewisser Siitze aus der Analysis situs, welche nur Interesse fiir den Spezia- 
listen bieten und darum bei einem ersten Studium der Funktionentheorie iiber- 
gangen werden sollen. 

2) Wegen des Hntstehens des Funktionsbegriffs vgl. man die Encyklo- 
pddie der mathematischen Wissenschaften, Pringsheim, II A 1, § 1—3, sowie 
die franzésische Ausgabe, LHncyclopédie des sciences mathématiques pures et 
appliquées, Pringsheim et Molk, t. 2, vol. 1, § 1—3. In der Folge werden 
die beiden Ausgaben als Hncyklopddie resp. Hneyclopédie zitiert. 

3) Die Endpunkte a und b brauchen nicht zum Intervalle zu gehéren; 
im iibrigen darf sich das Intervall ins Unendliche erstrecken. 

4) Die Gesamtheit der Wertepaare (a, y) bildet das Substrat fiir den 
Begriff der Funktion, ja, man kann sogar diese Menge geradezu als die Funk- 
tion f(x) auffassen. Arithmetisch erhalt man hierdurch ein Aquivalent fiir die 
Kurve, welche die Funktion geometrisch vorstellt. Sobald man aber beginnt, 
mit der Funktion zu operieren (diese etwa zu differentiieren oder eine Funk- 
tionalgleichung fiir sie aufzustellen), so ist es die zweite der beiden Zahlen im 
Paare (a, y), — die sogenannte abhingige Variabele, — welche man unter dem 
Symbol f(a) versteht. Insbesondere hat f(x) in einer Formel meistenteils 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. il 
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= 


In der niederen Analysis geschieht eine derartige Zuordnung meist 
auf Grund einer expliziten Formel; z. B. 


f(z) = a? — 2°, —co << F< 00} 
f(z) =Ve, 0<4%<09; 
f(x) = logsina, Ina<a<(2n-+ 1)2.4) 


Doch ist der Begriff der Funktion voéllig unabhiingig von der Még- 
lichkeit einer solehen Darstellung, wie durch folgende Beispiele er- 
lautert werden soll. 


a) Im Intervalle 0< #< 2 sei 


{(z) = az, wenn 0O< @<l; 
—2 f(z) =2a—az, won l<¢< 2. 
Pra AuBerhalb dieses Intervalls wird die 


Funktion nicht erklirt; sie existiert also dort nicht. 

f) Im Intervalle — co < 4 < co 
sei f(x) gleich der algebraisch gréBten 
— ganzen Zahl, die « nicht tbertrifft; 
vel. Fig. 2. 

vy) Im Intervalle — co < & < 0 


sel 
; be f(z) = 0, wenn « eine rationale 
Zahl, 
f(x) =1, wenn 2 eine irratio- 
Fig. 2. nale Zahl ist. 


Den Funktionsbegriff dehnt man 
noch auf den Fall aus, wo der Bereich der Werte, welche x an- 
nehmen darf, nicht aus einer stetigen Folge, sondern aus einer 
belebigen Punktmenge (vgl. § 8) besteht. So ist z. B. n!, wo n eine 
natiirliche Zahl bedeutet, als eine Funktion von n aufzufassen. 

In ahnlicher Weise wird auch eine Funktion mehrerer Veriinder- 
lichen definiert. Ist beispielsweise S ein beliebiger Bereich der (a, y)- 


die zweite Bedeutung. Dagegen hat f(x) die erste Bedeutung, wenn wir von 
einer stetigen Funktion oder im Falle komplexer Funktionen von komplexen 
Veranderlichen mit WeierstraB von einer monogenen analytischen Funk- 
tion sprechen, 

1) In diesem Falle wird die Funktion nicht in einem einzigen, sondern in 
mehreren getrennten Intervallen definiert. Dasselbe gilt auch von der Funktion 


f(z) =1/c, «+0. 
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Ebene und ordnet man jedem Punkte von S einen bestimmten Wert 
f(z, y) za, so entsteht eine Funktion der beiden unabhangigen Varia- 
belen a, y. 

Endlich kann man jedem Punkte des Intervalls resp. des Be- 
reiches nicht bloB einen, sondern mehrere Werte zuordnen, doch 
geschieht das in der Praxis meist so, daB sich diese Werte zu einer 
Reihe eindeutiger Funktionen zusammenfassen lassen. Beispiel. 


f(e) = + Va — a. 
Hier bilden die dem oberen Vorzeichen entsprechenden Werte eine 
im Intervalle —a< «<a eindeutige Funktion 


fla) =Vae— a, 
wihrend die tbrigen Werte eine zweite derartige Funktion 


fe(@) = — Vag — 2° 
ausmachen, und man denkt sich die mehrdeutige Funktion als den 
Inbegriff der beiden eindeutigen Funktionen f, (7) und f, (x). Naheres 
hieriiber findet sich in § 10. 

Auf einen wesentlichen Unterschied der Auffassung der Funk- 
tion in der niederen Analysis und in der modernen Funktionentheorie 
wollen wir doch noch aufmerksam machen. Wihrend man dort, 
wie vorhin schon bemerkt, gewohnt ist, von emer bestimmten Formel 
auszugehen und das Intervall bzw. den Bereich, in welchem die 
Funktion erklart wird, erst hinterher zu bestimmen, wird hier der 
Definitionsbereich geradezu an die Spitze gestellt: erst kommt der 
Spielraum fiir die unabhingigen Variabelen, dann das Gesetz, wo- 
nach den Punkten dieses Bereiches Werte zuerteilt werden.*) 


§ 2. Grenzwert. 


Sei f(z) im jedem Punkte eimes den Punkt =a im Innern 
enthaltenden Intervalls, héchstens mit Ausnahme des Punktes « = a 
selbst, eindeutig erklirt. Stellt man sich f(x) als einen geometri- 


schen Ort vor, indem man 
y = f(2) 


1) Es fehlt allerdings auch nicht an Beispielen aus der niederen Analysis, 
wo die gegenwartige Auffassung geboten ist. So fiihren insbesondere viele aus 
der Praxis entnommene Aufgaben iiber Maxima und Minima in der Differen- 
tialrechnung schon von selbst dazu, erst ein bestimmtes Intervall fiir die un- 
abhingigen Variabelen ins Auge zu fassen. Was dann auferhalb dieses Inter- 
valls passiert, ist ja belanglos. 

1* 
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setzt und die entsprechende Kurve zeichnet, so sagt man, (2) niihert 
sich einem Grenzwerte b, falls der Punkt (a, y) einem Grenzpunkte 
(a, b) zustrebt, wenn x an a@ heranriickt. Diesen Begriff des Grenz- 
iibergangs wollen wir jetzt in verschiirfter arithmetischer Form, wie 
folgt, erkliren: f(a) nihert sich einem Grenzwerte 6, wenn x der 
Grenze a zustrebt, falls es méglich ist, jeder noch so kleinen vor- 
gegebenen positiven GréBe ¢ eine zweite positive GréBe 6 zuzuord- 
nen, derart, daB 

lb—f(x)|<e 
bleibt, wenn nur 

0<|r—a\|<d 

ist. Man schreibt dann?) 

bp (t) =. 


x=a 
Geometrisch wird der Inhalt dieser Definition durch die bei- 
gefiigte Figur veranschaulicht. 


¥\-fey 
CMO eee eee Nachdem niimlich zuerst ein be- 
Abt ah liebig schmaler Streifen durch die 
[an-n-nnnannnnn hanna nanan yet Geraden y=b+e, y=b—e 
| ; abgegrenzt ist, muB es dann 
stets moglich sein, einen zwel- 
| x ten Streifen durch zwei Gerade 
0 a0 a at 
, = — 0, 0 = Oe Oey 
Fig. 3. 


so zu bestimmen, daf sich alle 
diejenigen im zweiten Streifen belegenen Punkte (a, y), wofiir y = f(a) 
und z= a ist, auch im ersten Streifen und also in dem den beiden 
Streifen gemeinsamen Rechteck befinden. 


y sf ae ; 
Beispiel. Sei 
f(z)= «a, wenn +0 eine rationale Zahl, 
—=—7 ,, x  ,, Iirrationale ,, 


= 4; ” z=0 


| s ist. Dann ist .. 

| . lim f(a) =0. 

| Dem verallgemeinerten Funktionsbegriffe 
entsprechend laiBt der Grenzbegriff ebenfalls 
eine Krweiterung zu, indem man nur verlangt, 
daS f(x) fiir einen Teil der in der Umgebung der Stelle « =a 


Fig. 4. 


‘ 1) Diese Bezeichnung wird in der Mathematik in einem doppelten Sinne 
gebraucht, und zwar a) um anzudeuten, da® die Funktion f(z), von der man 
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gelegenen Punkte erklirt sei. Wesentlich ist aber dabei, daB es 
von a verschiedene, in jeder Nachbarschaft der Stelle «=a 
belegene Punkte geben soll, wofiir f(x) definiert ist, sowie daB 
die Relation |b —f(x)| <e fiir jeden der Werte von z gelten 
soll, fiir welchen /(z) definiert ist und welcher zugleich an die 
Ungleichung 0 < |  —a| <6 gekniipft ist. 

Bisweilen will man die Veranderliche x auf eine bestimmte 
Seite der Stelle « =a beschrinken. Ist das die Seite « >a und 
nahert sich f(a) dann dem Grenzwert b,, so schreibt man 

lina Ge bis 


r=at 


und in ahnlicher Weise, falls « < a bleiben soll, 


lim f (a) = bp. 


x= a 


Beim unbeschrankten Grenziibergang lim « =a nihert sich f(z) 
einem Grenzwert dann und nur dann, wenn b, = by ist. — Ebenso 


schreibt man erie ab eae. 


wenn neben der Relation | 
lim f(x) = b 


c=a 


noch die Bedingung f(z) >b, <b fir alle nahe bei a gelegenen 
Werte von x besteht. Die Bezeichnungen 


lim f(z) = b*, usw. 
w=at 


verstehen sich jetzt wohl von selbst. 
Wir fiigen noch folgende Erklarungen hinzu. Hs ist 


a) lim f(z) =, wenn lim f (+) =e, 


aZ=+0 y=O0r 


von vornherein wei’, daB sie sich einer Grenze nahert, gerade der Zahl b zu- 
strebt, — sie erklirt dann eben den Wert der Grenze; b) um auszudriicken, 
daB f(x) tiberhaupt einem Grenzwert zustrebt, welcher dann mit dem neuen 
Symbol b bezeichnet bzw. mit der bereits vorhandenen GréSe b identifiziert 
werden soll. 

Der Grenzbegrift hatte seinen Ursprung in der Exhaustionsmethode der 
Alten. Die arithmetische Formulierung geht auf Wallis zuriick; vgl. Ency- 
klopddie, PringsheimI A 3, §12 = Encyclopédie, Pringsheim et Molk 
t. 1, vol. 1, § 15. Erst Cauchy hat sich des Grenzbegriffs zur Begriindung 
der Differential- und Integralrechnung prinzipiell bedient; vgl. seine Darstel- 
lungen im Cours d’analyse de V’école polytechnique 1821, sowie in seinem Résumé 
des legons données a Vécole polytechnique sur le calcul infinitésimal 1828. 
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ist; doch schreibt man auch hiufig, wenn es geniigend klar ist, daB a 
nur positive Werte annehmen soll, bloB lim f(x) = b. 


‘ é 1 
B) lira f(z) =co, wenn no Te 0; 
y)*) lim f(z) =co, wenn lim = =. 
x= +o entre) 
Jetzt sieht man leicht, wie die weiteren Formeln zu verstehen sind: 
lim f(z) =b, limf(#)=-+0o, — 00, usw. 


Anstatt der Definition y) kann man auch sagen: Die Funktion 
f(x) wird unendlich, wenn x unbegrenzt wichst, — in Zeichen: 
lim } (z)-==s0, 
z=+00 
falls f(x) fir positive beliebig groBe Werte von « definiert ist und 
jeder beliebigen positiven GréBe G eine zweite positive GréBe g zu- 
geordnet werden kann, derart dab 


| f(z)| >G, wenn nur «>g9 


ist. Eine ahnliche Formulierung lassen die anderen Definitionen 
ebenfalls zu. 


Im Anschlu8 an die Schreibweise lim f(x#) = co versteht man 
hinfig unter dem Ausdruck: ,, f(x) konvergiert gegen den Grenz- 
wert b‘, daB insbesondere b = co sein darf, da also f(a) unendlich 
wird. Diesen Sprachgebrauch kénnen wir nicht akzeptieren, wenn 
es auch bequem ist, die Schreibweise lim f(x) = oo (lies: ,, f(z) 
wird unendlich*) beizubehalten. Demgema setzen wir hiermit fest, 
daB der Ausdruck: ,, f(x) konvergiert gegen einen Grenzwert b‘ 
nur die vorhin erklirte Bedeutung der Konvergenz gegen eine 
ewentliche Grenze, d.h. gegen eine Zahl b haben soll.) 


ig ‘ . . . . . . . 
Zum Schlu8 geben wir einige Beispiele, die zum Verstiindnisse 
lanl . . rr A 

der Tragweite dieser Definitionen beitragen sollen. 


1) Man vgl. die Bemerkung unter a). 
_ 2) Das System der reellen Zahlen durch eine Zahl oo (das sogenannte 
eigentliche Unendliche) za vergréBern, ist sowohl pidagogisch verwerflich als 
auch wissenschaftlich unzweckmaBig; hieriiber vgl. man Bdéchers Bespre- 


chung von Burkhardts Analytische Funktionen, § 12: Bull. Amer. Math. 
Soc. 2. Folge, Bd. 5 (1898/99), S. 182. 
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Beispiel 1. 
fe) sin La. 
Beim Grenziibergang « = 0 nihert 
sich {() keinem Grenzwerte, son- 


dern oszilliert zwischen den Werten 
+ 1, —1. lm sin 1/z hat keinen Sinn. 


z2=0 


Beispiel 2. y= sin 1/z 


f(z) = w sin 1/z. Z Le 


r ea 
lim # sin —— = OR 


x=0 


Denn es ist 


|e sin =| <|el. 


Man beachte wohl, da8 diese Funktion 
bald wiachst, bald abnimmt, und im 
ubrigen ihren Grenzwert unendlich 
oft erreicht. 


u 
BIN 


Beispiel 3. 
a 
f(«) = aon 
Hier ist 
lim - a Ws 
mes Dae f i 
: 1 a Vat at 
hm ——— = (5) Ath, 
eT 2 / \ 


lim 1/(2 — e””) hat keinen Sinn. 
x=0 


Beispiel 4. 
f(x) = log x, wenn @ eine gerade 
Zahl ist; f(z) = log 1/x, wenn & eine 
ungerade Zahl ist. Dann ist 


him f (2) == 00. 


Beispiel 5. | 
f(x) = x (8 + 2 sin 2). \ 
lim (8 +2 sin 2) = +0. He ger 
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Diese Funktion wiichst nicht bestiindig; bald wiichst sie, bald nimmt 
sie wieder ab. ‘Trotzdem iibersteigt sie jede vorgegebene GréBe G 
und bleibt auch iiber dieser GréBe, sobald x einen bestimmten nur 
von G abhiingigen Wert iiberschreitet. 
Beispiel 6. (Fig. 8.) 
is aetna 
f(z) =—sin— 
Hier hat lim f(z) keinen Sinn, trotzdem | f(x) | jede vorgegebene 


x=0 


GréBe G iiberschreitet, wenn 2 gegen 0 konvergiert; denn | f(z) | 
bleibt eben nicht beliebig gro. 


Aufgabe 1. Fir welche Werte von a ist 
ripe Oe eee 
x=0 wv 

Aufgabe 2. Ist 

. ac 

lim E + eos 2 | = 00 ? 


c= 


sy lim «| 5 ++ cos z|=00? 


Aufgabe 38. Existiert ein Grenzwert 


é md n 

Lim sin, WO f= 7 Tor w= Lome 
Aufgabe 4. Auf Grund der e-Definition des Grenzwertes be- 

weise man den Satz: Sind f(x), p(x) zwei Variabele, die gegen die 

Grenzwerte A bzw. B konvergieren, wenn 2 dem Werte a zustrebt, 

so konvergieren die Funktionen 


f(x) + y(a), f(x) (2) 
und, wofern B nicht verschwindet, auch 
f(a) 
p (2) 
gegen Grenzwerte, und zwar ist 


lim [f (2) + p(z)]=4+ B= lim f (x) + lim (a); 


lim f(z)p(t) = AB = te (2) Peus 9 (2) ji 
; lim f (x) 
lim 1) st) eee ed — 


z=a P(2) ad lim p(a) 
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§ 3. Stetigkeit. 


Die Funktion f(z) heiBt im einem Punkte « = a stetig, wenn sie 
in einem diesen Punkt umfassenden Intervall eindeutig erklart und 


lim f () = f(a) 


x=a 


ist.1) Ist a ein Endpunkt des Intervalls, so handelt es sich nur um 
eine einseitige Anniherung des Punktes « an a: 


lim f(x) = f(@ baw. Timf(2) =f(). 


Die Funktion heiBt in emem Intervalle stetig, wenn sie in jedem 
Punkte desselben stetig ist. 


Die Funktionen, mit denen man sich in der elementaren Mathe- 
matik hauptsichlich beschaftigt, werden in der Regel nur dann un- 
stetig, wenn sie unendlich werden; z. B. die Funktion 


if oo 

— im Punkte «=a; 
wr—a 
tan Gas, Ph —_ 


Doch liegen noch verschiedene andere Méglichkeiten vor, wie die 
folgenden Beispiele zeigen. 


a) Das 3. Beispiel von § 2: 
1 
f (£) aa perez 


Diese Funktion ist im Punkte x = 0 unstetig; denn es ist 


Im Punkte « = 0 selbst ist sie nicht definiert. 


1 
b) f(x) =lima’"~", n=1,2,... 


1) Bolzano, Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes, da zwischen je 
zwei Werten, die ein entgegengesetztes Resultat gewdhren, wenigstens evne reelle 
Wurzel der Gleichung liege. Prag, 1817. (1814/17), Ostwalds Klassiker, Nr. 153; 
Stolz, ,,B. Bolzano’s Bedeutung in der Geschichte der Infinitesimalrech- 
nung’, Math. Ann. 18 (1881), S. 255; Cauchy, Cours d’analyse algébrique, 
(1821), 8. 34. Encyklopddie, Pringsheim II A 1, § 9 = Encyclopédie, Frings- 
heim et Molk, t. 2, vol. 1, § 9, p.33. 
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Diese Funktion ist fiir alle Werte von a definiert, und zwar ist’) 


(2) = Tye. Wenn) 2a 
f(z) =—1, , 2&2 <9, 
f(0) = 0, 


Durch die trigonometrischen Reihen 
haben sich solehe Funktionen zuerst in 
der Mathematik Biirgerrecht erworben; 
bisher hatte man sie als aus mehreren getrennten Funktionen zu- 
sarmmengestiickelt angesehen — eine Auffassung, welche auch heut- 
zutage noch nicht vollig verschwunden ist. So ist z. B. 


sin 8a sin 5 @ 


f(x) = sin @ + 5 +- a me es 
= 5 , wenn Ina<e<(4n+1)q; 
=— 7) - (Qn—l1l)a<a< Anz, 


—— Ue ” C= WI 


ist. 
2 


¢) f(x) = lim a?"~*, 
Diese Funktion hat fiir alle Werte von x auBer 2 = 0 den Wert 1, 
wihrend f(0) = 0 ist. Hine derartige Un- 
y stetigkeit, die also gehoben werden kann, 
indem man die Funktion im betreffenden 
Punkte geschickt definiert, hei®t nach 
Riemann?) eine hebbare Unstetigkeit. Ob 


0 die Funktion von vornherein an der be- 
Fig. 10. treffenden Stelle erklirt war, ist gleich- 
giltig. 
d) Das 1. Beispiel von S. 7: 
ae 
f(z) = sin -s 


1) Will man lieber blo8 rationale Funktionen benutzen, so kann man 
folgendes Beispiel nehmen: 


gn — vm 


f (a) peak ere ree OF 
Hierbei ist f(x) = —1 im Intervalle0 < 2 < 1; ferner ist {(1) = 0, wiihrend 


f(z) = 1, sobald z > 1 ist. 


On Ro Rica. ; : ; : : 
_ 2) B. Riemann, Grundlagen einer allgemeinen Theorie der Funktionen 
emer komplezen Grofe, Inauguraldissertation, Géttingen, 1851; Werke, S. 28, § 12. 


§ 3. Stetigkeit iB) 


e) Das Beispiel von S. 8: 
layecey|: 
PCy el 
In der Nahe der Stelle x = 0 schwankt die Funktion zwischen Gren- 
zen, welche jede vorgegebene GrédBe schlieBlich tibersteigen. Sie 
wird zwar im Punkte « =0 unstetig, nicht aber unendlich; denn 


es ist nicht lim 1/f(#) = 0. 
x=0 


Wird die Funktion f(x) nach der im § 2 gegebenen Definition 
im Punkte a unendlich, so schreibt man 


f(a) = co. 


Man beachte wohl, daB diese Definition ganz auBer Frage laBt, ob 
die Funktion im Punkte x =a definiert ist und, falls sie dort de- 
finiert ist, was fiir eimen Wert sie daselbst hat. Sei beispielsweise 
4: nota 
A) CN eon gs 


n 


Dann ist f(x) fur alle Werte von « definiert, und zwar ist 
{(2)= Sy wenn x=+0; 
f(0) =4. 


Daher ist zugleich 
{(0)=co und f(0)=4. 


Diese beiden Gleichungen haben aber total verschiedene Bedeu- 
tungen und sind durchaus miteinander vertraglich. Die erste sagt 
etwas tiber das Verhalten der Funktion aus, wenn «+0 ist; die 
zweite gibt den Wert der Funktion im Punkte z = 0 an.') 


1) Durch die soeben betrachteten Beispiele wird eine Klassifikation aller 
mdéglichen isolierten Singularititen einer stetigen Funktion nahe gelegt. Sei 
f(z) in der Umgebung der Stelle « = a, diesen Punkt allein ausgenommen, 
stetig. Riickt « von der positiven Seite an den Punkt a heran, lim 2 = at, 
so gibt es vier Falle, namlich 


(1+) lim f(2)=b, bt, b-; 
l(a 
(2+) | lim f(a) =co, +00, —oo; 


(8+) f(x) strebt keinem Grenzwert zu, bleibt aber endlich im Intervalle 
a<a2<a+6 (vgl. die nachstehende Definition); 

(4+) f(x) strebt keinem Grenzwerte zu und bleibt auch nicht endlich im Inter- 
valle a < «© < a+ 0, wie klein auch 6 angenommen werden moge. 
Dem Grenziibergange lim # = a~ entsprechen wieder dieselben vier Falle, 

welche also resp. mit (1-),..., (4~) bezeichnet werden mégen. 
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Definition. Eine Funktion heift in einem Intervalle endlich, 
wenn es eine positive Konstante gibt, welche die Funktion ihrem 
absoluten Betrage nach in keinem Punkte des Intervalls iibersteigt. 


Im Intervalle 0 < a <1 sei 
La Sore) 
f(z): = = ain => Ore ls 
{(0) =a, a eine beliebige Konstante. 


Dann bleibt f(a) in diesem Intervalle nicht endlich; doch gibt es 
auch keinen Punkt des Intervalls, in welchem sie unendlich wiirde. 


f) Die bisher betrachteten Funktionen héren blo8 in isolierten 
Punkten auf, stetig zu sein; sie haben isolierte Unstetigkeiten. Bei 


der Funktion 1 
f (x) = sin -——_ 
sin 1/z 


hiiufen sich die Unstetigkeitspunkte in der Nahe der Stelle « = 0. 


g) Das Beispiel y) von $1, sowie das Beispiel auf 8. 4, bringt 
eine Funktion, welche fiir alle Werte von « unstetig ist. 


Bs sei noch an die Siitze erinnert: 


Sind f(x), p(x) in einem Punkte bzw. Intervalle stetig, so sind 
auch die Funktionen 


f(z) + (2), [(x) p(2) 
dort stetig. Die Funktion 
[ (2) 
7 (2) 


ist ebenfalls stetig, sofern p(x) nicht verschwindet. 


Ist p(x) im Punkte zo, f(y) im Punkte yy = p(x) stetig, so 
ist die Funktion f{p(x)| im Punkte zy stetig. 


Aus diesen allgemeinen Siatzen nebst dem besonderen Satze, dab 


die Funktionen 
|S fa f(z) Sens hy, Cc, 


stetig sind, folgert man sofort die Stetigkeit der Polynome, sowie der 
rationalen Funktionen in jedem Punkte, wo sie definiert sind. 


Durch paarweise Kombination der Fille (i+) mit den Fallen (j~) entstehen 
16 Méglichkeiten, L(*), G~)]. Dabei kann f(z) ferner im Punkte a erkliirt sein 
oder nicht, und im ersteren Falle kann der Wert von f(a) mit einem der etwa 
vorhandenen Grenzwerte zusammenfallen oder davon getrennt sein. Doch 


wollen wir uns tnit dem bereits Gesagten begniigen, denn daraus erhellt schon, 
da8 eine groBe Anzahl von Méglichkeiten vorliegt. 
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Aufgabe 1. Man untersuche die folgenden Funktionen auf ihre 


Stetigkeit hin und stelle dieselben durch eine Kurve dar. 


1 


i cole 5g Bes, 
ene ——, linn(sin #7). = 5-3 
1 alle yee Nez oe 


Aufgabe 2. Sei 
2 
p(x) = 1—lim (sinza)’"" 


n=ow 


? 


und man bilde die Reihe 
1 itt 
p(%) + o PQ!2) + 3, PB!a2) +--- 


Die durch diese Reihe dargestellte Funktion ist fiir alle rationalen 
Werte von x unstetig, fir alle irrationalen Werte stetig.+) 


§ 4. Die Stetigkeitssitze. 


Ist f(z) in einem Intervalle stetig, so kann man daraus nicht 
einmal schlieBen, daf f(%) in diesem Intervalle endlich bleibt, wie 
das Beispiel zeigt: 

[oe eee | 


Verlangt man aber auferdem noch, daf das Intervall abgeschlossen 
sel, d.h. daf es endlich sei und daf fernerhin die Endpunkte mit 
zum Intervalle gehéren sollen, so verhilt sich die Sache anders. 


1. Satz. Ist f(x) wm abgeschlossenen Intervalle 
CS AGN 
stetig, so ast f(x) wn diesem Intervalle endlich. 


Den Beweis dieses, sowie der beiden hierauf folgenden Sitze 
verschieben wir bis zum Schlusse dieses Kapitels, § 9. 

Ist f(a) eine beliebige Funktion, so braucht f(x) in einem be- 
stimmten Intervalle, in welchem sie definiert ist, weder einen gréBten 
noch einen kleinsten Wert anzunehmen, ja selbst dann nicht, wenn 
f(x) im betreffenden Intervalle stetig ist, wie das Beispiel zeigt: 


o(g) == Jobo. eg eens) 


1) Hin einfaches Beispiel einer Funktion, die in einem, aber auch nur 
in einem Punkte (2 = 0) stetig ist, wird durch das Beispiel von S. 4 geliefert, 
sofern der Funktion der Wert 0 statt 1 im Punkte «= 0 zugewiesen wird. 
Die durch die obige Reihe definierte Funktion weist ein aihnliches Verhalten 
in jedem irrationalen Punkte auf. 
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Definitionen. Nimmt die Funktion /(#) in kemem Punkte 
eines bestimmten Intervalls einen Wert an, welcher algebraisch 
eréBer als die feste Zahl G ist, wiihrend sie die GréBe G — e, wo € 
eine beliebig kleine positive Zahl bedeutet, mindestens in einem 
Punkte des Intervalls iibersteigt, so heiBt G die obere Grenze von 
j(x) im betreffenden Intervalle. Gibt es ferner einen Punkt x des 
Intervalls, in welchem f(a’) = G ist, so heiBt G der gréfte Wert der 
Funktion im Intervalle. Man sagt wohl auch, f(z) hat im Punkte 2’ 
ein Maximum. 

In analoger Weise werden die untere Grenze und das Minimum 
erklirt. 

Hat die Funktion ein Maximum, so hat sie eine obere Grenze, 
nicht aber umgekehrt.?) 


Unter der Schwankung einer Funktion in einem Intervalle ver- 
steht man die Differenz, G — IX, zwischen der oberen und der un- 
teren Grenze der Funktion in diesem Intervalle. 


Das soeben betrachtete Beispiel zeigt, daB selbst eine stetige 
Funktion kein Maximum oder Minimum zu besitzen braucht. Jene 
Funktion 22 + 8 kommt zwar dem Werte 5 belicbig nahe und tiber- 
steigt denselben nie; aber es gibt eben keinen Punkt des Intervalls 
0 <a< 1, in welchem sie den Wert 5 wirklich annihme. Dieser 
Wert bildet also die obere Grenze der Funktion. Das Verhalten 

dieser stetigen Funktion hiingt wesentlich 

von dem Umstande ab, dai wir das 
Intervall wieder nicht als abgeschlossen 
vorausgesetzt haben. 


load Bt 2. Satz. Ist f(x) wm abgeschlossenen 
a} ere 
Fig. 11. d a os Ab, = b 


¥| 


stetig, so hat sie dort einen gropten und einen kleinsten Wert. 


Ein dritter grundlegender Satz, betreffend stetige Funktionen, 
ist folgender.?) 


1) Die durchgreifende Bedeutung der Unterscheidung zwischen einer 
oberen ( ‘renze und einern Maximum hat WeierstraB in seinen Vorlesungen 
an der Berliner Universitat (von 1860 an) scharf betont. Auch ist es sein Ver- 
dienst, die Satze 1 und 2 als grundlegend hinzustellen. Der Begriff der oberen 
Grenze geht auf Bolzano zuriick, vgl. oben, § 8, Anm. 

2) Bolzano (1814/17), vgl. oben, § 3, Anm, 


§ 4. Die Stetigkeitssitze 15 
3. Satz. Ist f(x) wm abgeschlossenen Intervalle 
Gor = bh 


stetig und ist f(a) + f(b); liegt ferner N 
zwischen den Zahlen f(a) und f(b), so gibt 
es mindestens emen Punkt x im Inter- 
valle, in welchem f(x) den Wert N wirklich 


annimmt: — 
f(z’) Ear Ne 0 Fig. 12. b 


Zam Schlu8 kommt noch ein Satz, betreffend die gleichmaBige 
Stetigkeit einer stetigen Funktion. Der Definition der Stetigkeit 
in emem Punkte = x) gemif muB8 sich einer beliebig kleinen posi- 
tiven GréBe e eine zweite positive Grée 6 zuordnen lassen, derart, 


daB 
| f(x) — f(a) | <e 


bleibt, wenn 
|z7—2a|<d 


ist.1) Wie gro8 man 6 bei vorgegebenem e wihlen darf, das hiangt 
im allgemeinen vom Punkte x, ab, und es kann vorkommen, daf 6 
fir gewisse Lagen von 2, auBerordentlich klein wird. Sei beispiels- 


weise : 
f(t) ==, Oe 1. 


Die Funktion ist in diesem Intervalle stetig. Trotzdem kann man 
keinen konstanten Wert von 6 angeben, welcher bei vorgegebenem « 
fiir jeden Punkt x, des Intervalls passen wird. Dasselbe gilt auch 
von der Funktion f(x) = x? im Intervalle — co < & < oo, sowie 
von der endlich bleibenden Funktion sini/z, 0< «<1. Dieses 
Vorkommnis riihrt abermals davon her, dai, obwohl die Funktion 
im ganzen Intervalle stetig ist, das Intervall selbst doch kein ab- 
geschlossenes ist. 

Definition. Sei f(x) in einem beliebigen abgeschlossenen oder 
nicht abgeschlossenen Intervalle erklirt. LaSt sich dann jeder beliebig 
kleinen vorgegebenen positiven GréBe « eine feste (also bloB von e, 
nicht aber von x und 2, abhingige) positive GréBe 6 so zuordnen, dah 


| f(x) — f(@o) | <e 


1) Das Intervall z,—6 < « < 2 +6 darf iiber das Intervall (a, b), 
in welchem f(x) definiert ist, hinausgreifen. Insbesondere kann 2, ein Hnd- 
punkt dieses Intervalls sein. Dann kommt selbstverstindlich nur soviel des 
ersten Intervalls in Betracht, wie im Intervalle (a, b) liegt. 
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bleibt, wenn nur Weer pe 
ist, so heiBt f(x) im betreffenden Intervalle gleichmd pig stetg.") 
Die Funktion f(x) = 2° ist z. B. sowohl im abgeschlossenen 
Intervalle a<a<b als auch im nicht abgeschlossenen Intervalle 
a <x <b, nicht aber im Intervalle 0 < x < oo gleichmibig stetig. 


4. Satz. Ist f(x) im abgeschlossenen Intervalle 
axed 


stetig, so ist f(x) daselbst auch gleichmdprg stetig. 

Diesen Satz wollen wir beweisen, um dem Leser ein erstes Bei- 
spiel einer SchluBweise zu geben, welche fiir die moderne Analysis 
yon prinzipieller Wichtigkeit ist. Am Ende des Kapitels wird diese 
SchluBweise, welche wir als die Methode der Hinschachtelung der 
Intervalle bezeichnen wollen, eine Reihe weiterer Anwendungen finden. 


Hilfssatz.2) Es ist médglich, das Intervall (a, b) in 2” glerche 
Teile zu zerlegen, derart, dap} die Schwankung von f(x) m jedem ein- 
zelnen dieser als abgeschlossen zu betrachtenden Teilintervalle den Wert 
e/2 nicht iiberschrettet. 


Hierbei bedeutet ¢ eine beliebige positive GréBe, welche aber, 
einmal gewihlt, fiir die Folge dann festgehalten wird. 

Gesetzt, das ginge nicht an. Man teile das Intervall in zwei 
gleiche ‘Teile. Dann mite es mindestens fiir eines dieser Teilinter- 
valle unméglich sein, die gewiinschte Zerlegung durchzufiithren, d. h. 
die Zahl n so zu wahlen, daB die Schwankung von f(x) in jedem 
der $2” Unterintervalle, in welche das betreffende Teilintervall zer- 
fillt, unter ¢/2 bleibt.*) Dieses als abgeschlossen zu betrachtende 
Teilintervall werde mit A, bezeichnet. Nun stelle man bei A, die- 
selbe Uberlegung an, wie soeben beim urspriinglichen Intervalle. 
Man wird also zu einer Hilfte A, von A, gefiihrt, fiir welche die ge- 
wunschte Zerlegung wieder nicht angeht. Durch Wiederholung dieses 


_ _ 1) Der Begriff der gleichmaBigen Stetigkeit ist von WeierstraB in seinen 
Vorlesungen an der Berliner Universitat von 1860 an nachdriicklich betont 
worden. Kin Beweis des nachstehenden 4. Satzes ist zuerst von Heine ver- 
offentlicht, Journ. f. Math., Bd. 71 (1870), S. 361. 

2) Diesen Satz hitte man schon an die Spitze stellen und daraus dann 
den 4. Satz als Zusatz ableiten kénnen. 

3) Man beachte wohl, wenn n= WN die gewiinschte Zerlegung liefert, 


0 dann jeder gréBere Wert n > N ebenfalls zu einer derartigen Zerlegung 
iihrt. 
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Verfahrens erhalt man schlieBlich eine unbegrenzte Folge ineinander 
eingeschachtelter Intervalle A,, A,,..., A,,..., deren Linge mit 
wachsendem k gegen 0 abnimmt und fiir deren jedes die bewuBte 
Zerlegung nicht ausfiihrbar ist. Es gibt offenbar einen Punkt a des 
Intervalls (a, 6), welcher allen Intervallen A, gemeinsam ist.1) Damit 
wird man zu einem Widerspruch gefiihrt, denn dem Punkte @ und 
der beliebigen positiven GréBe e, entspricht doch wegen der Stetig- 
keit von f(z) im Punkte a@ eine positive GréBe 6,, derart, daB 


If(z) —fl@)| <a 


bleibt, sobald nur | « —a| <6, ist. Setzt man also ¢, = «/4, so 
folgt aus den Relationen 


E 


lf) -f#@| <=, |2-a| <4, 


l#@)—-#@|<2, |a’—a| <6, 
daB 
lf@)-ft@|<-< 


ist, wie auch immer 2, x’ im Intervalle (a — 6,, a + 6,) angenommen 
werden modgen. Nun gibt es aber ein Intervall 4,,, welches bei pas- 
sender Wahl von m ganz in diesem letzten Intervalle legt, und das 
verstoBt eben gegen das Ergebnis, daf fiir A,, besagte Zerlegung 
nicht durchfiihrbar ist. 

Aus dem Hilfssatze schlieBen wir nun, daB die Schwankung in 
einem beliebigen Intervalle 7) —4l, < « <a%+4l, von der Linge 
1, = (b —a)/2” den Wert ¢ nicht wbertrifft. Denn dieses Intervall 
kann ja héchstens iiber zwei aneinanderstoBende jener fritheren Teil- 
intervalle hiniibergreifen. In dem Falle sei « =c¢ der gemeinsame 
Endpunkt letzterer, und seien x, x’ zwei beliebige Punkte derselben. 
Dann ist 


lt(a)-—fO|<=3, 


€ 


lf(@)—-f@)|<4- 


1) Wegen eines strengen Beweises dieser Behauptung vgl. § 7. Hatten 
wir nicht verlangt, da das Intervall (a, b) abgeschlossen sei, so hatten wir 
nicht schlieBen kénnen, da der allen Intervallen A; gemeinsame Punkt a zum 
Intervalle (a, b) gehért. Er hitte eben mit einem Endpunkte von (a, 9) zu- 
sammenfallen k6nnen. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5, Aufl. 2 
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Mithin wird, wie auch immer 2, 2’ in jenem Intervalle angenommen 
werden médgen, stets 


If(z) —f(@)| <e 


sein. Es geniigt somit, 6 = $1, zu setzen. 

Wir heben nochmals ausdriicklich hervor, daB die GréBe ¢ hier- 
bei nicht als eine Verinderliche, etwa als eine unendlich kleine Grobe 
aufgefaBt werden darf. Sie ist eine Konstante, welche vorab will- 
kiirlich gewiihlt wird, alsdann aber wihrend der ganzen Untersuchung 
fest bleibt. 

Durch das vorstehende Raisonnement ist der 1. Satz auch be- 
wiesen worden. 


Aufgabe 1. Sind die folgenden Funktionen gleichmiBbig stetig ? 


a) x log a, Dix foeel 
b) ee tea 

z 
¢) x log x, LU ee ier atee be 


Aufgabe 2. Man beweise folgenden Satz: Ist f(z) im einem 
endlichen nicht-abgeschlossenen Intervalle (a, b) gleichmaBig stetig, 
so liBt sich das Intervall in eine endliche Anzahl gleicher Teile der- 
art zerlegen, dab die Schwankung der Funktion in jedem Teilinter- 
valle die vorgegebene positive GréBe e nicht itiberschreitet. f(a) 
bleibt dann endlich im Intervalle (a, b). 


Aufgabe 8. Sei f(z) im Intervalle a<a2<b gleichmibig 
stetig. Man zeige unter Beniitzung der Sitze von § 7, daB f(x) dann 
beim Grenziibergange lim « = a* einem Grenzwerte zustrebt. 


Aufgabe 4. Ist f(x) in einem beliebigen Intervalle stetig, so 
nimmt f(x) jeden zwischen der oberen und der unteren Grenze der 
Funktion gelegenen Wert mindestens einmal an. 


~ 


Aufgabe 5. Ist f(x) in einem nicht-abgeschlossenen Intervalle 
stetig und hat f(«) eine obere Grenze, kommt f(x) ferner in keinem 
der beiden Endpunkte des Intervalls der oberen Grenze beliebig nahe, 
so hat f(x) ein Maximum innerhalb deg Intervalls. 


Aufgabe 6. Sei f(z) im Punkte ay stetig und sei f(a) > ¢ 
(baw. < ¢), dann gibt es eine Umgebung von 2: 2) —h <a@ <a +h, 
in welcher durchweg f(2) > ¢ (baw. < c) ist. 
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§ 5. Die Ableitung. 
Sei die Funktion 


y = (2) 


fiir alle Werte von z in einem Intervalle eindeutig erklart und seien 
Lo, Ly + Ax zwei Punkte des Intervalls. Man bilde den Differenzen- 


quotienten 
Ay _ f(@+Ax)—f (a) | 
DS Ay NE 


Ist 2) ei imnerer Punkt des Intervalls und konvergiert Ay/Az 
beim Grenziibergange lim Ax = 0 gegen einen Grenzwert, so defi- 
niert man letzteren als die Ablettung der Funktion f(x) im Punkte z, 
und bezeichnet ihn mit f’(2,): 


; (a> + A x) —f (a , 
Kim f {0+ ies (>) _ F(a), 


Az=0 


fo Aa) —f (a) _ 
[Nay 


Wird 


lim me co, 


Ax=0 
so sagt man, f(x) hat im Punkte a eine wnendliche Ableitung 
und nennt zum Gegensatz die eigentliche Ableitung eine endliche 
Ableitung. Wir werden jedoch unter den Worten: ,,f(x) hat eine Ab- 
leitung‘‘ verstehen, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich bemerkt 
ist, daB eine endliche Ableitung, d. h. ein eigentlicher Grenzwert 
vorliegt. 

Beziiglich dieser Definition ist nun zu bemerken, daB Az so- 
wohl alle positiven als auch alle negativen Werte annehmen soll, die 
in der N&he der Stelle Ax = 0 liegen; den Wert 0 darf Az niemals 
annehmen. So ist beispielsweise der stetigen Funktion 


x 
De ige tie? x + 0; 


a) y 
y ==), i) 
im Punkte « =0 keine Ableitung zu- 5 2 
gusprechen, obgleich dort der Diffe- 
renzenquotient 
Ay _ 1 Fig. 13. 


Ag 9,—el/A® 


bei lim Ax = 0+, sowie bei lim Ax = 0- einer Grenze zustrebt; 
denn die beiden Grenzwerte stimmen nicht miteinander tiberein, vel. 
§ 2, 3. Beispiel. Die Kurve y = f(x) hat eine Kcke im Punkte z = 0. 


O* 
v4) 
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Zuweilen ist es niitzlich, den Fall zu betrachten, daB der Diffe- 
renzenquotient Ay/Aa beim einseitigen Grenziibergange lim Ax 
— 0+ bzw. lim A = 0- einem Grenzwerte zustrebt. Trifft dies zu, 
existiert also 
ay oder lim Ay 


lim , 
sna qr O® Awao-o® 


so sagt man, f(z) hat eine vorwiirts baw. riickwérts genommene Ab- 
leitung im Punkte 2p. 

Ist 2 ein innerer Punkt des Intervalls, so wird der Funktion, 
der vorhin gegebenen Erklirung gemi8, nur dann schlechthin eine 
Ableitung im Punkte 2) zukommen, wenn sowohl die vorwiarts als 
auch die riickwiirts genommene Ableitung im Punkte 2 existieren 
und beide auSerdem denselben Wert haben. In einem Kndpunkte 
eines abgeschlossenen Intervalls hat f(#) indessen eine Ableitung, 
wenn die betreffende einseitige Ableitung existiert. 

So hat denn die obige Funktion a) in dem als inneren Punkt 
ihres Intervalls zu betrachtenden Punkte « = 0 eine vorwirts ge- 
nommene Ableitung mit dem Werte 0 und eine riickwarts genommene 
Ableitung mit dem Werte 4. Wird die Funktion dagegen nur im 
Intervalle 0 < x <1 betrachtet, so hat sie schlechthin eine Ablei- 
tung in jedem Punkte des Intervalls. 

Man beachte ferner folgende Beispiele. 

b) Sei (vgl. das 2. Beispiel, § 2) 


| f() = asin = x + 0 
| = t= s 


Diese Funktion ist fiir alle Werte des Arguments stetig. Im Punkte 
z=0( hat sie aber keine Ableitung, denn der Differenzenquotient 
1S) pe a A) 

Ac "Ke 
schwankt ja bestindig zwischen den Grenzen + 1 und —1. Geo- 
metrisch heiBt das, da8 die Sekante OP keiner Grenzlage zustrebt, 


S Bay es ° . ° . . 
wenn P an O heranriickt, sondern sich im Spielraume eines Winkels 
von 90 Grad immer hin und her bewegt.?) 


1) Man kénnte geneigt sein, die Ableitung 


f’(z) = sin a . cos A 
L x x 
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c) Sei 
[ f(@)=arsin=, «+0 
| ==. ==, 


Hier hat der Differenzenquotient im 
Punkte = 0 den Wert 


Ay re 
en ae AZ ee 


Fig. 14. 


er nahert sich also einem Grenzwerte, und zwar der 0, wie auch 
immer Az gegen 0 konvergiert. Daher existiert 7’(0), und es ist 


f (Veeco 


Geometrisch liegt die Kurve y = f(x) zwischen den beiden konvexen 
Parabelbogen 
Ya Pye 


eingepfercht. Die Sekante OP mu daher im Winkel P,O P, bleiben, 
und die Schenkel dieses Winkels konvergieren beide gegen die «-Achse, 
wenn P an O heranriickt. 

Diese Funktion f(x) hat also fiir jeden Wert von x eine Ab- 
leitung. Letztere ist auch im allgemeinen stetig, jedoch nicht aus- 
nahmslos; denn es ist 


Pole eel 1 
= sin ~-— Cos —, ese Oy 
== (), a= 


Mithin wird f’(z) im Punkte x = 0 unstetig. Das heiBt eben geo- 
metrisch, dafi die Kurve in der Nahe der Stelle « = 0 wellenférmig 
ist, wobei die Hohe der Wellen zwar stark gegen 0 abnimmt, die 
Steigung aber nicht. 

Die soeben besprochenen Funktionen héren héchstens in einem 
einzigen Punkte auf, eine Ableitung zu besitzen. WeierstraB hat 
ein Beispiel einer stetigen Funktion gegeben, welche iiberhaupt fiir 
keinen Wert des Arguments eine Ableitung zulaBt.*) 


zu bilden und aus dem Umstande, dai diese Formel fiir « = 0 inhaltlos wird, 
auf die Nichtexistenz einer Ableitung im Punkte « = 0 zu schlieBen. Da diese 
SchluBweise indessen illusorisch ist, zeigt bereits das nachste Beispiel ¢c), wo 
sie doch zu einem falschen Resultate fiihrt. Der Leser wolle nicht unterlassen, 
sich dariiber Rechenschaft zu geben, wo der Fehler gerade steckt. 

1) Werke, Bd. 2, 8.71. Hieriiber vgl. man ferner eine Arbeit von C. Wie- 
ner, Journ. fiir Math., Bd. 90 (1881), 5. 221, worin das Wesen der Weierstra8 - 
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Aus der Existenz einer Ableitung in einem Punkte kann man 
auf die Stetigkeit der Funktion in diesem Punkte schlieBen. Denn aus 


der Relation 


Fo ke oe 
lin A a= A 
Azr=0 
folgt, daB 
Ay _., . 6olim f= 
i 4+¢, wo hath 0 


ist, und darum konvergiert 
Ay =f(# + Az) — f(a) = (4 + 0) Ae 


zugleich mit Aa gegen die Grenze 0. Aus der Existenz einer unend- 
lichen Ableitung geht aber die Stetigkeit der Funktion nicht her- 
vor, wie das Beispiel b), § 3 fiir x = 0 zeigt. 

Aufgabe 1. Haben die folgenden Funktionen im Punkte « = 0 
eine Ableitung? Ist dieselbe stetig, im Falle sie existiert? Man 
zeichne jedesmal zuerst die Kurve. 


i 
a) f(2)=jogger = t03 f(0) =O. 
B) f(x) = we +0; f(0)=0. 
7) f(2) =e *sin =, 2-40; f0)=0. 


Aufgabe 2. Man kritisiere folgende Ausdrucksweise: ,, Die Funk- 
tion {(x) hat im Intervalle (a, b) eine endliche Ableitung. Als Bei- 
spiel nehme man die Funktion 


f (2) = 2" gin =, r+0, 


| Hea ts 
= 0, e=(Q, | a 
Wie kann hier der Sachverhalt in unzweideutiger Weise erklirt 
werden ? 


schen Funktion von geometrischer Seite her beleuchtet wird. Hin aéuBerst ein- 


faches Beispiel einer solchen Funktion h i i 
che at neuerdings F. W. 
Amer. Math. Monthly, 34 (1927), S. 476. ‘i 7 gee ee 
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§ 6. Der Rollesche- und der Mittelwertsatz. 


Kin grundlegender Satz der Differentialrechnung ist der so- 
genannte Mittelwertsatz, dessen Beweis sich auf den Rolleschen Satz 
stutzt. 


Der Rollesche Satz.1) Set p(x) im abgeschlossenen Intervalle 
a<2<b stetig und in jedem inmneren 
Punkte x desselben: a<ax<b, mit 
emer endlichen oder unendlichen Ab- 
leatung versehen. Ser ferner 


y(a) = p(b) = 0. Fig. 15. 


Dann gibt es mindestens einen inneren Punkt « = X, in welchem 
die Ableitung y’ (x) verschwindet: 


SOO WAM we a® ae 


Die Kurve 
y = 9(2) 


hat nach dem 2. Satze von § 4 sowohl ein Maximum als ein Mini- 
mum im Intervalle. Sieht man vom trivialen Falle g(r) =0 ab, 
wofir der Satz offenbar gilt, und nimmt man etwa an, daB (a) 
fiir gewisse Werte von & positiv sel, so wird das Maximum in einem 
inneren Punkte X des Intervalls, a < X < b, (oder in mehreren sol- 
chen Punkten) erreicht. Im Punkte X mu8 aber g’ (x) verschwinden. 
Bildet man namlich den Differenzenquotienten, so kommt: 


g(X+Aa)—9(X) { S9, Aa>d, 
At aes Fame ae | he 


Demnach mu8 gleichzeitig 
g@(X)=0 baw. = — oo, gy (X) 20 baw. =-+ 00 
sein, folglich ist w’(X) = 0. 


Der Mittelwertsatz.?) Ser f(x) im abgeschlossenen Intervalle 


1) Nach einer brieflichen Mitteilung von Hrn. Cajori findet sich der 
Satz bei Rolle, Démonstration dune Methode pour résoudre les Egalitez de 
tous les degrez, Paris, 1691. Als Vorliufer des Satzes sind die Untersuchungen 
im Traité d’Algebre, Paris, 1690, §.125 et seq. zu erwihnen; vgl. Cantor, 
Geschichte der Mathematik, Bd. 8, 2. Aufl., 8. 1238. 

2) Cauchy, Résumé des legons données a Vécole polytechnique sur le calcul 
infinitésimal (1823), S.28. Die im Texte gegebene allgemeine Formulierung 
nebst dem Beweise riihrt von Bonnet her; vgl. Serret, Calcul differentiel 
(1868), S. 19. 
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a <a <b stetig und in jedem inneren Punkte «x desselben: a <a <b, 
mit einer endlichen oder unendlichen Ableitung versehen. Dann gibt es 
mindestens einen Punkt X, wofiir 
(A) £0) —f(@ = (& —a) F(X), 


OG aX eae 


ist. 
Geometrisch ausgedriickt heiBt das 
6 nichts anderes, als da’ die Kurve 


Fig. 16. y = f(x) 
mindestens in einem inneren Punkte des Intervalls (a, b) eine Tan- 
gente besitzt, welche dieselbe Neigung gegen die x-Achse hat, wie 
die durch die beiden Exndpunkte der Kurve gehende Sekante: 


OSLO? (X), ead. Goad 
Arithmetisch liBt sich der Beweis, wie folgt, fiuhren. Sei 
p(x) = (« — a) [f(b) — f(a)] — (6 — a) [f(x) — f(a)]. 


Dann geniigt w(x) allen Bedingungen des Rolleschen Satzes und da- 
her verschwindet die Ableitung 


y' (x) = [f(0) — f(a)] — (6 — a)f’(2) 
in einem inneren Punkte X des Intervalls. 
Der Satz kann auch in der Form geschrieben werden: 


(B) = f(a +h) —f(x) =hf' (a, + 0h), O0<0<1. 


Die Verallgemeinerung dieser Formel, deren Begriindung sich eben- 
falls auf den Rolleschen Satz stiitzt, fiihrt zum Taylorschen Satze 
mit dem Restglied *) 


(C) fF (to+ 1) =F (a0) + Uf (eo) + Fe" (a0) bo + I (ae) 


pnt. 
+ pri ot Oh), 0<6<1. 


Definition. Eine Funktion heiBt monoton, wenn sie, wie folgt, 
beschaffen ist. Seien z,, 2, irgend zwei Punkte des Definitions- 
bereichs und sei 2, < 2. Dann soll ohne Ausnahme 


f(2:) S f (22) 


1) Lagrange, Théorie des fonctions analytiques. 1797, p. 49, § 62; Stolz, 
Differential- und Integralrechnung, Bd.1, 8.96; Goursat, Cours d’ analyse 
Bd. 1, Kap. 3. ry 
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sein oder aber es soll stets 


| f(s) = f(s) 
sein. 

Aufgabe 1. Zwei Funktionen, die sich nur um eine additive 
Konstante voneinander unterscheiden, haben iibereinstimmende Ab- 
leitungen. Man beweise den umgekehrten Satz: 

Sind F(z), O(x) zwei im Intervalle a < x <b stetige, in allen 
inneren Punkten dieses Intervalls mit einer Ableitung versehene 
Funktionen, und ist durchweg 

Tay Or 2); 
so ist 
F(z) = @(z) + C. 


Aufgabe 2. Man zeige, dah 


h 
tp slog (+h) <h, ne 


alo (eh) = eee, 


Aufgabe 3. Sei f(x) eine Funktion von 2x, welche in jedem 
Punkte ihres Definitionsbereichs mit einer Ableitung versehen ist. 
Wechselt letztere ihr Vorzeichen im Intervalle nicht, so ist f(z) 
monoton. 


Aufgabe 4. Ist f(z) im Intervalle a < « < b stetig und hat 
f(a) im allen inneren Punkten des Intervalls eine Ableitung; ist ferner 


oe) ive, Cees P10, 


so kann die Schwankung von /(x) im ganzen Intervalle die GréBe 
M(b —a) nicht ibertreffen. 


Aufgabe 5. Ist f(x) im Intervalle a < x <b stetig und hat 
f(z) in jedem Punkte a <a <b eine Ableitung; strebt letztere 
auBerdem einem Grenzwert zu, wenn x sich dem Punkte a nihert, 
so hat f(x) eine Ableitung im Punkte a. 


Aufgabe 6. Ist f(z) im Intervalle (a,b) durchweg mit einer 
positiven (bzw. durchweg mit einer negativen) Ableitung versehen, 
so ist die zu y = f(a) inverse Funktion « = y(y) eindeutig, und 
diese liBt ebenfalls eine Ableitung zu: 


pene te ly 
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§ 7. Siitze, betreffend die Existenz eines Grenzwertes. 


Um zu konstatieren, da8 eine Variabele einer Grenze zustrebt, 
bedient man sich in der Regel*) eines der beiden nachstehenden 
numerierten Sitze (Theorem 1, 2) bzw. der Methode der Hinschach- 
telung der Intervalle, welche auf dem Hauptsatze beruht. 

Theorem 1. Sei s, fiir jeden positiven ganzzahligen Wert von n 
eindeutig erklirt wnd ser 
a) Sn+1 = Sp} 

b) &, S A, 


wo A eine feste GroBe bedeutet. Dann konvergiert s, gegen einen Grenz- 
wert U, wenn n unbeschrinkt wdchst, und zwar rst 


8. = Uc. 
Aus der geometrischen Anschauung erhellt dieser Satz sofort. 


Arithmetisch li8t er sich, wie folgt, beweisen. Sei N die groBte ganze 
Zahl, die von einem s, iber- 


SSA troffen wird. Da8 es wirklich 
Fig. 17. eine solche gibt, schlieBt man 


daraus, daB die GréBe A von 
s, nie tibertroffen wird und es also nur eine endliche Anzahl zwischen 
A und s, gelegener ganzer Zahlen gibt, die man auf diese Higenschaft 
hin zu priifen hat. 
Das Intervall (VY, N + 1) werde nun in 10 gleiche Teile zerlegt, 
und man bezeichne mit 


N+ 


Cy 
10° 
die groBte den Endpunkten dieser Unterintervalle entsprechende Zahl, 
die von einem s, noch iibertroffen wird. 

Wiederholt man diesen Schritt, indem man das Intervall 


(V+ 75. N+ 535) 


wieder in 10 gleiche Teile zerlegt und eine ahnliche Uberlegung an- 
stellt, und setzt man dieses Verfahren unbegrenzt fort, so erhilt 
man N plus einem unendlichen Dezimalbruch: 


One Cpe Ls 


Ce 


U = N -| “1 
oF 10? 


r i0 + ..., ie ere 1s 


_1) Es kornmt nimlich der Beweis der gewéhnlichen Konvergenzkriterien 
meistenteils in der letzten Instanz auf einen dieser Sitze zuriick, 
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Diese Zahl ist eben der Grenzwert von s,. Denn einerseits ist 


Opoa Gel 
Sn SN+4H.- Oa yea Se | 10k 


fur alle Werte von k und n, wahrend bei gegebenem k 


Notte 


= Sa 


ist, sobald m iiber einer bestimmten Zahl m liegt: n > m. Wie man 
sieht, gibt es deshalb stets unendlich viele ¢;, welche nicht verschwin- 
den. — Andererseits ist 


Peseta CR Tacit eee ED 


So kommt denn: 


|U — s,| < n>m, 


ii ? 
also ist 
lim s, = U. 


n=O 


DaB s, endlich den Grenzwert U niemals iiberschreitet, sowie 
daB U <A ist, folgt daraus, da s, bei wachsendem 7 niemals ab- 
nimmt. 


Beispiel. Sei 


sn=(1+—) 
1 1 2 
Shae ane 2a (! sok a }.+.-(n-+ 1 Glieder). 


Bei wachsendem » nehmen die Glieder letzten Ausdrucks niemals ab, 
wihrend ein neues positives Glied stets hinzutritt. Folglich ist 


Sn+1 > Sn+ 
Anderseits ist 


1 1 
eee See tee 


Daher nihert sich s, einem Grenzwert, welcher im iibrigen zwischen 
2 und 3 liegt. 


Erweiterung des vorstehenden Theorems. Der Satz nebst Beweise 
bleibt offenbar noch fiir jede Funktion f(a) bestehen, die fiir irgend- 
welche sich ins positive Unendliche ziehenden Werte von « definiert 
ist. Die Bedingungen a), b) werden dann lauten: 
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a) f(z’) 2h), g<t<e; 
b) f(z) SA, «>, 


wo A, g feste GréBen bedeuten. 

Anstatt positiv unendlich zu werden, kann & negativ unendlich 
werden oder auch gegen einen endlichen Grenzwert konvergieren. 
Dann ergibt sich aus den Bedingungen: 


a) f(z’) Sf(@), ew <2<Q; 

b) f(z) = Ay “<9; 

baw. 

a) f(x’) => f(z), a<a2’<e<ath; 
b) f(z) S A, a<ax<a+h, 
oder 

a) f(z’) af (2); OT Oe eas 
b) f(z) = A, a—-h<2 <a, 


wo A, g, a, h feste GréBen bedeuten, dab f(x) gegen einen Grenzwert U 
konvergiert: 
lim {(z) = U, lim f(z) =U, ag if (en 
z=-o as MB t= a> 


In allen Fallen ist stets 


f(z) SUSA. 


Zum Beweise fiihrt man diese letzten drei Fille auf den ersten 
Fall mittels einer der Transformationen zuriick: 
i: 


1 
r=—y, L—a=- a—“¢= 
y y? 


Diese Séitze bleiben alle bestehen, wenn f(x), statt zuzunehmen, 
bestiindig abnimmt, d. h. wenn man das erste Ungleichheitszeichen in 
den Bedingungen a) und b) umkehrt: 


a) f(z’) Sf(2), b) f(z) 2A. 
Nur ist jetzt stets 
f(a) [>USA. 
Wir wollen das soeben bewiesene Theorem anwenden, um den 


Satz herzuleiten, worauf sich die Methode der Kinschachtelung der 
Intervalle stiitzt. Derselbe lautet folgendermaBen: 
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Hauptsatz. Simd A,, A,,... eine unendliche Folge ineinander 
eingeschachtelter Intervalle, d. h. eine Folge von Strecken, deren jede in 
der vorhergehenden liegt; nummt ferner die Linge von A, mit wach- 
sendem n gegen 0 ab, so gibt es einen und nur einen Punkt U, welcher 
als innerer oder Endpunkt jedem Intervalle A,, angehért. 


Die Endpunkte von A, bezeichne man mit a,, Bp, WO cn < Bp 
sel. Dann ist allgemein 


(1) On < Bm, 


wo n, m zwei beliebige natiirliche Zahlen sind. Die linken End- 
punkte a, a, ... bilden nun eine Reihe von Grié8en, welche die Be- 
dingungen a), b) des vorhin bewiesenen Theorems erfiillen: 


a) On +4 = Gn b) an = Pte 


Daher konvergiert a, gegen einen Grenzwert U, wenn n unendlich 
wird: 
linge in es Ul 


n=o 


Aus (1) ergibt sich ferner, indem man » unendlich werden laBt, 
daB 
Us 57, Le al Pee 


ist. Darum ist fiir alle Werte von n 
(2) Ce Ba 


d.h. U liegt in jedem Intervalle 4,. 
Des weiteren schlie8t man aus (2), da8 auch die rechten End- 
punkte B,, B2,... gegen einen Grenzwert U’ konvergieren: 


lim B, = U’, 


und da ferner fiir alle Werte von n 
(3) CU Das 
Endlich ist U’= U. Denn aus (2), (3) folgt, dah 
|\U'— Ul Ss p, =e, 


ist. M.a.W. ist die konstante GroBe U’ — U ihrem absoluten Be- 
trage nach kleiner als eine verinderliche positive GréBe B, — Gp, 
welche beliebig nahe an den Wert 0 herabgedriickt werden kann. 
Das ist aber nur dann méglich, wenn U’— U = 0 ist. 
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Wir wenden uns jetzt zum letzten Satze.*) 


Theorem 2. Sei f(x) fiir Werte von x definiert, welche beliebig 
nahe an den Punkt x =a herandringen, ohne thn zu erreichen*), wnd ser 


lim [f(2”) — f(v')] = 9, 
wenn x’, x” unabhiingig voneinander dem Punkte a gleichzeitig zu- 
streben.’) Dann konvergiert f(x) gegen einen Grenzwert U, wenn x sich 


dem Punkte a nihert: 
lim f(x) = U. 


Umgekehrt ist diese Bedingung auch notwendig. 


Um die Formulierung des Satzes zu vereinfachen, haben wir uns 
auf den Fall beschriinkt, da& a gegen einen Punkt a konvergiert, und 
zwar von beiden Seiten her. Doch gilt der Satz auch dann noch, wenn « 
nur von der einen Seite an den Punkt @ heranriickt, sowie wenn x 
positiv oder negativ unendlich wird. Wir wollen den Beweis fiir den 
Fall fiihren, da8 2 positiv unendlich wird. Die anderen Fille lassen 
sich dann mittels der Transformationen 


r=>—y, B=a+—, z= a—— 

1) Bolzano (1814/17) hat den Satz ausgesprochen und einen nur zum Teil 
durchgedachten Beweis dafiir gegeben, vgl. das oben in § 8 gegebene Zitat. 
Der seinem Beweise zugrunde liegende Gedanke ist derselbe wie beim nach- 
stehenden Beweise. Cauchy bedient sich des Satzes (Cours d’analyse, 1821, 
5. 538), sowie auch des 1. Theorems des Textes (ibid., S. 132), ohne sich in- 
dessen, wie es scheint, um einen Beweis zu kiimmern, die Sitze erscheinen 
ihm eben als selbstverstindlich (ibid. S.125, wo der Hauptsatz ohne Beweis 
angegeben wird). Erst du Bois-Reymond hat die zentrale Stellung des 
Satzes in der Analysis und dementsprechend auch die Notwendigkeit eines 
strengen Beweises dafiir deutlich erkannt; Die allgemeine Funktionentheorie 
(1882), 8. 260, ,,Das allgemeine Konvergenzprinzip. Sein Beweis ist identisch 
mit dem des Textes. 

2) Diese letzte Bedingung ist fiir den direkten Satz, also fiir die hin- 
reichende Bedingung iiberfliissig. Lat man sie fort, so kann es wohl vor- 
kommen, daB f(x) zwar einem Grenzwerte zustrebt, da® aber f(«) auch im 
Punkte =a definiert ist, ohne daB f(a) mit dem Grenzwert iibereinstimmte. 
Dann wiirde die Umkehrung des Satzes nicht erlaubt sein. 

_ 3) In e-Form ausgedriickt heiBt diese Bedingung wie folgt: Einer beliebig 
kleinen positiven GroBe e soll es stets moglich sein, eine zweite positive GréBe d 
so zuzuordnen, dah 


lf(2")—f(2)|<e 


bleibt, wie auch immer die Werte z’, x’ aus dem gegebenen Vorrate, den Win- 
schrankungen 


0< |r’ —al<é, 0<|a”—al<é 
gema8, gewahlt werden mogen. 


§ 7. Satze, betreffend die Existenz eines Grenzwertes 31 


auf diesen zuriickfithren. Oder man kann auch den nachstehenden 
Beweis jeweils so modifizieren, daB man an Stelle der hier auftreten- 
den Ungleichung x > g eine von den folgenden setzt: 

ge Od <0, Oa 8, 0 Sg a| 0, 


Der Beweis stiitzt sich im Anschlu8 an den soeben bewiesenen 
Hauptsatz aut die Methode der Einschachtelung der Intervalle. Nach 
Voraussetzung li8t sich der beliebig kleinen positiven GréBe «¢ eine 
zweite positive GréBe g so zuordnen, daB 


(4) [1(2”) —f(2’)| <e 
bleibt, wie auch immer «’ und «’’ den Beziehungen gemif$"): 
a! = q; gl! = g 


angenommen werden moégen. Die Ungleichung (4) ist den beiden 
anderen aquivalent: 


f(a") —€ <f(a’) <f(#") +. 


Setzt man hier insbesondere x” = g und schreibt man « statt x’, so 
kommt 


fg) —e<f(z)<fg@)+te «¢>4y. 


Das hei8t aber nichts anderes, als daB die Grdfe f(x) fiir alle Werte 
von 2, die gréer als g sind, im Intervalle [f(g) — e, f(g) + e] liegt. 


Man nehme nun eine Reihe positiver Werte ¢,, €,,... so an, dab 
Crees iiniee 0 
n=o 


ist, und bestimme die denselben zugehérigen GroBen g,, go, .- - 
Wir wollen g, itibrigens so wihlen, was offenbar erlaubt ist, daB 
Qn+1 >> Jn ist. Setzt man zuerst n = 1, so wird 


(5) (91) — & <f(#) <f (9) + 4&1, L> I> 


und f(a) legt also im fas fie hah*%, 
— 


Intervalle Pin rere 


[f(91) —e1, FQ) + é], Fig. 18. 


welches wir hiermit mit A, bezeichnen wollen; vgl. Fig. 18. 


1) Ob man diese letzten Relationen in obiger Form oder in der Form 
a’ >g, #’>g annimmt, ist schlieBlich gleichgiiltig, da sich die eine Be- 
dingung, von der Bezeichnungsweise (Bedeutung von g) abgesehen, aus der 
anderen ableiten laft. 
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Setzt man jetzt n = 2, so wird 
(gs) — &2 <f(2) <#(2) +e, 2> Ge 
und f(x) liegt daher zugleich in A, und im Intervalle [/(g2) — &2, 
i(gs) + €s]. Der Mittelpunkt f(g,) dieses zweiten Intervalls liegt 
wegen (5) in A,, da gy > g, ist. Das Intervall kann ganz in A, liegen, 
es kann aber auch iiber A, hinausgreifen, doch nur nach einer Seite 
hin, denn es ist ja kiirzer als 4,. In jedem Falle wollen wir den gemein- 
samen Teil dieser beiden Intervalle, welcher in beistehender Figur 
stiirker ausgezogen ist, mit A, bezeichnen. 

Allgemein hat man: 

f (Yn) — && < f (x) < f (Yn) + En, L > Yns 
so daB also f(x) zugleich in A,_, und im Intervalle [f(9,) — é,, 
(gn) + €,], dessen Mittelpunkt in A,_, enthalten ist, liegt. Das 
Intervall A, wird dann als der gemeingsame Teil dieser beiden Inter- 
valle definiert. Die Liinge von A, betriigt héchstens 2¢,. 

Jetzt fasse man die Intervalle A,, A,,...ins Auge. Jedes der- 
selben liegt im vorhergehenden, wiihrend ihre Linge mit unbegrenzt 
wachsendem n gegen 0 abnimmt. Nach dem Hauptsatze gibt es also 
einen und nur einen Punkt U, der zugleich jedem dieser Intervalle 
als innerer oder Endpunkt angehért. Diese GroBe U ist eben der in 
Aussicht genommene Grenzwert f(z). Denn, wie klein man die posi- 
tive GréBe 7 auch annehmen mige, stets kann man n hinterher 
so bestimmen, daB e, < 7/2 ist, was zur Folge hat, daB fir alle Werte 
xz >g, sowohl U als f(x) im Intervalle A, liegen wird. Dement- 
sprechend ist 

|U —f(x)| <y, &> Yns 
womit denn der erste Teil des Satzes bewiesen ist. 

Der letzte Teil folgt unmittelbar aus der Definition eines Grenz- 
wertes. 

Beispiel. Konvergiert das Integral (vgl. § 10) 


Jl p(x) \de, 


wo (2) eine im Intervalle « > ¢ stetige Funktion von z ist, so kon- 
vergiert auch das Integral 1) 


oo 


J (2) da. 


a, Wegen eines eleganten, sich bloB auf Theorem 1 stiitzenden Beweises 
dieses Satzes vgl. man Goursat, Cours @analyse, Bd. 1, §§ 89, 90. 
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Dem zweiten Teile des vorstehenden Satzes zufolge entspricht 
némlich einem beliebigen positiven ¢ eine GréBe g, derart, da8 


S\e(@)|de <e, IEE «, 
Setzt man ferner 


f() =f o(2) dx, 


so ist 
x” a" 
Ha") —t@)|=| fo@da|<f\y@|de, gsa'<e’, 


also sind auch die Bedingungen des ersten Teiles des Satzes erfiillt. 
Hiermit ist der Beweis geliefert. 

Das Theorem 2 umfaBt als besonderen Fall die notwendige und 
hinreichende Bedingung dafiir, daB eine unendliche Reihe 


Uy oo Us -f- ey 
konvergiere. Die Bedingung besteht bekanntlich darin, da8 
tim [Un41 + Unga t+ + Un] =0 
sel, wenn n und n’ > m7 unabhingig voneinander ins Unendliche 
wachsen. 


Aufgabe 1. Seien 2, %,, ... eine unendliche Folge ineinander 
eingeschachtelter Kreise oder Quadrate, deren Durchmesser bzw. Dia- 
gonalen mit wachsendem n gegen 0 abnehmen. Man zeige, daB es 
einen, aber auch nur einen Punkt gibt, welcher jedem Y,, als innerer 
oder Randpunkt angehért. Im Falle der Quadrate sollen die Seiten 
stets parallel zwei gegebenen Geraden sein. 


Aufgabe 2. Damit f(z) beim Grenziibergange lim z = a einem 
Grenzwerte zustrebe, ist notwendig und hinreichend, daf 


lim f (a,) 


n=n~ 


stets vorhanden sei, was auch immer a, d,..., (d, +4) fiir eine 
Folge von Punkten mit lim a, = @ sein mégen. 


§ 8. Punktmengen. 

Unter einer Punktmenge versteht man ein System von Punkten, 
die nach einem willkiirlichen Gesetze bestimmt sind. Wir setzen 
einige Beispiele her. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5, Aufl. 3 
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a) Die Punkte « = 1/n, wo n eine beliebige natiirliche Zahl ist; 

b) die positiven echten Briiche, sowie die Gesamtheit der ratio- 
nalen Zahlen; 

ce) die Gesamtheit der reellen Zahlen; 

d) die Punkte (2, y), wo @ = 1/n, y = 1/n* Lag C8 ail Oe PA 

e) die inneren Punkte des Kreises 2 + y? = 1, deren Ko- 
ordinaten beide rationale Zahlen sind; 

i) die Gesamtheit der Punkte der Ebene bzw. des n-dimensio- 
nalen Raumes. 

Gewohnlich ist die Anzahl der Punkte einer Menge unendlich. 
Die Menge hei8t dann eine wnendliche Punktmenge. Doch werden 
endliche Punktmengen nicht von der Betrachtung ausgeschlossen. 


Definitionen. Unter der Umgebung*), Nahe oder Nachburschaft 
eines Punktes « =a einer Geraden versteht man das Intervall 
a—h, <@ <a-+hg, wo hy, he zwei positive Gréen sind. Haufig 
entspricht es den Zwecken des vorliegenden Problems, hy = hy = h 
zu setzen, also das Intervall |x —a| <h, h>O, als die Umge- 
bung des Punktes a zu wiihlen. 

Unter der Umgebung eines Punktes (a, b) einer Ebene versteht 
man einen Bereich?) der Ebene, welcher diesen Punkt im Innern 
enthilt. Oft kann man das Innere des Quadrats |% —a| <h, 
|y —b| <h, oder des Kreises (x — a)? + (y —b)? <h?, h> 0, 
als die Umgebung des Punktes (a, b) gebrauchen. Wesentlich ist aber 
dabei, daB die Umgebung wenigstens noch alle diejenigen Punkte der 
Ebene umfaht, welche in einem zwar beliebig klein zu wihlenden, aber 
doch bestimmten, festen Kreise oder Quadrate um den betreffenden 
Punkt liegen. 

Die Verallgemeinerung der Definition auf héhere Riume liegt 
nun auf der Hand.?) 

Zum Versténdnis der Mengenlehre ist es zweckmifig, sich geo- 
metrischer Vorstellungen und der geometrischen Ausdrucksweise zu 
bedienen, doch handelt es sich im wesentlichen, sofern die Mengen- 
lehre auf die Funktionentheorie angewandt wird, nur um arith- 


1) Dieser fiir die ganze moderne Analysis fundamentale Begriff riihrt von 
WeierstraB her, welcher die Bedeutung der Lehre von den Punktmengen 
fiir die Analysis tiberhaupt zuerst erkannt hat; vgl. Pincherle, Giorn. mat. 
(1) 18 (1880) S. 178—254, 317—857; insbes. S. 235. 

2) Wegen einer arithmetisch verschirften Definition von Bereich vel. man 
das 5. Kapitel, § 2. 


3) Wegen der Rolle, welche der Begriff der Umgebung in der Funktionen- 
theorie spielt, vgl. ferner Bd. II, Kap, 1,:§ 2, 
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metische Dinge; Sitze und Beweise lassen sich von jedem geometri- 
schen Gedanken villig ablésen. Spricht man z. B. von einem n-dimen- 
stonalen Rawme, so ist das ja nur ein bequemer und prignanter 
Ausdruck fiir die Gesamtheit der Zahlenkomplexe (2,,..., 2,), wo 
%1,..-, L, unabhangig voneinander jeden beliebigen reellen Wert an- 
nehmen. Man bezeichnet den einzelnen Komplex (a,,..., 2,) als 
emen Punkt, 2,,..., £, als dessen Koordinaten. 

Unter einer Hdufungsstelle A einer Punktmenge versteht man 
einen Punkt A, in dessen Umgebung es mindestens einen von A ver- 
schiedenen Punkt der Menge gibt, wie klein man die Umgebung von 
A auch immer annehmen mége. Der Punkt A selbst braucht nicht 
zur Menge zu gehoren. — Hin Punkt emer Menge, der keine Haufungs- 
stelle ist, hei®t wsoliert; eine Punktmenge hei t isoliert, wenn sie aus 
lauter isolierten Punkten besteht. 

Kine Punktmenge P liegt wm Endlichen, wenn es eine feste posi- 
tive Zahl G gibt, derart, dab 


eae ae Pe 


ist, WO (%,,..., Z) eimen beliebigen Punkt der Menge bedeutet. Sie 
hei®t abgeschlossen, wenn sie 1m Endlichen liegt und alle Haiufungs- 
stellen zur Menge gehdren; dabei werde der Fall einer endlichen 
Punktmenge, die also keine Haufungsstellen besitzt, mit embegriffen. 
Endlich nennt man sie perfekt, wenn sie abgeschlossen ist und wenn 
auBerdem jeder ihrer Punkte eine Hiufungsstelle der Menge ist. Hine 
perfekte Menge kann also keinen isolierten Punkt besitzen. 


1. Satz.1) Ist P eine unendliche wm Endlichen gelegene Punkt- 
menge, so hat P mindestens eine Haufungsstelle, welche indessen nicht 
zur Menge zu gehoren braucht. 


Wir beweisen den Satz zunichst fiir eimen eindimensionalen 
Raum. Nach Voraussetzung liegen alle Punkte von P in einem end- 


lichen Intervalle 
—G<2<G, 


und ihre Anzahl ist unendlich. Man zerlege das Intervall in zwei 
gleiche Teile. Dann miissen mindestens in emnem dieser Teilintervalle 
unendlich viele Punkte von P liegen. Hin solches Teilintervall be- 
zeichnen wir mit A,. Jetzt stellen wir bei A, dieselbe Uberlegung 
wie soeben beim urspriinglichen Intervalle wieder an und erhalten so 


1) Weierstra8, vgl. Pincherle, a. a. O., S. 237. 
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ein Intervall 4, von der halben Liinge des Intervalls 4,. Durch 
fortgesetzte Wiederholung dieses Schrittes gelangt man also zu einer 
unbegrenzten Folge ineinander eingeschachtelter Intervalle A,, 
Ay, ..., deren Liinge bei wachsendem » gegen 0 abnimmt und welche 
im iibrigen je unendlich viele Punkte von P enthalten. Nach dem 
Hauptsatze von § 7 gibt es daher einen Punkt U, welcher jedem dieser 
Intervalle A, als innerer oder Endpunkt angehért. In jeder Um- 
gebung des Punktes U liegt ferner ein Intervall 4, und darum auch 
mindestens ein von U verschiedener Punkt von P. Hiermit ist der 
Satz bewiesen. 

Liegt P dagegen in einem zweidimensionalen Raume, und also 
insbesondere im Quadrate 


—G<£<G, —G<y<G, 


so wird man das Quadrat zunichst mittels der Geraden x = 0, 
y = 0 in vier gleiche Quadrate zerlegen. Dann miissen mindestens 
in einem dieser als abgeschlossen zu betrachtenden Teilquadrate un- 
endlich viele Punkte von P liegen. Hin solches Teilquadrat bezeichne 
man mit Y, und verfahre dann mit 2(, genau ebenso, wie vorhin mit 
dem urspriingichen Quadrat. Durch Wiederholung des Schrittes wird 
man zu einer unendlichen Folge ineinander eingeschachtelter Qua- 
drate Y,, Y,..., %, gefiihrt, deren Diagonalen mit wachsendem n 
gegen 0 abnehmen und in welchen je unendlich viele Punkte von P 
liegen. Diese Quadrate haben alle einen Punkt U gemeinsam (vel. § 7, 
Aufgabe 1), womit sich dann U als eine Haufungsstelle der Menge 
erweist. 

Der Beweis im allgemeinen Falle bietet jetzt keine Schwierigkeit. 

Dem Begriff der oberen (unteren) Grenze im Falle einer Funktion 
sind wir ja bereits einmal begegnet. Wir wollen denselben noch be- 
zuglich einer Punktmenge, wie folgt, formulieren. Entspricht einer 
auf einer Geraden belegenen Punktmenge P eine Zahl G von der 
doppelten Eigenschaft: 

a) fiir jeden Punkt 2 der Menge ist 


ts Gs 
b) fiir mindestens einen Punkt 2 der Menge ist 
z>G—e, 


wo « eine beliebig kleine positive GréBe bedeutet, so heiBt G die 
obere Grenze von P. Dabei braucht G nicht zur Menge zu gehéren. 
In diesem Falle liegt ein (von G verschiedener) Punkt der Menge in 
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jeder Nachbarschaft von G, und G wird somit zu einer Haufungs- 
stelle der Menge. Beispiel: « = —1/n, n=1, 2,... Hat die 
Menge dagegen in G ein Maximum, so braucht weiter keiner von 
ihren Punkten in der Nahe von G zu liegen. Beispiel: 2 = 1/n, 
m=1, 2,... In &hnlicher Weise wird auch die untere Grenze 
erklart. 

Eine Funktion hat eine obere (untere) Grenze, wenn die Menge 
ihrer Werte, jeden nur einmal gezihlt, eine obere (untere) Grenze 
aufweist. 


2. Satz. Ist P ewe beliebrge auf einer Geraden gelegene Punkt- 
menge, dre sich mindestens nach emer Seite hin nicht ins Unendliche 
erstreckt, so hat P ewe obere bzw. eine untere Grenze U.1) 


Fir eine endliche Menge ist der Satz evident. Ist dagegen P 
eine unendliche Menge, der es an einem letzten Punkte nach der 
betreffenden Richtung hin mangelt, so haben wir die Existenz einer 
oberen (unteren) Grenze U nachzuweisen. Man nehme an, P er- 
strecke sich nicht ins positive Unendliche. Dann wird 


Te | 


sein, wo A eine feste GréBe und «x die Koordinate eines beliebigen 
Punktes von P ist. Der Beweis wird nun genau so gefiihrt, wie der 
Beweis von Theorem 1, § 7, indem man die ganze Zahl N so be- 
stimmt, daB Punkte von P noch im Intervalle N<a¢=<N+1, 
da8 aber keine im Intervalle « > N + 1 liegen. Ersteres Intervall 
wird dann in 10 gleiche Teile zerlegt, usw. 


Zusatz. Ist f(x) eine belvebige Funktion von x, welche alge- 
braisch genommen unter (iiber) einer festen Zahl blerbt, so hat f(z) 
eine obere (untere) Grenze. 

Die Funktionswerte fiihren zu eimer im Endlichen gelegenen 
Punktmenge, und diese Menge subsumiert sich direkt unter die- 
jenigen Mengen, wovon im vorstehenden Satze die Rede ist. 

Wir fiigen noch eine andere Formulierung des zweiten Satzes 
hinzu, welche von Dedekind herrithrt und von ihm zur Definition 
der irrationalen Zahlen benutzt wurde.*) 


Dedekindscher Schnittsatz. Zerfailen alle die reellen Zahlen, 
héchstens von einer einzigen derselben abgesehen, nach einem bestimmten 


1) Bolzano, vgl. das Zitat in § 3. 7 
2) Dedekind, Stetigkeit wnd irrationale Zahlen, 1872. 
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Gesetz in zwei Klassen, derart, dap jede Zahl a der ersten Klasse kleiner 
ist als irgendeine Zahl B der zweiten Klasse, so gibt es eime, und nur 
eine Zahl U, die so beschaffen ist, dap 


e<U=8 


ist, wobei a, B beliebige Zahlen der ersten bzw. zweiten Klasse sind. 

Tritt an Stelle der siimtlichen reellen Zahlen bloB eine Teilmenge 
davon, wobei indessen jede Klasse mindestens eine Zahl wmfassen soll, 
so gibt es zwei im allgemeinen verschiedene Zahlen U,, U2, derart, dafs 


= 0, = 0, Sa. 


Es wird stets dann U, = Ug sein, wenn es zu jedem vorgegebenen 
positiven e ein a und ein B gibt, derart, dap 


p—a<e 
ast. 

Aufgabe. Auf Grund der Sitze dieses Paragraphen beweise 
man Theorem 2 von § 7, fiir eine unendliche Reihe ausgesprochen. 
Genauer gesagt, sei 

Sy = Uy + Ug +--+ + Uy. 
Damit die Reihe 


Uy, -}- Uy + .--- 
konvergiere, ist notwendig und hinreichend, da’ die Teilsumme 


Um+1 + Um+g +++ + Un 


gegen null konvergiere, wie auch immer m und n > m ins Unendliche 
wachsen. 


Fingerzeig. Man fasse die Punktmenge s, ins Auge und betrachte 
die Hiufungsstellen derselben. 


§ 9. Beweis der Stetigkeitssitze. 


Beweis des 1. Satzes, § 4. Hin Beweis dieses Satzes hat sich be- 
reits bei der Begriindung des 4. Satzes, § 4 mit ergeben. Auf direktem 
Wege kann man den Satz, wie folgt, beweisen. 

. Man nehme an, der Satz sei falsch, und zerlege das Intervall 
in zwei gleiche Teile. Dann miiBte der Satz auch fir eins dieser Teil- 
intervalle, welches wir mit A, benennen wollen, falsch sein. Jetzt 
wende man dasselbe Verfahren auf das Intervall A, an. Man erhiilt 
so ein in A, gelegenes Intervall A,, wofiir der Satz wieder nicht gelten 
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kann. Durch Wiederholung dieses Schrittes gelangt man schlieBlich 
zu einer unbegrenzten Folge ineinander eingeschachtelter Intervalle 
A,, Ag,..., An... deren Linge mit wachsendem n gegen 0 ab- 
nimmt und in deren keinem f(x) endlich bleibt. Nach dem Haupt- 
satz von § 7 bestimmen dieselben einen einzigen Punkt U = a, wel- 
cher jedem A, als innerer oder Endpunkt angehért. Der Punkt a 
hegt notwendig auch im gegebenen Intervalle a < x < b, da dasselbe 
abgeschlossen ist. 

Andererseits schlieBt man aus der Stetigkeit von f(x) im Punkte a, 
daB 


[f(x) —fla)| <e, 
wenn |x —a| <6 ist, da8B also 


If(z)| <|f(a)| + € 


bleibt, sobald x nur auf das Intervall (2 — 6, « + 6) beschrinkt wird. 
Wahlt man daher n gro8 genug, damit die Linge von A, kleiner als 
6 ausfallt, so wird A, im Intervalle (« — 6, a + 6) zu liegen kommen, 
was zu einem Widerspruch fihrt. 


Beweis des 2. Satzes. Der Beweis dieses Satzes erfolgt wieder 
durch die Methode der Hinschachtelung der Intervalle. Es geniigt, 
ihn etwa fir den Fall eines Maximums zu fiithren. Nach dem 1. Satze 
ist f(x) im Intervalle endlich und nach dem Zusatz § 8 hat f(x) ferner 
eine obere Grenze G. Hs handelt sich also darum, zu zeigen, daf 
f(z) den Wert G in emem Punkte des Intervalls wirklich erreicht. 
Zu dem Behufe zerlege man das Intervall in zwei gleiche Teile. In 
jedem derselben, als ein abgeschlossenes Intervall aufgefabt, wird 
7 (x) auch eine obere Grenze haben, und man iiberzeugt sich leicht, 
da8 keine der beiden gréfer als G ist, wihrend andererseits beide 
nicht kleiner als G sein kénnen. Sei A, also eines der Teilintervalle, 
in welchem f(x) die obere Grenze G hat. Dann verfihrt man mit 
A, genau ebenso, wie vorhin mit dem urspriinglichen Intervalle, 
und erhalt so ein in A, gelegenes Intervall A, von der halben Linge, 
in welchem f(x) wieder die obere Grenze G hat. Durch Wiederholung 
dieses Prozesses ergibt sich eine unbegrenzte Folge ineinander ein- 
geschachtelter Intervalle A,, As, . . -, An, deren Liinge bei unbe- 
grenzt wachsendem n gegen 0 abnimmt und in deren jedem /(z) 
die obere Grenze G hat. Diese Intervalle bestimmen in eindeutiger 
Weise einen Punkt a. Nun wird man einerseits, der Stetigkeit 
von f(x) wegen, einem beliebigen positiven ¢ ein positives 6 so 
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zuordnen kénnen, dai 
\f(a) —f(x)| <e bleibt, wenn nur |z —a| < ) 


ist. Andererseits gibt es in jedem A, ein 2, wofiir die nicht-negative 
GréBe 
G — f(z) <e 


ist. Nimmt man also n nur so gro’, daB A, innerhalb jenes Inter- 
valls | —a| <6 zu liegen kommt, so haben beide Ungleichungen 
fiir den nimlichen Wert von 2 statt, woraus denn folgt, daB 


0<G — f(a) < 2e 
ist. Mithin mu8 f(a) =G sein, und der Satz ist bewiesen. 


Beweis des 8. Satzes. Auch hier fiihrt dieselbe Methode zum 
Ziele. Man setze 


F(x) = f(z) —N. 
Dann ist, falls f(a) < f(b) ist, 
F(a) <0, F(b)>0. 


Sei x, der Mittelpunkt des Intervalls: 2, = (a + 6)/2. Dann sind 
zwei Fille moéglich, 


a) F(m)=0; db) Fm) +0. 


Im Falle a) erkennt man den Satz als richtig an. Im Falle b) mu8 
F(x) mindestens in einem der Teilintervalle, A,, einen Vorzeichen- 
wechsel erfahren. Auf A, wende man nun dasselbe Verfahren an, 
wie soeben beim urspriinglichen Intervall. Im schlimmsten Falle 
stellt sich eine unendliche Folge ineinander eingeschachtelter Inter- 
valle A,, Ay,... ein, in deren jedem F(z) einen Vorzeichenwechsel 
erfahrt. Diese Intervalle bestimmen dann einen Punkt a, in dessen 
Umgebung I(x) stets sowohl positive als negative Werte annimmt. 
Hieraus folgt denn auf Grund von § 4, Aufgabe 6, daB F(a) = 0 


sein mubf. 


Aufgabe 1. Sind 2,, z,,...eine unendliche Menge im ab- 
geschlossenen Intervalle a <2 <b gelegener Punkte, so gibt es 
mindestens einen Punkt @ des Intervalls, gegen welchen eine passend 
gewihlte Reihe dieser Punkte Ln, @ .. konvergiert: 


tg * 


lim Ln, = ct. 


i=o 
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Aufgabe 2. Hat die Funktion f(z) in einem endlichen Inter- 
valle die obere Grenze G, die sie nicht erreicht, so kann man stets 


eine Reihe dem Intervalle angehériger Punkte 2,, 2,,... mit dem 
Grenzpunkte a: lim 2, = a, bestimmen, derart, daB 

lim’ f(%,) =G 
ist. : 


Wird der Punkt @ dem Intervalle stets angehdren? Ist der Satz 
richtig, falls die obere Grenze erreicht wird ? 


Aufgabe 8. In einem abgeschlossenen Intervalle sei eine Funk- 
tion gegeben, welche ausschlieBlich positive Werte annimmt. Dann 
gibt es einen Punkt des Intervalls, derart, daf in jeder Umgebung 
desselben die Funktion ihrer unteren Grenze beliebig nahe kommt. 

Gilt der Satz auch fir ein nicht-abgeschlossenes Intervall ? 


§ 10. Das bestimmte Integral. 


Bei der Definition eines bestimmten Integrals spielt die gleich- 
miBige Stetigkeit ee wesentliche Rolle. Sei f(x) eime im abge- 
schlossenen Intervalle a < « < b stetige Funktion. Man zeichne die 
Punkte auf: z = 2/2",4=0, +1, + 2,..., wobei n eine natiir- 
liche Zahl bedeutet, und betrachte insbesondere solche, welche im 


und am Intervalle (a, b) legen: 3 : 


a ie Sr era orate ee 
eee art a ee beeen yp noe se 
Jetzt werde die Summe gebildet: 
q 

(1) Sq = Sf (ai) Are, 

f= P 
wobel 

Aa, = Te41 — Le, Ly S Ly S Le41, 


und fernerhin p eine der Zahlen 0, 1, und ebenso q eine der 
Zahlen v—1, v bedeutet. Indem wir zeigen, da bei unbegrenzt 
wachsendem n diese GroBe S, einem Grenzwerte zustrebt, defi- 
nieren wir letzteren als das bestimmte Integral') der Funktion f(a) 
fir das Intervall (a, 6) und schreiben: 


n= co 


b 
lim S, =f f(a)dx. 
a 
1) Die hier gegebene Definition eines eigentlichen bestimmten Integrals 
kommt schon bei Cauchy vor, Résumé des legons données a Vécole polytech- 


42 1,1. Von den Grundbegriffen der Differential- und Integralrechnung 


Jum Beweise bezeichnen wir den groBten bzw. den kleinsten 
Wert der Funktion f(a) im Intervalle (2;,, &% 41) — baw. in denjenigen 
Punkten dieses Intervalls, in denen sie definiert ist — mit M,, my. 
Dann wird 

my < f(a) S My, 


a | e—1i y—1 


(2) > mA, < > f(t) Are S = M, Ax,. 
1 k=1 =1 


k= 


Fassen wir jetzt die Summe 


ds = > M, Ax, 
k=0 


ins Auge und beschrinken uns auf den Fall f(a) = 0. Bei wachsen- 
dem n nimmt 7, nie zu, denn die Spaltung eines Intervalls 
(ap, 2_41) fiihrt ja zu Werten M’,, My, welche M,, sicher nicht 
iibertreffen, und bei den Endintervallen liegt die Sache ahnlich. 
Andererseits ist aber 
T, = m(b —a), 


wo m den kleinsten Wert von f(«#) im ganzen Intervalle (a, b) 
bedeutet. Mithin konvergiert 7, gegen einen Grenzwert; § 7, 


Theorem 1, Erweiterung: 
lim 7, = It. 


Ist dagegen f(x) stellenweise negativ, so bilde man die Funktion 
P(a) = f(#) + ¢, 


wo die Konstante C so gewihlt werde, daB stets M(*) = 0. Die 
zugehérige Summe 7", hat dann den Wert, 


fl, = 1, + C(t, —2,), 


« ids € of 
und da 7, nach dem Vorausgehenden einem Grenzwerte zustrebt, 
so gilt diese auch von T,,. 


Des weiteren erkennt man, da® die Variabele 


tr 


I 


Vv 

& 
to My AL 
k=0 


nique sur le calcul infinitésimal (1823) 8. 85, und ist von Riemann auf Funk- 
tionen ausgedehnt, welche in keinem Intervalle stetig sind: ,,Uber die Darstell- 
barkeit einer Funktion durch eine trigonometrische Reihe‘, Habilitations- 
schrift, 1854, Werke, S. 225 (2. Aufl., S. 239). Darboux hat wohl zuerst die 


Einzelheiten des tiemannschen Konvergenzbeweises streng durchgefiihrt ; 
cf. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1898, 8. 38. , 


§ 10. Das bestimmte Integral 43 


ebenfalls einem Grenzwert zustrebt: 


lint, 1 = 
Man braucht namlich nur g(x) = — f(z) zu setzen und das soeben 
erhaltene Resultat auf die Funktion m(#) anzuwenden. Im iibrigen ist 
f Rae Ei 
denn 
k=0 


Es handelt sich jetzt um den Beweis, daB 
WE hae 


Dies ergibt sich aus der gleichmaiigen Stetigkeit der Funktion f(z), 
indem man zeigt, da die Summe (3) bei wachsendem n gegen 0 kon- 
vergiert. In der Tat, sei ¢ eine beliebig kleine positive Zahl. Dann 
gibt es, jener Higenschaft gemi, ein konstantes positives 6 derart, 
daB 

lf(@) —f(a)| <2,  |a—a'| <6. 


Sobald nun ” einmal so groB geworden ist, daB 2-" <6 wird, 
so ist stets 
M, —m, <e. 
Mithin ist 
v— 


(i= My) AL, < €(b —a), 
haa 


und der Beweis ist erbracht. 

Kehren wir nunmehr zur Relation (2) zuriick! Die beiden auBeren 
Variabelen konvergieren offenbar gegen J- baw. J+, daher mu8 auch 
die mittlere Variabele den gleichen Grenzwert haben. Hiermit ist 
nun die Existenz des bestimmten Integrals erwiesen. 

Wir haben stillsechweigend angenommen, da es wirklich ein 
Intervall (z,, 22) gibt, welches innerhalb (a,b) liegt. Ist m noch 
nicht so gro’, daB dies zutrifft, so verstehe man unter S,, eine der 
Zahlen 

UP hg Lou 


falls der Punkt x, dem Intervalle (a, b) nicht angehért; dagegen 
eine der Zahlen 


0, f(#o) Aa, f(t) Aa, fF (@0) At + f(t) Am, 
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falls wohl der Punkt 2,, nicht aber der Punkt a, jenem Intervalle 
zugehdrt. Die tibrigen Summen, welche doch nicht zum Satze, son- 
dern blo8 zum Beweise dienen, brauchen noch nicht definiert zu 


werden. 
Im iibrigen werde noch die Definition hinzugefiigt: 


(4) {fda =0, 

wo ¢ ein beliebiger Punkt des abgeschlossenen Intervalls (a, 6) ist. 
1. Zusatz. Der Mittelwertsatz.!) Hs ist 

(5) Jt(z)de=—a)f), 4<é<b, 


wobei E einen geeigneten inneren Punkt des Intervalls (a, b) bedeutet. 


Sei M der gréBte Wert von f(x) im Intervalle (a, 6). Dann 
erkennt man leicht, daB 


(b—a)m< ff (a)dx <(b—a)M, 


also 
b 
(6) Ji(ajdx = (b—a)e, 
wo o einen Mittelwert zwischen m und M bedeutet, 


msosM. 


Da nun f(z) nach dem 8. Satze von § 4 jeden solchen Wert min- 
destens in einem inneren Punkte des Intervalls annimmt, so ist 
der Satz hiermit bewiesen. 


2. Zusatz. Der Zerlegungssatz. Es ist 


Ly 1-1 Skt 
Ji@ds= f[f@de, 
= k=0% 
wo 
a=%<¢ Sits Fee Cree < Oy ee ths 


1) Der Satz besagt, daB der Inhalt der von der Kurve y =f (a), der 2-Achse 
und den beiden Ordinaten in den Punkten c=a und c=b abgegrenzten 
Flache gleich demjenigen eines Rechtecks von gleicher Grundlinie und mittlerer 
Hohe ist, und ist in dieser Form von alters her bekannt. Da er nach den An- 
forderungen moderner Strenge zu den Grundlagen der Integralrechnung gehort 


wurde von Dirichle é : Re ; ; 
Works. : Ss ea ilet erkannt: Repertorium der Physik, 1 (1887), 8. 152, § 2 = 
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Der Beweis ergibt sich sofort, indem man die auf das ganze 
Intervall (a,b) beziigliche Summe S, in J den Teilintervallen zu- 
gehbrige Summen spaltet und die Grenzwerte letzterer betrachtet. 


Das allgemeinste Teilungsgesetz. Wir wollen jetzt unter 
Lo, Ly,---+, Ly4, irgendwelche Zahlen verstehen, die bloB an die 
Bedingung gekniipft sind: 


Dis ye eee ee DEE 4 


Bildet man wiederum die Summe S,, so konvergiert diese Variabele 
auch hier gegen einen Grenzwert, vorausgesetzt nur, daB das gréBte 
Aa, gegen 0 konvergiert. In der Tat ist 
Tht 
Met 1 te) Ate, tet ee te, al 1, 


O43 


Daher ist 
yv—1 


J flex) Ax, — f F(a) dx = oe [f (xx’) — f (xe!) Aae 


— | f(a) de — f f(a) de. 


Wegen der gleichmiBigen Stetigkeit der Funktion f(x) konvergiert 
nun die Summe rechts gegen 0, und auch jedes der rechter Hand 
stehenden Integrale hat den Grenzwert 0. Mithin strebt die Summe 
linker Hand einem Grenzwert zu, und zwar ist dieser gleich dem be- 
stimmten Integrale. Dasselbe gilt denn auch von der Variabelen 
S,, W.Z.b.w. 


Erweiterung der Definition. Sei f(z) im Intervalle (a, b) 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Punkten stetig. In einem 
Ausnahmepunkte braucht f(x) nicht erklirt zu sein, oder /(#) kann 
dort unstetig werden; doch soll f(x) im Intervalle (a,b) endlich 
bleiben. Alsdann iibertragt sich mit leichten Abanderungen die ganze 
Definition des bestimmten Integrals nebst Konvergenzbeweise. Ins- 
besondere treten jetzt an Stelle der Maxima M,, M die entsprechen- 
den oberen Grenzen, und ebenso bei m;, m die unteren Grenzen. 
Der Mittelwertsatz driickt sich nun nur in der Form (6) aus. Die 
Definition (4) wird auch hier beibehalten, und der 2. Zusatz bleibt 
noch in Kraft. 


Der erweiterte Mittelwertsatz. Ist g(x) eine zweite 
Funktion, welche den gleichen Stetigkeitsbedingungen unterworfen 
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ist, und ist auferdem entweder 


g(x) 2 9, aes ea 0; 
oder 
g(x) S90, ase So; 
so ist 
: ; 
(f(x) p(2)dx = ef p(x) da, msosM. 


Ist f(z) ausnahmslos stetig, a S 7 S b, so ist 


b 


Jia) o@dx=fOf pac, a<F<d. 


Bine Abschitzung. Aus der Definition eines bestimmten 
Integrals geht folgende Abschitzung unmittelbar hervor: 


b b 
(7) Ji(o)de| sf \t@)| ae. 
Die Funktion 
F(e)=ff(e)de, asasb. 


Auf Grund des Mittelwertsatzes wird bewiesen, dai F(x) 1m ganzen 
Intervalle (a, b) stetig ist. In einem inneren Punkte x, in welchem 
f(x) stetig ist, laBt F(a) eine Ableitung zu, und zwar ist 


F’ (a) = f(a). 

In einem Endpunkte des Intervalls, sowie in einem Unstetigkeits- 
punkte, « =c, lift F(x) eine vorwirts genommene Ableitung zu, 
sofern a Sc <b und lim f («) existiert; und zwar hat diese den 


Wert f(c*). Ebenso hat F(z) eine riickwirts genommene Ableitung 
in einem solchen Punkte c, falls a <c <b und lim f(z) existiert; 
und diese hat den Wert f(c-). ge 


Das Doppelintegral. Die vorstehende Definition des einfachen 
Integrals nebst dem Mittelwert- und dem Zerlegungssatze liBt sich 
unmittelbar auf mehrfache Integrale iibertragen, sofern man den 
Rand des Integrationsbereichs verniinftigen Stetigkeitsbedingungen 
unterwirft. Im Falle zweier Dimensionen wird man einen reguliiren 
Bereich (Kap. 2, § 2) zugrunde legen und die (x, y)-Ebene dann 
durch die Geraden « = 2", y = m/2", 1m =0, +1, +2,...in 
ein Quadratnetz zerlegen. Sei (z,, y,.) em beliebiger Punkt von S, 
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welcher in einem dieser Quadrate liegt, und man bilde die Summe 
Sn = 2 f(t, if.) AS. 


Dabei soll jedes innere Quadrat vertreten werden; solche, welche 
einen Randpunkt von S im Innern oder am Rande haben, kiénnen 
willkirlich aufgenommen oder fortgelassen werden. Unter AS, ver- 
steht man den Inhalt eines Quadrats, AS, = Ax Ay = 2-2". Das 
Doppelintegral wird nun als der Grenzwert von S,, erkliart: 


Sf ty) a8 = lim S,. 
Ss n= 


Beim allgemeinsten Teilungsgesetze, sowie auch bei der Erwei- 
terung der Definition wird man sich immer noch auf regulire Be- 
reiche beschrainken. 

Das Raumintegral, 


SJ Sie wav, 


sowie die héheren mehrfachen Integrale, werden in ahnlicher Weise 
behandelt. 


§ 11. Mehrdeutige Funktionen. 


Jedem Punkte z eines Intervalls a < « <b oder allgemeiner 
einer beliebigen Punktmenge mégen mehrere, auch unendlich viele 
Werte y,, Ys, ... Zugeordnet werden. In einem Punkte, in welechem 
unendlich viele Werte vorliegen, sollen diese jedoch stets abzihlbar 
sein.) In allen anderen Punkten ist die Anzahl der Werte eine be- 
liebige positive ganzzahlige Funktion von z.*) Die Gesamtheit der 
Wertepaare (x, y,), nm =1,2,..., bildet dann das Substrat fur die 
mehrdeutige Funktion, welche nun mit Hilfe des letzteren ahnlich 
wie eine eindeutige Funktion definiert wird; man vgl. § 1. 

Zur Behandlung einer mehrdeutigen Funktion empfiehlt es sich 
meist, eine Darstellung derselben mittels eindeutiger Funktionen an- 
gustreben. Fir die in der Praxis vorkommenden mehrdeutigen Funk- 
tionen gelingt eine soleche Darstellung in der Regel vermége des 
folgenden Satzes. 

1. Satz. Jeder Stelle x, des Definitionsbererches T einer mehr- 


deutigen Funktion sollen sich 

1) Diese Beschrinkung liegt nicht in der Natur der Sache, sie entspricht 
vielmehr dem Wunsche, unniitze Verallgemeinerungen zu vermeiden. 

2) Diese Anzahl braucht nicht in allen Punkten gréfer als 1 zu sein, 
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a) eine bestimmte Umgebung*) |x — Ly| <6 und 
b) eine Reihe je in derselben ausnahmslos defimerter eindeutiger 
Funktionen 
y,=fi(z), Ya=fe(z),---, [@—*l <9, 


so cuordnen lassen, dab zwischen diesen Funktionswerten und den 
Werten der vorgelegten mehrdeutigen Funktion in der genannten Um- 
gebung eine ein-eindeutige Beziehung statt hat, derart, dap die Werte 
der mehrdeutigen Funktion mit denjenigen der eindeutigen Funktionen 
iibereinstimmen. 

Dann wird eine dhnliche Zusammenfassung der Werte der mehr- 
deutigen Funktion auch im GroBen méglich sein, d.h. es wird eine 
Reihe je im ganzen Definitionsbereiche T eindeutig definierter Funk- 
tionen geben, deren Werte geradezu den Wertvorrat der mehrdeutigen 
Funktion einmal, aber auch nur einmal, lefern. 


Wir diirfen 7’ als endlich voraussetzen, da dies stets durch eine 
ein-eindeutige stetige Transformation zu erreichen ist. So kann man 
sich beispielsweise im Falle eines unendlichen Intervalls J’ einer 
Zentralprojektion bedienen, indem man den Mittelpunkt eimes die 
Zahlengerade berithrenden Kreises als Projektionszentrum nimmt 
und dann durch Halbstrahlen die Punkte der Geraden auf die Punkte 
des Halbkreises bezieht. Auch soll T zunichst abgeschlossen sein. 

Gilt der Satz nun fiirs ganze Intervall nicht, so muB er min- 
destens fiir eine Hilfte, A,, desselben falsch sein. Um dies ein- 
zusehen, sei Z) der Mittelpunkt von 7’, und seien ferner 

F(z), £,(@),..2, Oey, Ose 
die beiden dem linken bzw. dem rechten abgeschlossenen Teilinter- 
valle entsprechenden Reihen eindeutiger Funktionen, welche es geben 
miuSte, wenn der Satz fiir jede der beiden Hilften richtig wire. Die 
Werte I’, (@9) stimmen, von der Reihenfolge derselben abgesehen, mit 
den Werten ®,,(x5) iiberein. Demgemi® kann man jedem einen 
Wert m, von m mindestens auf eine Weise so zuordnen, dab 


F’,, (2p) = Din (Lo) » Ui 1, 2, eae 
ist. Definiert man nun eine Funktion Gy(x), wie folgt: 
G, (2) = F,,(2), LS 2; 


= Dn, (L) , u> Xo, 


1) Man vgl. die Anmerkung auf 8.15. 
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so gilt der Satz doch im ganzen Intervalle, und das verstéBt gegen 
die Voraussetzung. 

Mit dem Intervalle A, verfihrt man nun wieder ebenso, wie 
vorhin mit 7, und erhalt so durch Wiederholung des Prozegsses eine 
unbegrenzte Folge ineimander eingeschachtelter Intervalle, deren Linge 
gegen Null abnimmt und welche somit einen Punkt a von T be- 
stimmen. In jeder Umgebung von @ miBte dann ein Intervall 4, 
liegen, wofitir der Satz nicht gilt, und dies trifft eben nicht zu. 

Ist das Definitionsintervall T nicht abgeschlossen, so nehme man 
eine unbegrenzte Folge ineinander eingeschachtelter abgeschlossener 
Intervalle an, welche alle im gegebenen Intervalle liegen und das- 
selbe auszufillen streben. Fiir ein jedes derselben gilt der Satz, und 
zwar kann man, um von einem dieser Intervalle auf das nichst fol- 
gende tberzugehen, die im ersten getroffene Verteilung der Funk- 
tionswerte beibehalten. Huieraus erkennt man, da’ der Satz auch 
firs ganze Intervall T gilt. 


2. Satz. Zu den Voraussetzungen des 1. Satzes fiige man noch 
die beiden werteren hinzw: 

c) m jedem Punkte von T sollen die Werte der mehrdeutigen 
Funktion sdmtlich voneinander verschreden sein; 

d) die Funktionen f,(«) sollen so gewdhlt werden konnen, dap sie 
stetig sind. 

Dann lassen sich die eindeutigen Funktionen, auf die sich nach 
dem 1. Satze die Werte der mehrdeutigen Funktion verteilen, so be- 
stimmen (und zwar, von der Rethenfolge abgesehen, nur auf eine einzige 
Weise), daBp auch sie im ganzen Intervalle stetig sind. 


Dasselbe Verfahren liefert auch hier den Beweis, nur ist m, 
unter den gegenwirtigen Voraussetzungen eindeutig bestimmt. 


8. Satz. Wird die Bedingung c¢) des 2. Satzes gestrichen, so 
bleibt der Satz bet Fortlassung der Klammer immer noch bestehen. 


§ 12. Ein allgemeines Theorem. 


Wenn in einer Untersuchung erst einmal festgestellt ist, daB ein 
gewisser Tatbestand fiir die Umgebung eines jeden Punktes eines 
abgeschlossenen Intervalls bzw. Bereiches statt hat, und wenn der 
weitere Verlauf des Beweises bloB in der Anwendung der Methode 
der Hinschachtelung der Intervalle besteht, so kann man diesen 
letzten Teil der SchluBweise wohl, wie folgt, formulieren. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 4 
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Theorem.!) Jedem Punkte eines abgeschlossenen Intervalls bzw. 
Bereiches S sei eine bestimmte Umgebung t zugewiesen. Dann ldpt 
sich stets eine endliche Anzahl dieser Umgebungen 7, T2, + Tz QUs- 
wihlen, derart, daB jeder Punkt von S mindestens in einer derselben 
liegt. 

Wir fiihren den Beweis blo8 fir ein Intervall. Der Fall eines 
mehrdimensionalen Bereiches wird ihnlich behandelt, 

Sei « = 2’ ein beliebiger Punkt des Intervalls a < # S b, wel- 
cher von « = a@ aus durch eine endliche Anzahl n’ von Bereichen t 
erreichbar ist, derart, daB jeder Punkt des Intervalls a S @ S 2’ 
mindestens in einem dieser Bereiche hegt; dabei andert sich »’ im 
allgemeinen mit 2 und braucht fiir die Gesamtheit der in Betracht 
kommenden Punkte 2’ denkbarerweise nicht endlich zu bleiben. Sei 
ferner X die obere Grenze aller derartigen Punkte x’. Dann muB8 
X = sein. Denn sonst wiirde durch die zu X gehorige Um- 
gebung t die Menge von Punkten «’ doch tber X hinaus fort- 
gesetzt werden, was zu emem Widerspruch fihrt. Infolgedessen 
kann man schon mit emer endlichen Anzahl von Bereichen t in 
jede Umgebung des Punktes b hineindringen, und also insbeson- 
dere den Bereich t dieses Punktes betreten, womit denn der Be- 
weis des Satzes geliefert ist. 


1) Borel, Ann. Ec. norm., 3. Reihe, Bd. 12 (1895), S. 51. Man vergleiche 
ferner Veblen, ,,The Heine-Borel Theorem‘‘, Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, 
Bd. 10 (1904), 8.436. Cousin hatte indessen bereits diesen Satz in seiner 
Pariser These: Sur les fonctions de n variables complexes, 1894 = Acta Mathe- 
matica, Bd. 19 (1895), 8. 22. 


Zweites Kapitel. 
Uber reelle Funktionen mehrerer reellen Verinderlichen. 


$1. Begriff des Grenzwertes. 


Die Erweiterung des Dirichletschen Funktionsbegriffs auf eine 
reelle Funktion mehrerer reellen unabhingigen Verinderlichen bietet, 
wie bereits erwihnt, keine Schwierigkeit. Dagegen treten bei der 
Verallgemeinerung des Grenzbegriffs und damit auch des Begriffs 
der Stetigkeit Hrscheinungen von einer wesentlich neuen Art zutage. 
Das liegt eben daran, daB der Bereich der unabhingigen Variabelen, 
bisher ein eindimensionaler, zu beschrankt war, um fiir den allge- 
meinen Fall maBgebend zu sein. Setzen wir blo’ zwei unabhingige 
Variabelen voraus, so begegnen wir bereits den Haupterscheinungen 
in der Theorie der Funktionen von n unabhingigen Variabelen, und 
auch die Ausdehnung der Saitze sowie der Beweise auf den allgemeinen 
Fall springt dabei meistenteils sofort in die Augen. Darum werden 
wir uns in der Regel auf Funktionen zweier Variabelen beschrinken. 


Der zweidimensionale Grenziibergang.t) Sei (a,b) ein innerer 
Punkt eines zweidimensionalen Bereiches S der (2, y)-Ebene und 
sei f(z, y) in jedem Punkte von S, héchstens mit Ausnahme des 
Punktes (a, b) selbst, eindeutig erklirt. Wie soll man 

lim f(z, y) 
(x, y) = @, 4) 
definieren? Veranschaulicht man die Funktion f(z, y) mittels eines 
geometrischen Ortes, indem man 


setzt und die Punkte (2, y, 2) im Raume auftrigt, so hegt es nahe 


1) In diesem und den beiden nachfolgenden Kapiteln werden die Begriffe 
Bereich und Kurve der Anschauung entnommen, in § 2 werden sie etwas ge- 
nauer umgrenzt. Eine arithmetische Besprechung derselben findet sich im 
5. Kapitel. 

4* 
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zu sagen, daB sich f(x, y) beim Heranriicken des Punktes (a, y) an 
den Punkt (a, b) dem Grenzwerte ¢ nihert, falls der Punkt (a, y, 2) 
dabei dem Punkte (a, b, c) zustrebt. An dem Inhalt dieses Gedankens 
wollen wir denn auch festhalten, wir suchen aber doch eine rein arith- 
metische Definition des Grenzwertes. Es stellt sich heraus, da8 sich 
die folgende Form fiir die Praxis eignet. 

Definition. Sei f(z, y) in jedem Punkte eines den Punkt 
(a, 6) als inneren Punkt enthaltenden Bereichs, héchstens mit 
Ausnahme dieses Punktes selbst, eindeutig erklirt. Dann nahert 
sich f(x, y) beim Grenziibergange lim («, y) = (a, b) einem Grenz- 
werte c, falls sich einer beliebig kleinen positiven GréBe e eine 
zweite positive GréBe 6 zuordnen liBt, derart, da’ 


(1) lc —f(z, y)| <e 
bleibt, wie auch immer die Variabelen 2, y den Bedingungen gemaB: 
(2) eres ly —b| <4, 


0<|r—al+|y—b)| 
angenommen werden médgen. Man schreibt dann 
lin 7 (2, y) =e. 
(x, y) = (a, 6) 

Der Leser wolle nicht unterlassen, sich die Raumfigur vor- 
zustellen, welche im gegenwirtigen Falle der Fig. 8 von Kap. 1, 
§ 2 entspricht. 

Unter 

lim f(x, y) = 09 


(x, y) = (a, 6) 
versteht man, daB , 


1 
m — == 0) 
(, y) = (a, 6) f(® ¥) 
ist. 
Diese Definitionen dehnt man auf den Fall aus, daB (a, b) ein 
Randpunkt des Bereichs ist, sowie daB der Bereich sich ins Unend- 


liche erstreckt. Im letzten Falle tritt an Stelle von (2) die Relation 
= [z| + ly] >G. 


Ja, die Punkte, in welchen f(a, y) definiert ist, brauchen nicht ein- 
mal einen Bereich auszumachen, sie kénnen eine beliebige Punkt- 
menge mit der Hiufungsstelle (a, b) bzw. eine sich ins Unendlich 
erstreckende Punktmenge bilden. Wesentlich ist dabei aS dak dic 
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Beziehung (1) fir alle Punkte (x, y) gelten soll, fir welche f(x, y) 
definiert ist, und welche zugleich den Relationen (2) bzw. (2’) ge- 
nigen. 

Im Gegensatz zu dem spiiter zu besprechenden doppelten Grenz- 
tibergang wollen wir den soeben definierten als einen zweidimensio- 
nalen Grenziibergang bezeichnen. 


Theorem. Hine notwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir, 
dap f(x,y) emem Grenzwert zustrebe, wenn der Punkt (a, y) den 
zweidimensionalen Grenziibergang lim (x, y) = (a, b) ausfiihrt, besteht 
dari, dap 

lim f(z’, y’) a f(2”, y’’) = 


vr 


ser, wenn (a’, y’) und (a, y'’) unabhiingig voneinander gleichzeitig 
gegen den Punkt (a,b) konvergieren, ohne ihn jemals zu erreichen.?) 


Den Beweis fiihrt man in 4hnlicher Weise, wie im Falle einer 
Funktion einer unabhingigen Variabelen (Kap. 1, § 7, Theorem 2). 

Hs ist klar, wenn sich f(x, y) beim zweidimensionalen Grenz- 
ibergang lim (z, y) = (a,b) eimem Grenzwerte U nihert, daB 
f(z, y) auch dem Wert U zustreben wird, wenn der Punkt (2, y) 
lings einer beliebigen Kurve an den Punkt (a, b) heranriickt. Wir 
wollen jetzt den umgekehrten Satz beweisen. 


Satz. Ist f(a, y) m der Umgebung des Punktes (a, b), hdchstens 
mit Ausnahme dieses Punktes selbst, eindeutig erkldrt und néhert sich 
f(x, y) emer Grenze, wenn der Punkt (a, y) laéngs einer beliebigen ein- 
fachen Kurte an den Punkt (a, b) heranriickt, so nihert sich f(x, y) 
auch einem Grenzwert, wenn der Punkt (x, y) den zweidimensionalen 
Grenziibergang lim (a, y) = (a, b) ausfiihrt. 


Gesetzt, der Satz wire falsch. Dann gibe es eine feste positive 
GréBe h derart, daB in jeder Umgebung des Punktes (a, b), also ins- 
besondere in einem um diesen Punkt beschriebenen Kreise mit dem 
beliebig kleinen Radius HR ein Punktepaar (X,Y), (X’, Y’) exi- 
stierte, wofiir 


f(X,Y) —f#(', YY) 2h 


wire. Man nehme nun r, willkirlich an, setze R =r, und zeichne 
ein derartiges Punktepaar (X, Y) = (1, y1), (X’, Y’) = (ay yx’) in 
diesem Kreise auf. Dann wihle man r, so klein, daB der um (a, b) 
beschriebene Kreis mit dem Radius R = r, weder den Punkt (7, y;) 


1) Man vgl. die zweite Anmerkung auf 5. 30, 


54 I, 2. Uber reelle Funktionen mehrerer reellen Veriinderlichen 


noch den Punkt (2,’, y;’) umfa8t, und zeichne wieder ein entspre- 
chendes Punktepaar (2, Yo), (@s’, Ye’) in ihm auf. Fihrt man so fort, 
so erhalt man hierdurch eine unendliche Folge von Punktepaaren 
(aq Yn)» (ns Yn’); die bei wachsendem n gegen den Punkt (a, b) kon- 
vergieren und fiir welche stets : 


If (Zn, Yn) = Pies Yn’) | = h 


ist. Verbindet man diese Punkte der Reihe nach durch eine ein- 
fache Kurve C: 


x = y(t), ay = 4p (t) 5 sist, 


etwa durch einen geeigneten Polygonzug, so wird f(a, y) keinem 
Grenzwert zustreben, wenn (a, y) lings C gegen (a, b) konvergiert. 
Denn f(z, y) wird jetzt eine Funktion der einen Variabelen ¢ und 
als soleche betrachtet geniigt sie nicht dem zweiten Teil von Theo- 
rem 2, Kap. 1, §7. 

Man kénnte geneigt sein zu glauben, daB es zur Existenz eines 
Grenzwerts geniigte, -wenn f(z, y) beim Herannahen des Punktes 
(x, y) an den Punkt (a, b) liings einer beliebigen Geraden stets einer 
Grenze zustrebt. Das ist aber doch nicht richtig, wie das Beispiel 

f(a, y) = alae 
zeigt. Fubrt man hier Polarkoordinaten ein: « = r cos 0, y = r sin 0, 
so geht f(z, y) in die Funktion iiber: 


f(t, yy = sin 28; 


Doch selbst dann, wenn f(«, y) stets ein und demselben Grenz- 
werte zustrebt, gleichviel auf welcher Geraden (x, y) sich dem Punkte 
(a,b) nahert, braucht f(a, y) beim zweidimensionalen Grenziiber- 
gange lim (x, y) = (a, b) noch gegen keinen Grenzwert zu konver- 


gieren, wie das folgende Beispiel zeigt. In der Ebene z =1 denke 
man sich die Kardioide 


r = 2a(1 + cos6) 


gezeichnet und man lege einen Kegel, dessen Spitze sich im Ko- 
ordinatenanfangspunkt befinden soll, durch diese Kurve. Dann soll 
die Funktion f(z, y) in allen Punkten der (x, y)-Kbene mit Ausnahme 
der negativen x-Achse und des Anfangs durch die positive Ordinate z 
dieser Flache definiert werden. Ferner soll f(z, y) in den soeben 
ausgenommenen Punkten den Wert 0 haben. Die also definierte 
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Funktion f(x, y) konvergiert gegen 0, wenn der Punkt (a, y) lings 
einer beliebigen durch den Punkt (0, 0) gehenden Geraden der (z, y)- 
Kbene diesem Punkte zustrebt. Trotzdem hat f(z, y) keinen Grenz- 
wert im Punkte (0, 0). In der Tat hat f(z, y) in jedem Punkte der 
Projektion der bewu8ten Kardioide aut die (z, y)-Ebene, wofiir 
r > 0 ist, den Wert 1. Riickt (a, y) also lings dieser Kurve an den 
Punkt (0, 0) heran, so nihert sich f(x, y) dem Werte 1. 


§ 2. Stetigkeit; regulire Kurven und Bereiche. 


Regulére Kurven. Kin Kurvenstiick soll regulir heiBen, wenn die 
Kurve sich nicht schneidet, in jedem Punkte, inkl. der Endpunkte 
eine stetig sich drehende Tangente besitzt, und keine Spitze hat. 
Hiernach la8t sich ein regulires Kurvenstiick durch die Formeln 
darstellen: 


w = p(t), 4 = y(t), p(t)? + yp’ (2 +0, 


wobei p(t), y(t) in einem Intervalle 4) <¢ < t, stetige, mit stetigen 
Ableitungen erster Ordnung ausgestattete Funktionen sind und 
y’ (t), y’ (t) in keinem Punkte des Intervalls gleichzeitig verschwinden. 
AuBerdem lassen die beiden Gleichungen 


epH=el), vi=yvt), St St, 


nur die eine Lésung ¢ == t’ zu. Umgekehrt wird durch zwei solche 
Funktionen y(t), p(t) ein regulires Kurvenstiick definiert. 

Kine Kurve heibt reguldr, wenn sie sich aus einer endlichen An- 
zahl aneinander gereihter regulirer Kurvenstiicke zusammensetzt. 
Sie l4Bt sich dann in der obigen Gestalt parametrisch darstellen, 
wobei » und y in einem Intervalle a < t <b stetig sind und, von 
einer endlichen Anzahl von Punkten abgesehen, stetige Ableitungen 
besitzen. In den Ausnahmepunkten hat jede dieser Funktionen so- 
wohl eine vorwirts als eine riickwirts genommene Ableitung, an 
welche sich die betreffende Ableitung beim einseitigen Grenziibergang 
stetig anschlieBt. Endlich verschwinden die beiden Ableitungen 9’, 
y’ (inkl. der vor- und riickwirts genommenen Ableitungen) niemals 
gleichzeitig. Auch diese Bedingungen reichen umgekehrt zur Defi- 
nition einer reguliiren Kurve hin. 

Kine Kurve heibt einfach, wenn fiir jeden Wert von ?’ innerhalb 
des Intervalls (a, b) die beiden Gleichungen p(t) = p(t’), p® = vl) 
nur die eine Wurzel t =¢t’ zulassen. Sie heibt geschlossen, wenn 


(a) = y(b) und (a) = p(d) ist. 
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Der Bereich S. Ein Bereich heiBt abgeschlossen, wenn er im 
Endlichen liegt und jeder seiner Randpunkte zu ihm gerechnet wird.') 
Auf die denkbar allgemeinsten Begrenzungen eines Bereichs wollen 
wir vor der Hand nicht eingehen, sondern unter einem reguldren 
Bereich oder schlechtweg einem Bereich S bloB ein abgeschlossenes 
Stiick der Ebene verstehen, welches von einer oder mehreren regu- 
liren Kurven begrenzt ist; doch soll die Anzahl der Kurven, sowie 
ihrer mehrfachen und Schnittpunkte endlich sein. Im Falle der Be- 
reich von mehreren Seiten her an einen Randpunkt stéBt, soll dieser 
auch mehrfach gezihlt werden; vgl. die nachstehende Definition eines 
Randwertes.?) 


Stetigkeit. Sei f(x, y) in jedem Punkte eines zweidimensionalen 
Bereichs eindeutig erklirt. Dann hei®t f(#, y) in einem Punkte 
(a, b) desselben stetig, wenn 

lim f(a, y) = f(a, b) 
(x, y) = (a, b) 
ist. Die Funktion heif®t im Bereiche stetig, wenn sie in einem jeden 
seiner Punkte stetig ist. Werden die Randpunkte mit zum Bereiche 
gerechnet, so handelt es sich selbstverstindlich bei der Definition der 
Stetigkeit in emem Randpunkte um einen Grenziibergang, wobei der 
Punkt (2, y) bloB auf die Punkte des vorgelegten Bereichs beschriankt 
wird; vgl. auch unten, Definition ees Randwertes. 

Wir bemerken noch, daB es zur Stetigkeit einer Funktion zweier 
Variabelen (x, y) nicht geniigt, daf die Funktion bei konstantem y 
eine stetige Funktion f(x, yy) von 2, sowie bei konstantem 2 eine 
stetige Funktion f(a), y) von y sei, wie das im vorhergehenden Para- 
graphen angefiihrte Beispiel 

Ke N=aeis, O< |x| +(y1 
zeigt, indem man zum gegenwartigen Zwecke noch f(0, 0) = 0 setzt. 
Selbst dann, wenn die Funktion im allgemeinen stetig und auch 
auf jeder durch einen bestimmten Punkt (a,b) gehenden Geraden 
stetig ist, braucht sie im Punkte (a, b) nicht stetig zu sein, wie sich 
aus dem letzten Beispiel jenes Paragraphen ergibt. 


Definition eines Randwerts. Sei (a, b) ein Randpunkt, gleichviel 
ob die Funktion dort definiert ist oder nicht. Man sagt, f (x, y) 


1) Man vergleiche die allgemeine Definition einer abgeschlossenen Punkt- 
menge, Kap. 1, § 8, welche den vorliegenden Fall umfaBt. 


2) Wegen der Definition eines Kontinuums vergleiche man Kap. 5, § 2. 
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schheBt sich dem Randwerte A stetig an, oder nimmt den Randwert A 
in jenem Punkte an, wenn bei Beschrankung von (a, y) auf innere 
Punkte des Bereichs 

hm f(z, y)=A 
(2, y) = (a, ) 
ist. 

Dieser Begriff des Randwerts ist mit einer nach der Dirichlet- 
schen Auffassung einer Funktion méglichen Erklarung von f(a, y) 
in einem Randpunkte nicht zu verwechseln. 

Ks kann vorkommen, daf ein Bereich S von mehreren Seiten 
her an einen Randpunkt heranreicht. Man denke etwa an so viel des 
AuBeren der Kurve r = a cos 80, wie im Kreise r = 2a liegt. In 
einem solchen Falle wird man einen kleinen Kreis um den betreffen- 
den Randpunkt legen und dann die verschiedenen Stiicke fiir sich 
betrachten, welche durch den Kreis aus dem Bereich geschnitten 
werden.') Jedem Stick wird im allgemeinen ein verschiedener Rand- 
wert entsprechen. 

Unter einer stetegen Folge von Randwerten versteht man solche, 
welche eine stetige Funktion des Parameters ¢ bilden, durch welchen 
sich die Randkurve parametrisch ausdriicken libt. 

Ks ist sofort evident, daBh eine im Innern eines Bereichs S stetige 
Funktion f(z, y), welche sich einer stetigen Folge von Randwerten 
stetig anschlieBt und auBerdem in den Randpunkten so definiert»ist, 
daB sie dort mit diesen Randwerten iibereinstimmt, auch im ab- 
geschlossenen Bereich stetig ausfallt. Man kann indessen weiter gehen 
und den Satz aussprechen: 


Satz.) Nimmt die Funktion f(x, y) in jedem Randpunkte eines 
Bereichs S, der obigen Definition gemaB, einen Randwert an, so bilden 
diese Randwerte eine stetige Lolge. 

Ist f(x, y) auBerdem im Innern von S stetig und wird f(x, y) am 
Rande gleich den Randwerten gesetzt, so ist f(x, y) vm abgeschlossenen 
Bereiche S stetig. 


In der Tat sei P: (a, 6) ein Randpunkt und U der entsprechende 
Randwert. Dann léBt sich einem beliebig vorgegebenen positiven ¢ 


1) Es ware ja denkbar, da® die Anzahl dieser Stiicke bei abnehmendem 
Radius unbegrenzt wichst. Da nun aber in der Nihe eines gegebenen Rand- 
punktes der Rand nur aus einer endlichen Anzahl von diesem Punkte aus- 
gehender regularer Kurvenstiicke besteht, so ist obige Vermutung doch illu- 


sorisch. 
2) Painlévé, Toulouse Annales, 2 (1888), p. B. 20. 
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ein positives 6 so zuordnen, dab 
lf(x, y) —U| <6 

bleibt, wenn nur 

lz —a| <6, ly —b| <4, 0<|xe—al+ly—D)D| 
und (x, y) zugleich ein Punkt der betreffenden Umgebung ist. Ist 
nun P’: (a’, b’) ein zweiter Punkt des Randes, woftr 
—a| <4, |b’ —b| <0, 
und lat man den Punkt (2, y), stets in der bewuBten Umgebung des 
Punktes P bleibend, an P’ heranriicken, so nihert sich f(x, y) dabei 
dem Randwerte U’. Andererseits schlieSt man aus der ersten obiger 
Ungleichungen, dab 


’ 


| a 


[i = U eee 


ist, und hiermit ist der Satz bewiesen. 
Nimmt f(z, y) in jedem Randpunkte von S einen Randwert an, 
so sagt man auch, f(x, y) sei stetig am Rande. 


Der n-dimensionale Raum. Die auf Funktionen einer Variabelen 
beziiglichen Stetigkeitsdefinitionen und -siitze lassen sich auf Funk- 
tionen mehrerer Variabelen itbertragen, indem man blo’ das Wort 
Intervall durch Bereich ersetzt. Auch werden die Beweise in ahnlicher 
Weise gefiihrt, indem man die Ebene oder den Raum in Quadrate 
oder Wiirfel zerlegt. 

Auf einen Punkt miissen wir dabei doch noch etwas niher ein- 
gehen. Ist niémlich die Anzahl der unabhingigen Verinderlichen 
bloB anf zwei oder drei beschrinkt, so leistet unsere geometrische 
Anschauung die Mittel zu einer einfachen Vorstellung des Spiel- 
raumes fiir die betreffenden Wertsysteme. Diese Mittel versagen in- 
dessen, falls jene Anzahl gré8er als drei ist, und man wird dann auf 
rein arithmetische Bedingungen angewiesen. So kénnte beispielsweise 
in einem bestimmten Problem besagter Spielraum solche Wert- 
systeme (x, y, z, t) umfassen, wofiir 


met y2+ 224+ fal 
ist. Nun bilden die Punkte (x, y) der Ebene, wofiir 
g* + y2# <1 


ist, das Innere eines Kreises: 22 + y? = 1, und ebenso machen die 
Punkte des Raumes, wofiir 


ort y?+22<] 
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ist, das Innere einer Kugel: #2 + y? + 22 = 1, aus. Im Anschlu8 
an diese geometrischen Vorstellungen ist es bequem, sich auch im 
vorliegenden Falle das Wertsystem (a, y, z, t) als einen Punkt eines 
vierdimensionalen Raumes zu denken und die Gesamtheit der Punkte 
(x, y, 2, t), wofir 
A fel ward ch al la 

ist, als das Innere der vierdimensionalen Kugel 2? + y+ 2+P=1 
aufzufassen, wobei sich dann die Begriffe: Bereich, Randpunkt, Um- 
gebung, schon von selbst itbertragen. 

Und so werden wir uns denn allgemein der Metapher eines 
n-dimensionalen Raumes und eines in demselben gelegenen Bereiches 
bedienen, in welch letzterem unsere Funktion definiert wird. Das 
feste Fundament, worauf sich alles in der letzten Instanz griindet, 
bilden allerdings arithmetische Festlegungen, immerhin bewahrt sich 
jene Metapher, denn durch sie wird doch noch etwas von dem Vor- 
teil der geometrischen Anschauung gerettet, und wenn das auch nur 
schhefBlich in einer gewissen Analogie besteht. 


Aufgabe. Ist f(z, y) im Innern eines Bereichs S gleichmafig 
stetig, so ist f(a, y) auch am Rande von S stetig. 


§ 3. Der Mittelwertsatz. 


Die Funktion f(#, y) sei in einem Bereich S eindeutig erkliirt 
und habe in jedem inneren Punkte von S partielle Ableitungen *) 


pL fa (a, y); sl — ty(a, y)- 


Seien (2, Yo), (%o + 2, Yo + k) zwei innere Punkte von S, doch sollen 
h, k so gewahlt werden, da’ das Rechteck, dessen Ecken sich in den 
vier Punkten (a + h, yo + k) befinden, ganz innerhalb S liegt. Man 
bilde nun den Ausdruck 
f(t +h, Yo t+ k) —F(@o, Yo) = f(®o +1, Yo + k) —F (0 Yo + *) 
+ f (20, Yo + k) —Ff (or Yo): 

und wende den Mittelwertsatz von Kap. 1, §6 sukzessive auf die 
beiden Differenzen rechter Hand an. So kommt: 

f(@ +h, Yo + k) — Ff (o> Yo) 0<6 <1, 
(1) =hfy(a + Oh, yot hk) + kfy(to, Yo + *), Ora G al; 


1) Es sei noch einmal an die Verabredung erinnert, unter einer Ableitung 
; : ; ae ‘ 
schlechtweg einen eigentlichen Grenzwert zu verstehen; vgl. Kap. 1, § 5. 
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Hiermit haben wir eine Form des Mittelwertsatzes fiir eine Funktion 
zweier Variabelen erhalten, und zwar ohne die Stetigkeit der par- 
tiellen Ableitungen vorauszusetzen.’) 

Aus der bloBen Existenz einer Ableitung einer Funktion / (2) 
einer einzigen Variabelen in einem Punkte ging bereits die Stetigkeit 
von f(x) daselbst hervor, vgl. Kap. 1, § 5, Ende. Der entsprechende 
Saiz fir Funktionen mehrerer Variabelen ist dagegen nicht richtig, 
wie das Beispiel zeigt: 


2ry 


HeaN=arp OX [eRe Oe ts 


Setzt man aber auBerdem noch voraus, da’ die partiellen Ableitungen 
in der Umgebung des betreffenden Punktes endlich bleiben, d. h. da 
es eine positive Konstante G@ gibt, derart, daB fiir jeden Punkt (a, y) 
dieser Nachbarschaft 


lf-(z, y)| <G, lfy(z@, y)| <G 


ist, so wird der Funktion damit die Stetigkeit auferzwungen, wie 
man aus dem Mittelwertsatz (1) sofort erkennt. Wenn insbesondere 
f-(@, y), fy(@, y) innerhalb eines Bereiches S stetig sind, so sind sie 
damit auch in jedem innerhalb S befindlichen abgeschlossenen Be- 
reiche S’ endlich, woraus man also auf die Stetigkeit von f(a, y) 
innerhalb S schlieBen kann. 

Durch den Mittelwertsatz beweist man bekanntlich unter der 
Voraussetzung der Stetigkeit aller in Betracht kommenden partiellen 
Ableitungen die Formel 


(2) Oz O020n , 02 dy 
OF © Of Or T0y wore 
wo 


@ = f(z, Y) » 


t=(r,s), y=y(r,8) 
ist. Hingen insbesondere gy, y nur von r ab, so ist 
(3) az _ Os da, de dy 
dr da dr ' dy dr 


Im Falle, da8 die partiellen Ableitungen f,(a2, y), f(z, y) inner- 
halb S stetig sind, kann man dem Mittelwertgatze eine symmetrische, 
dem Gedichtnisse leicht einzuprigende Form geben, indem man 


1) Cauchy, Résumé des le 


rashes Sie pe ons données a Vé / | ; 
infinitésimal (1823), $, 33. ¢ y s a Vécole polytechnique sur le calcul 
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unter Beibehaltung der fritheren Voraussetzungen beziiglich der 
Punkte (2, Yo), (%) +h, yo + k) den Ausdruck 


f(%p + th, Yo + tk) — f(t, Yo) 


bildet und denselben dann als eine Funktion der einen Variabelen ¢ 
betrachtet. Bezeichnet man ihn mit ®(t), so ist nach dem Mittel- 
wertsatze von Kap. 1, § 6 


@(1) — D(0) = &'(6), Oe Tier; 
und man gelangt somit zur symmetrischen Formel: 
(4) f(%o +h, Yo + k) —f(%o, Yo) 
= hf, (% + Oh, Yo + Ok) + kfy(% + Oh, yo t+ Ok), O<d0<1. 
Zur Begriindung dieser Formel geniigt, wie man sieht, die Stetig- 
keit der beiden Ableitungen von f(x, y) in einem Streifen, welcher 


die die beiden Punkte (29, Yo), (% +h, yo + k) verbindende Strecke 
im Innern enthilt. 


Satz. Ist die Funktion 
2 = f(x,y) 
in jedem mneren Punkte eines Bereichs S eindeutig erkldrt wnd da- 
selbst mit beiden partiellen Ableitungen erster Ordnung versehen, ver- 
schwinden ferner diese Ableitungen 
0 “4 


am jedem wnneren Punkte von S: 


02 Oz 

Oc abode Cue? 

so wt f(x,y) wm Innern des ganzen 
Bereichs S eme Konstante. 

Seien (a,b), (X, Y) irgend 
zwei innere Punkte von S. Man 
verbinde diese Punkte durch ein 
regulires Kurvenstiick C: 


«= it), y= y(t), $ Stsi, 


Fig. 20. 


und verfolge den Wert von f(x, y) lings C. Hierbei ist 
z2=fle, vy] 


eine stetige Funktion von t, deren Ableitung identisch verschwindet 


dz Geom OB ny = 
dia? a ay?) =. 
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Darum hat f(x, y) in allen Punkten von C denselben Wert; ins- 


besondere ist also 


f(a, o) = 7(X, ¥). 


Nun war aber (X, Y) ein beliebiger innerer Punkt von S, und hier- 
mit ist der Satz bewiesen.') 
Aufgabe 1. Man integriere die partielle Differentialgleichung 
Cu 
<= (a, 1 
ae T(t ¥), 
wo f(x, y) in einem Bereich S stetig ist, vermége Quadraturen. Da- 
bei beschriinke man sich auf den Fall, daB die Randkurve einfach 
ist und nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und Strecken eine 
mit der 2-Achse parallele Tangente besitzt. 


Aufgabe 2. Sei f(x) eine im Intervalle a < @ S b stetige Funk- 
tion, welche im Innern des Intervalls, a < « < b, nur positive Werte 
annimmt. Der Bereich S bestehe aus den Punkten (a, y), wofir 


7 ee 0Osy Sf(z) 


ist. Eine Funktion F(z, y) mége im Innern von S eindeutig erklart 
und mit stetigen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet sein, 
welche auberdem in S endlich sind. Dann nimmt F(a, y) in jedem 
Randpunkte von S een Randwert an. 


Aufgabe 8. Sei f(z, y) im Innern eines Bereichs S mit stetigen 
Ableitungen erster Ordnung ausgestattet, welche dort auch endlich 
bleiben. Man zeige, daB f(a, y) dann am Rande stetig ist. 


Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einem allgemeinen Satze 


betreffend die Ableitung einer Funktion am Rande ihres Definitions- 
bereichs. 


‘Satz. Set F(x, y) im Innern und am Rande eines Bereiches S 
stetig und im Innern von S mit stetigen Ableitungen erster Ordnung 
versehen, welche auberdem am Rande stetig bleiben mégen. Ser 


a t= 9s), y = p(s) 


ein beliebiges in S gelegenes reguléres Kurvenstiick, wobei s die Bogen- 


1) Der im Serretschen Lehrbuche iiber Differential- und Integralrech- 
i oo auf eine einmalige Anwendung des Mittelwertsatzes in der 
esta t 1) oder (2) sich stiitzende Beweis dieses Satzes reicht nicht fiir alle Fille 
aus, wie durch beigesetzte Figur angedeutet ist. 
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lor) 
oo 


linge desselben bedeutet. Dann gilt allgemein die Formel: 


5; Fle) v@)]= Fe 9") + Fv’). 


Ist 2% = (So), Yo = p(So) ein innerer Punkt von S, so sub- 
sumiert sich der Satz direkt unter Formel (3). Auch fiir den Fall 
eines Randpunktes, der nur keine Ecke ist, bleibt der Beweis im 
wesentlichen ungedindert. Ist namlich die Tangente der Randkurve 
in (Zo, Yo) mit keiner der Koordinatenachsen parallel, so kann man 
sich der Zerlegung (1) oder der entsprechenden bedienen, welche 
durch Vertauschung von x mit y und zugleich von h mit k entsteht: 


AF = Ark, (% + 6Ax, yo + Ay) + AyF, (a, Yo + O’Ay) 
bzw. 
AP = Ax F,(%q + 0,Ax, yo) + Ay Ty (x + Ax, Yo + 0,’Ay), 


woraus sich dann der Satz sofort ergibt. 

Der Ausnahmefall wird vermége einer Verdrehung der Achsen 
durch eimen spitzen Winkel beseitigt.1) Indem man den Punkt 
(%, Yo) der Kirze halber in den Anfang verlegt, sei 

t=anr+ py, yaya + oy’, 
F(z, y) = D(x’, y’). 
Dann ist 
ao 


da’ dy’ 
dae Ot gpa buag 


w “ds 
In einem inneren Punkte von S ist 
®, = al, + yt, Oy = BL, + OF. 


Wegen der vorausgesetzten Stetigkeit von Ff, /, am Rande gelten 
diese Beziehungen auch im Punkte (29, Yo) = (0,0) noch, sofern 
man unter F,, Ff, dort die Randwerte dieser Funktionen versteht. 

Es bleibt nur noch der Fall einer Ecke iibrig. Da es nun keine 
zweite Eecke in der Nahe der ersten geben kann, also auch keinen 
zweiten Punkt, wofir der Satz noch nicht feststeht, so kann man 
den Mittelwertsatz fiir eine Variabele direkt auf die Differenz AP 
anwenden: 


AF = F[y(sy + As), p(S + As)] — Fle (so), v(s0) J 
= As{ F, ¢’ =e Len fae den ds 


1) Hat der Rand von S z. B. ein Maximum in (a, yo) und liegt S an der 
konkaven Seite, so hat ja A,I’ dort keinen Sinn. 
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also ist auch hier 
; AF , , 
lim Ae = Be Pp aL I v¥ ’ 


und der Beweis ist somit vollstiindig erbracht. 

Der Satz gilt offenbar auch fiir eine reguldre Kurve L, sofern 
man in einer Ecke derselben die vorwarts bzw. riickwdrts genommenen 
Ableitungen an Stelle der in der Aussage des Satzes auftretenden Ab- 
leitungen versteht. 

$4. Implizite Funktionen. 

Gleich zu Anfang der Differentialrechnung wird die Aufgabe be- 
handelt, eine Funktion y nach a zu differentiieren, welche implizite 
durch eine Gleichung von der l’orm 


(1) F(x, y) =0 

gegeben ist. Man soll z. B. die Tangentenrichtung der Kurve 
a+ y+ 22+ 8y =0 

ermitteln. Die Lésung besteht darin, da8 man beiderseits nach x 

differentiiert und aus der dadurch erhaltenen Gleichung: 


12 dy dy _ 


dy/dx bestimmt. Sehen wir niher zu, was da eigentlich gemacht 

wurde, so zeigt sich, daB die Existenz einer Ableitung gar nicht be- 

wiesen, vielmehr von vornherein stillschweigend vorausgesetzt wurde; 

unter dieser Annahme ist die Ableitung bloB ausgewertet worden. 
Kin bekanntes Verfahren, die Funktion 


y = a" 


zu differentiieren, wo n = p/q ein positiver Bruch ist, leidet auch an 
demselben Mangel. Man formt nimlich die Gleichung, wie folgt, um: 


und differentiiert dann beiderseits nach z. 
In diesen beiden Fallen steht doch wenigstens die Existenz der 
Funktion fest. Man wendet aber dasselbe Differentiationsverfahren 


oft an, wo selbst die Méglichkeit, die Gleichung (1) nach y aufzulésen, 
nicht einmal dargetan ist; z. B. | . 


ye" — & cos y = 0, 
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Wir sehen also, daB es sich bei den impliziten Funktionen vor 
allem um zwei prinzipielle Fragen handelt: a) Wird durch die vor- 
gelegte Gleichung tberhaupt eine Funktion definiert? b) Hat die 
Funktion, sofern sie vorhanden ist, eine Ableitung? Kann man auf 
diese beiden Fragen erst eine bejahende Antwort geben, so reichen 
dann allerdings die bekannten Methoden der Differentialrechnung zur 
Auswertung der Ableitung in der Praxis hin. 

Hine hinreichende Bedingung fiir die Existenz der Funktion, 
sowie der Ableitung ist zuerst von Cauchy!) fiir den speziellen Fall 
gegeben worden, daB sich F(x, y) in eine Taylorsche Reihe entwickeln 
14Bt. Dini?) hat dann spater den Cauchyschen Satz auf allgemeine 
Funktionen ausgedehnt und zugleich den auf Potenzreihen basieren- 
den Cauchyschen Beweis durch einen einfacheren ersetzt. 


Eixistenztheorem. Ser 
EN pe avis») 
eine in der Umgebung (A) der Stelle (uy, Xo, Yo) -+-): 
fe—Uugin As |e — ol A, |\y—y|< A,<..3 ADO, 


eindeutige stetige Funktion der n+-1 Argumente u, x, y,..., welche 
im diesem Punkte verschwindet: 


F(u, Zo, Yor: -) = 0, 


und wm yedem Punkt von (A) stetige partielle Ableitungen erster 
Ordnung besitet*); sea ferner 


oF 
ou \(Uoy Los Yor +++) 


Saher (alo: Los Yos o- .) == QO. 
Dann gibt es eine in einem Bereiche 


fe— Tolan, |g—ylah, ssh > 0 


1) Turiner Abhandlung vom Jahre 1831 = Hzercices d’analyse, Bd. 2 
(1841), S. 65. Weitere Literaturangaben hieriiber finden sich in der Ency- 
klopddie, II B1, Nr. 44. 

2) Dini, Analisi infinitesimale 1, S. 162 (lith.) Pisa 1877/78; Peano- 
Genocchi, Calcolo differenziale, Turin 1884, Nr. 110—123 (deutsche Uber- 
setzung von Bohlmann und Schepp, Leipzig 1899). 

3) Beziiglich der Ableitungen braucht man nicht so viel zu verlangen. 
So geniigt beispielsweise zum Beweise des ersten Teils des Satzes bloB die 
Existenz der einen Ableitung F’,, nebst der Annahme, da dieselbe stets positiv 
(negativ) bleibe. Wir haben die Formulierung des Textes deshalb gewihlt, 
weil sie sich dem Gediichtnisse leichter einprigt und fiir die Praxis auch aus- 
reicht. 

Osgood, Funktionentheorie. 1. 5. Aufl. 5 
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eindeutige stetige Funktion 
uw = 9(f, Y, +++); 


welche im Punkte (2, Yo. - - -) den Wert uy annimmt: Uy = 
@(®o. Yo. ++) und, m Flu, %, y,-. .) eingetragen, diese Funktion 
identisch zum Verschwinden bringt: 

F(p (a, y,---), 2, Y; ...) =0. 


Durch die Funktion wu = p(@, y,-+-) werden auBerdem alle die- 
jenigen in einer bestimmten Nachbarschaft der Stelle (uo, Xo, Yo: - - -) 
gelegenen Punkte (u, x, y,.-.-) erschdpft, in welchen F(u, x, y,-- +) 
verschwindet. 

Die Funktion u = p(a, Y,---) besitzt stetige partielle Ableitungen 
erster Ordnung, welche nach dem gewéhnlichen Verfahren der Diffe- 
rentialrechnung erhalten werden: 

Ot Fe imp, 
Ox yk: 

Wir fihren den Beweis bloB fiir den Fall » = 1; die Verall- 
gemeinerung des Beweises bietet dann keine Schwierigkeit. Der Be- 
reich (A) besteht hier aus dem Innern eines Quadrats, dessen Heken 
in den vier Punkten 


(Up + A, Ly + A) 


hegen.1) Da I’, (u, x) in (A) stetig 
ist und im Punkte (u», 2) nicht 
verschwindet, so kann man einen 
abgeschlossenen in (A) gelegenen 
x Bereich (A’): 


Ju—w| <4’, |a—m| <4’, 
Ome 4 ed 


so bestimmen, daB F,(u, 2) nirgends in (A’) verschwindet. Der 
Beweis gliedert sich nun, wie folgt. Wir nehmen an, dab 


F,(Ug, Z) > 0 
sel, — der entgegengesetzte Fall wird ja durch die Transformation 


F(u, 2) = —F(u, a) auf diesen zuriickgefiihrt, — und zeigen 


1) Entgegen der gewdhnlichen Brauche in der analytischen Geometrie 


tragen wir hier die erste Variabele des GréBenpaares (u, ©) als Ordinate, die 
zweite als Abszisse auf. 
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a) daf 
FP (uy + A’, @) > 0, (us — A’,-2) <0 
ist; 
b) daB es ein Intervall 


aibt, m welchem durchweg 
F(u + A’, z) > 0, F(u, — A’, z) <0 


bleibt. — Alsdann richten wir unser Augenmerk auf das Rechteck, 
dessen Ecken in den vier Punkten (uw) + A’, 7 +h) liegen, und 
beweisen, 
c) daB es auf jeder Geraden x = 2’, welche dieses Rechteck 
durchsetzt : 
LIy—h<2 <a+h, 


einen, aber auch nur einen im Rechteck gelegenen Punkt (w’, 2’) 
gibt, in welchem F'(u, x) verschwindet: 


Ba 2) a= 0; 
Damit ist zunichst die Existenz einer eindeutigen Funktion 
MO), L—h<e<ath 


dargetan, welche die Gleichung 
E38) = 0 


lést und zugleich alle in der Umgebung der Stelle (ug, 2) gelegenen 
Punkte (uw, x) erschépft, welche die Funktion Ff (u, x) zum Verschwin- 
den bringen. 

ad a) Verfolgen wir die Funktion F(u, x) langs der Geraden 
£ = a», so haben wir es mit einer Funktion einer einzigen Varia- 


belen wu, 
Ere es 


gu tun, welche im Intervalle u,— A’ Su S uy +.A’ stetig ist und 
eine positive Ableitung daselbst besitzt. Demgema8 wichst (wu, x) 
bestindig mit u, vgl. Kap. 1, § 6, Aufgabe 3, und da die Funktion 
iiberdies im Punkte wu, verschwindet, so ist die Richtigkeit der Be- 


hauptung hiermit erwiesen. 
5* 
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ad b) Verfolgen wir jetzt die Funktion F(u, x) lings der Ge- 
raden u =U, + A’, so haben wir es mit einer stetigen Funktion 


einer Variabelen 2, 
F (wu) + A’, 2), 


zu tun, die im Punkte 2, positiv ist. Aus der Definition der Stetig- 
keit geht dann hervor, daB es ein Intervall % — he tm Tee Re, 
h, > @, gibt, in welchem (uy + A’, x) noch positiv bleibt, vgl. 
Kap. 1, $4, Aufg. 6. Ebenso gibt es ein Intervall a —h, <a < 
Xo + he, hg > 0, in welchem F(u, —A’, x) negativ bleibt. Man 
braucht also hk nur als die kleinere der beiden positiven GréBen 
h,, hg zu nehmen. 

ad ¢) Verfolgen wir endlich die Funktion F'(w, x) langs der Ge- 
raden 2 =2', wo 2% —h<2' <a) +h ist, so haben wir es mit 
einer im Intervalle uw—A’ Su Su,+ A’ stetigen Funktion von u 


F(u, 2’), 


zu tun, welche in dem einen Endpunkte des Intervalls positiv, im 
anderen negativ ist: 


F(u +A’, 2’)>0, Fu, —A’, 2’) <0. 


Nach dem 8. Satze von Kap. 1, § 4 mu8 F’(u, x’) dann den Zwischen- 
wert 0 mindestens einmal annehmen. Wiirde F’(u, x’) aber in zwei 
verschiedenen Punkten wu, < u, dieses Intervalls verschwinden, so 
miiBte nach dem Rolleschen Satze F',(u, x’) fiir einen mittleren Wert 
u, < U <u, verschwinden, was zu einem Widerspruch fiihrt. 

Die eindeutige Funktion vw = w(x), deren Existenz nunmehr fest- 
steht und welche die Gleichung F'(u, x) = 0 lést, ist ferner im Inter- 
valle tj —h <2 <a) +h stetig. Das wollen wir zunichst bloB 
fiir den einen Punkt z, zeigen. Der Beweis gelingt uns in aufer- 
ordentlich einfacher Weise, indem wir uns iiberlegen, daB die ganze 
bisherige SchluBweise fiir jeden kleineren Bereich (A”): 


|u—-u|<SA", |t@—am| SA", O< AX <A 


in Kraft bleibt. Hiernach kénnen wir der beliebig kleinen positiven 
GréBe ¢ = A” ein Rechteck, dessen Ecken in den vier Punkten 
(utA",a+h"),0<h” Sh, liegen, in der Weise zuordnen, daf 
die Funktion F(u, x) in einem innerhalb des Rechtecks gelegenen 
Punkte (u’, 2’) der Geraden x = a’, Ly —h" <a’ <a +h”, ver- 
schwindet. Da nun die Formel u = (zx) alle Punkte von (A’) er- 
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schépft, in welchen F(u, x) verschwindet, so mu8 eben u’ = y(z2’) 
sein, und g(x) erweist sich somit im Punkte 2, als stetig. 

Jetzt sei x’ ein beliebiger Punkt des Intervalls 7, —h <a < 
Lo +h, und sei u’ = v(x’). Dann gibt es eine Umgebung des Punk- 
tes (u’, x’), in welcher alle die Bedingungen des Theorems erfiillt sind, 
wenn man blo (u’, «’) an Stelle von (uy, %) treten laBt. Daher gelten 
auch alle die bisherigen Schliisse, insbesondere also der, wonach 
sich die Stetigkeit von g(x) im Punkte wa’ ergibt. Hiermit ist die 
Stetigkeit von g(x) im Intervalle 4 —h <a <2) +h allgemein 
bewiesen. 

Hs bleibt nur noch tbrig, die Existenz der Ableitung gy’ (x) nach- 
zuweisen. Nach dem Mittelwertsatze ist 


F(u + Au, «+ Az) = 
AuF,(u + 0Au, « + 6Azxz) + AcF, (u + 0Au, « + 6Azx) =0, 


wo 
Wi Oe), Au = 9(« + Az) — (2). 

Da nun der Punkt (u+ 60Au, «+ 6Az) im Bereich (A’) liegt, 

so verschwindet F',(u + 0Au, z+ 6Az) nicht und man hat also 


Au p(a+Az)—o(z)_ F,u+6Au, c+ 0Az) 
eon Aa Fit eAu, e+6Ac) 


Lat man Az jetzt gegen 0 konvergieren, so nahert sich Au wegen 
der Stetigkeit von g(x) auch dem Werte 0, und darum ist 


fia lO ey 
Es sei noch bemerkt, dai, wenn 
Fy (Up, Xo, Yor - ++) = 0 
ist, kein Schlu8 betreffend die Existenz einer Lésung der Gleichung 
Pe, 2 Ys: ap0) = 
gezogen werden kann, wie die folgenden Beispiele zeigen. Sei m = 1, 
Ug = Ly = 0. 
a) Die Gleichung 
P(u, c) =u? + 2? =0 
laBt weiter keine Lésung zu. 


B) Die Gleichung 
F(u, 7) =w—2?=0 
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laBt mehr als eine Lésung der bewuBten Art zu; die beiden Lésungen 
u—z und u = —2 sind stetig und haben auch stetige Ableitun- 
gen. Doch sei auch auf die Fille hingewiesen: 


F(u, 2) =u? — @, F(u, ¢) = u® — @. 


y) Die Gleichung 
F(u, «) = (u— 2)? = 
laBt eine und nur eine Lésung der bewuBten Art zu. 


Aufgabe 1. Man fiihre den Beweis des Existenztheorems an der 
Hand geometrischer Vorstellungen fiir den Fall n = 2, F(u, x, y) 
durch. 


Aufgabe 2. Man fithre den Beweis des Existenztheorems rein 
analytisch fiir den allgemeinen Fall durch. 


Aufgabe 8. Man zeige, wenn zu den Voraussetzungen des 
Existenztheorems noch die Existenz und Stetigkeit der partiellen 
Ableitungen zweiter Ordnung von F(u, x) hinzukommt, da’ die 
Funktion g(#) dann eine stetige zweite Ableitung (7) zulaBt. 
Man verallgemeinere diesen Satz. 


§ 5. Fortsetzung: Funktionensysteme. 


Aus dem Existenztheorem des vorhergehenden Paragraphen 
leitet man eine hinreichende Bedingung fiir die Auflésung eines 
Systems von Funktionen nach bestimmten Argumenten ab. Sie 
lautet folgendermaBen.?) 


Satz. Jede der Funktionen 
Ey Gis audit eg ee @ = 1) a Dy 


set nebst allen ihren partiellen Ableitungen erster Ordnung in der Um- 
gebung der Stelle (b,...b,3 a,,-.. Gy) stetig und verschwinde dort: 


F,(b,,... A Pa On) = 0, {ee Dace D, 


wihrend die Jacobische Determinante 
Ou, OU 
dort nicht verschwindet. Dann gibt es p im der Umgebung der Stelle 


__ 1) Wir sprechen den Satz gleich allgemein aus; der Leser wolle sich zu- 
nachst p= 2, n=1, 2, 3; p=3, n= 1, 2, 3 gesetzt denken. 


§ 5. Fortsetzung: Funktionensysteme Tuk 


(a1, ..+,) eindeutige stetige mit stetigen partiellen Ableitungen erster 
Ordnung ausgestattete Funktionen 


Un OAL ye. ee) (eh Ee Aap 
welche wm diesem Punkte bzw. die Werte b,,...b, annehmen: 
Up OO SOR)s (es M Foe adap 
und, mm jede der Funktionen Fj(uy,... Up; 1,... 2) eingetragen, 


diese Funktionen identisch zwm Verschwinden bringen; d. h. sie lésen 
die p Glewchungen 


Ug, Cet pegs at Pe) 0, (ha ine as 


gleichzeitig auf; daber soll (x,,...%p,) ein beliebiger Punkt der be- 
treffenden Umgebung des Punktes (a,,... Gp) sein. 

Durch die p Funktionen u; = 9;(%,,...2n) werden auferdem 
alle diejenigen im der Néhe der Stelle (b,... 03 ay, ... Gp) befind- 
lichen Wertsysteme (u,,... Uy; %,...%pn) erschipft, in welchen die 
p Funktionen PF; (uy, .. . Up; Ly, +. ~- Ln) gleichzeitig verschwinden. 

Die Funktionen 9;(£,,...%n) besitzen stetige Ableitungen erster 
Ordnung, welche nach den bekannten Regeln der Differentialrechnung 
berechnet werden. 

Wir fuhren den Beweis fir den Fall p=2, n =1. Hierzu 


schreiben wir die beiden Gleichungen, die in der Nahe der Stelle 
(Up, Vo, Lo) nach u, v aufzulésen sind, in der Form an: 


(1) F(u, v, 4) = 0, Pu, v, x) = 0. 
Dann ist 
OF. 8 | 
Ou Ov | 
"=| a o@ 
| ou dv 


im Punkte (uw), %, %) von 0 verschieden. Wir wollen uns auf eine 
Umgebung dieses Punktes beschranken, in welcher J nirgends ver- 
schwindet. Geometrisch handelt es sich dann um den Beweis, daf 
der geometrische Ort der Gleichungen (1) aus einer durch den Punkt 
(Uy, V9, Zo) gehenden Raumkurve 
u=f(@), v= (2) 

besteht, die in der Nahe dieses Punktes eine stetige Tangente hat. 

Im Punkte (uw, v9, %) kénnen F,, F, sicher nicht beide ver- 


schwinden; sei etwa 
F, (Uo, Vo, Lo) + 0. 
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Dann kann man nach dem Existenztheorem von § 4 die Gleichung 
F(u, v, z) =0 
in bezug auf u auflisen: 
u=a(v, 2), Ug = BV Was 

indem man die Umgebung der Stelle (wu, %, %p) nétigenfalls noch 
weiter so einschrinkt, da8 F,(u, v, 2) dort nirgends verschwindet. 
Die Gesamtheit der in der Nahe von (up, U9, %) gelegenen Punkte 
(u, v, x), in welchen F'(u, v, x) verschwindet, bildet demnach eine 
Fliche, u = w(v, 2). 

Triigt man diesen Wert von u in die Funktion ®(u, v, x) ein, 
so enisteht eine Funktion der beiden Argumente v, @: 

OG(u,o, 2) =F, 2); 
welche in der Umgebung der Stelle (v9, 2) alle Stetigkeitsbedin- 
D5 g 0 0 8 
gungen des Satzes von § 4 erfiillt und tiberdies dort verschwindet. 
Sehen wir zu, ob auch 
Py (Vo, Xo) + 0 

ist, damit wir die Gleichung 
(2) Pip, 2) 0 


nach v auflédsen kénnen. In der Tat ist 


woraus dann folgt, daB 


ist, und die Gleichung (2) definiert somit eine Funktion 


0 = (2), Vo = Pp). 
Trigt man diesen Wert von v in die Funktion w(v, 2) ein: 
o (p(x), 2) = f(z), 
so erhalt man nunmehr ein Funktionenpaar: 
| u = f(a) 
v= (zr), 

welches die vorgelegten Gleichungen (1) in der Nahe der Stelle 
(Ug, %, Zo) aufldst. 

Erhalt man aber auch auf diese Weise alle diejenigen in der 
Nahe der Stelle (u,v, 25) gelegenen Punkte (u,v, ©), welche die 
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Gleichungen (1) gleichzeitig befriedigen? DaB dem in der Tat so 
ist, ergibt sich daraus, da wir jedesmal, wo wir eine Gleichung ge- 
lést haben, dem Hauptsatze zufolge eben simtliche Losungen der- 
selben gewonnen haben, die es in der betreffenden Umgebung gibt. 

Fir den Fall p =2, n>1 erfahrt der vorstehende Beweis 
keine Anderung. Durch den Schlu8 von p auf p+ 1 kann man ihn 


fernerhin fiir ein beliebiges p beweisen, indem man wiederum davon 
OF, OF, 


ausgeht, da8 die p partiellen Ableitungen ain Tay nicht alle 
1 Dp 
verschwinden kénnen, — sei 6F',/6u, + 0, — und dann die Gleichung 
Try haus Wy ey © at 0) 0 


nach u, auflést. Traigt man hierauf den also bestimmten Wert von u, 
in die tibrigen p —1 Funktionen F,,...F, ein, so hat man es jetzt 
nur mit einem System von p — 1 Funktionen zu tun, und zwar mit 
einem solchen, wie eme kurze Zwischenrechnung zeigt, fiir welches 
der Satz bereits gilt. Von hier ab schlieBt man wieder genau so, 
wie in dem bereits durchgefithrten Falle. 

Zum SchluB sei noch bemerkt, daB man aus dem Verschwinden 
der Jacobischen Determinante keinen Schlu8 ziehen kann, was man 
wieder, wie vorhin, durch Beispiele feststellt.*) 


Aufgabe. Man bestimme durch Ungleichungen die verschie- 
denen Umgebungen, welche beim vorstehenden Beweise beniitzt 
werden. 


§ 6. Umkehrung eines Funktionensystems. 

Aus den Satzen der beiden vorhergehenden Paragraphen folgert 
man eine hinreichende Bedingung dafiir, da sich ein System von 
Funktionen: 

Le =O (U; .. « Uy), EN Wi aS er, 


nach den GriBen u,,...U, aufldsen lasse. 


Satz. Set O,(uj>...uU,), 1=1,2,...p, eme m der Um- 
gebung der Stelle (b,,...b,) eindeutige stetige mit stetigen partiellen 
Ableitungen erster Ordnung versehene Funktion der p Argumente 


Uy,++.U, und sei die Jacobrsche Determinante 
- 0®, dP, 
J - x oh Ou, ; 0 Up 


1) Im Falle analytischer Funktionen im komplexen Gebiete liegen ver- 
schiedene Resultate vor; vgl. Bd. II dieses Werkes, Kap. 2. Es sei auch auf 
die Anmerkung am Ende von § 6 verwiesen. 
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im Punkte (by, . . . by) von 0 verschieden. Dann laBt sich das Gleichungs- 


system 
x, = O; (uy, ..- Up), ¢= 15... 9, 


in der Néhe der Stelle (by, ..» by} @, +++ Gp), Wo a; = (by, .. . by) 
ist, in eindeutiger Weise nach uU,,... Up auflésen: 


be, = 9; (21> --- Ly) tS eens 


Dabei sind die Funktionen —; (2, ... Gp) stetig und haben stetige par- 
tielle Ableitungen erster Ordnung in der Ndhe des Punktes (a, . . « Gp). 
Im iibrigen ist die Jacobische Determinante j dieser Funktionen im 
Punkte (a,,...@,) von 0 verschieden, und zwar rst 


ee 
In der Tat brauecht man nur 
Ty thy , <'o 6 tgs By ys es Ry) = Dy ye og) ee 


zu setzen und den Satz von § 5 hierauf anzuwenden. Durch direkte 
Auswertung zeigt man dann, daB die Jacobische Determinante 


rade OP. _. OPp 
het Denne ee ee 
den reziproken Wert von J hat. 
Aus dem bloBen Verschwinden von J im Punkte (b,,. . . b,) kann 


man keinen SchluB ziehen; so lassen beispielsweise die Gleichungen 
t= ys, yo 


doch ausnahmslos eine eindeutige Umkehrung zu, trotzdem J in 
allen Punkten der Geraden w= 0, sowie v = 0 verschwindet.?) 


§ 7. Abbildung zweier Flichen aufeinander im Kleinen.?”) 


Im Innern eines Bereichs S der (2, y)-Ebene seien die Funk- 
tionen p(x, y), p(x, y) eindeutig erklirt und mit stetigen Ableitun- 


1) Wegen des Falles, wo J identisch verschwindet, vergleiche man Jordan, 
Cours d’analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S. 86. Im Falle analytischer Funktionen 
im komplexen Gebiete liegen eingehende Untersuchungen vor; vgl. Bd. II 
dieses Werkes, Kap. 2. 

2) In diesem Paragraphen wird ein durchaus elementarer Gegenstand aus- 
fiihrlich behandelt, welcher in elementaren geometrischen Vorlesungen hiaufig 
keinen Platz findet, spiiter aber, als zu den Elementen gehérend, nur fliichtig 
erértert wird. Und doch sind scharfe Begriffe hier von néten, denn sowohl fiir 
die Geometrie als fiir die Analysis ist dieser Gegenstand von groBer Wichtigkeit. 
Dem Leser wird empfohlen, beim ersten Studium diese Seiten mit Sorgfalt 
durchzuarbeiten, um spater einmal, nachdem er das Kapitel tiber Riemannsche 
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gen erster Ordnung versehen; ferner verschwinde die Jacobische 
Determinante in keinem Punkte von S: 


iS ere 


Setzt man dann ee 
u = (2, 
v= p(x, y), 


so wird jedem inneren Punkte von S ein Punkt der (u, v)-Ebene 
zugeordnet. Die Gesamtheit dieser letzteren Punkte bildet eine 
Menge 2, — die Abbildung des Innern des Bereiches 8 auf die (u, v)- 
Ebene —, welche wir aber vor der Hand nicht einmal als einen zwei- 
dimensionalen Bereich aufzufassen berechtigt sind. Von prinzipieller 
Wichtigkeit ist daher der folgende 


1. Satz. Ist (a, yy) evn wmnerer Punkt von S und (ug, Vo) dessen 
Bildpunkt in der (u,v)-Hbene, so gibt es eine in S gelegene Um- 
gebung $s VON (Xp, Yo) und eime zugehdrige Umgebung o von (up, V9), 
deren Punkte durch die Transformation (1) einander uwmkehrbar ein- 
deutig und stetig zugeordnet werden. 

Driickt man die Transformation (1) in der aufgelisten orm 


| c= D(u, v) 
| y == Vw, ») 
aus, so haben die eindeutigen Funktionen ©, Y ebenfalls _ stetige 


Ableitungen erster Ordnung, und ihre Jacobische Determinante 
verschwindet nicht. 


Nur die geometrische Hinkleidung dieses Satzes ist neu. Dem 
Inhalt nach deckt er sich vollstindig mit dem Satze des vorher- 
gehenden Paragraphen, wenn man darin » = p = 2 setzt. 

Wir wollen die Beschaffenheit der Abbildung einer klemen Um- 
gebung s des Punktes (2, y)) naher untersuchen. Sind Aa, Ay 
beliebige Zuwachse, die nur dem absoluten Betrage nach eine passend 
gewihlte GréBe h nicht iibersteigen, so kann man nach dem Mittel- 
wertsatze schreiben: 


AU = Ge(%p + OAL, yo + OAY) Ax + Hy (Xp + GAZ, Yo + GAY) AY 
= Pu (Lo, Yo) AZ + Py (Xo; y)Ay + CAa -+ C’Ay, 


Flichen gelesen hat, hierauf zuriickzukommen und an der Hand der ihm dann 
zur Verfiigung stehenden zahlreichen Beispiele den Paragraphen wieder durch- 
zunehmen. Im iibrigen sei auf Osgood and Graustein, Analytic Geometry, 
Kap. XV, sowie 8. 577 verwiesen. 
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wo ¢, ¢’ wegen der Stetigkeit der Ableitungen ¢,(«, y), Py(@, Y) ZU- 
gleich mit Az, Ay gegen 0 konvergieren, und man erhilt daher die 
Formel 


{ Au= AAzc+ BAy+ (€Aa+ CAy), 


i, | Av=CAzc +DAy+ (Art CAy), 

wobei 

A =Qe(%o Yo), B=Py(%os Yo), C= Ya(®o, Yo)s D =Yu(o; Yo), 
oe Bl 
eet aia) 


ist und £, 2’, 2, 2’ alle dem absoluten Betrage nach unter einer be- 
liebig klein zu wiihlenden positiven Konstante ) bleiben. Hierbei 
wird ) zuerst angenommen, worauf dann h dieser Wahl gemab be- 
stimmt wird. 

Aus der Form der Gleichungen (1’) erhellt, daB sich die durch 
die Gleichungen (1) definierte Abbildung in der Umgebung des Punk- 
tes (2, Yo) von der durch die lineare Transformation 


|du= AAz+ BAy 


9 : 
@) | dv =CAz+DAy 


definierten Abbildung in mancher Beziehung wenig unterscheidet. 
Man kann die letztere als eine erste Anniherung ansehen und als 
solehe wollen wir sie denn auch ausbeuten. Wir sprechen zuvorderst 
den leicht zu beweisenden Satz aus: 


2. Satz. Ist C eine beliebige vom Punkte (2, yo) ausgehende 
regulire Kurve und bezeichnet man mit I, I” die der Transforma- 
tion (1) bzw. der Hilfstransformation (2) entsprechende Bildkurve, so 
haben I’ und I” im Punkte (uo, vo) dieselbe Tangentenrichtung. 


Aus diesem Satze 
ergibt sich dann so- 


4q 
7 C fort der 
2 
9) 6 3. Satz. Sud C,, 


C, zwet vom Punkte 
(Zo, Yo)  ausgehende 
Fig. 22. Kurven, I,, I’, thre 

Bildkurven in bezug 

auf die Transformation (1), und I;', I’! ihre Bildkurven in bezug 
auf (2); bezeichnet man ferner mit B bzw. B’ den Winkel, welchen 
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I, mt Py bzw. Py’ mit P./ im Punkte (uo, v9) bildet, so ist 
Le aoe 


Die lineare Hulfstransformation (2). Die lineare Transforma- 


tion (2) setzt sich bekanntlich aus folgenden Transformationen zu- 
gammen: 


a) eine Drehung der (a, y)-Ebene um den Koordinatenanfang 
durch einen bestimmten Winkel ¢,: 


Ly = LCOS Y,— ¥ SING, 
Y,= “SING, + y Cos gy; 
b) zwei affine Transformationen: 
be tds [| a= Lp 
Y= > | Yo= A; 


c) eme Drehung der (%g, y,)-EKbene um den Koordinatenanfang 
durch einen Winkel go: 


U = 2 COS P2— Yq SIN Pp 
UV = L_ SIN Pot Yo COS Po. 


Man kann sie auch dadurch erzeugen, da man die (2, y)-Ebene 
zunichst einer parallelen Projektion auf eine zweite diese lings einer 
durch den Anfang gehenden Geraden schneidende Ebene unterzieht, 
um darauf die zweite Ebene einer Ahnlichkeitstransformation mit dem 
Anfang als Mittelpunkt zu unterwerfen. Nimmt man endlich in 
dieser letzten Ebene die (uw, v)-Achsen in geeigneter Weise an, so ist 
die Transformation (2) fertig. 


Habitus der Abbildung kleiner Figuren. Eine kleine Figur F' des 
Bereichs S, deren Rand durch den Punkt (a, yo) geht, wird einer- 
seits durch die Transformation (1) auf eine kleine Figur %, anderer- 
seits durch die Hilfs- 
transformation (2) 
auf eine kleine Figur 
7 des Bereichs 2’ ab- 
gebildet. Beide Fi- 
guren haben den 
Randpunkt (ug, Vp) Fig. 98. 
gemeinsam und dort 
stimmen auch die Tangentenrichtungen ihrer Randkurven mit- 
einander iitberein. Wir wollen zeigen, dafi der Habitus der 
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Figur % fir denjenigen der Figur % maBgebend ist, sofern 
der Umfang von F gentigend beschrinkt wird. Sei beispielsweise 
F ein kleines Dreieck, dessen eine Ecke sich im Punkte (a, Yo) be- 
findet. Dann wird %’ auch ein kleines Dreieck sein, dessen eine 
Ecke im Punkte (uv, v) liegt, wihrend % aus einem krummlinigen 
Dreiecke besteht, dessen Seiten von reguliren Kurvenstiicken ge- 
bildet werden. Im Punkte (ug, Up) berithren die beiden Seiten von 3’ 
die eutsprechenden Seiten von §. Um die Ahnlichkeit des Habitus 
von § und ’ zu konstatieren, mu’ man noch zeigen, da die beiden 
anderen Ecken von % je um verhiiltnismi®ig wenig von den ent- 
sprechenden Eeken von %’ abstehen. Wir wollen nimlich die Form 
des Dreiecks F’, sowie die eine Ecke desselben festhalten und nur den 
Maximalabstand PP, der gegeniiberliegenden Seite vom Punkte P 
zweckentsprechend eimschrinken. Dadurch kénnen wir dann er- 
reichen, daB das Verhiltnis des Abstandes Q,Q,' zur Seite QQ,’ 
kleiner als eine willkirliche positive Grd8Be e« bleibt, sobald nur 
PP, unter einer zweiten (von e abhingigen) positiven GréBe 6 
hegt. In der Tat haben die Projektionen der geraden Strecke Q,Q,’ 
auf die Koordinatenachsen bzw. die Werte 


Au —du = CAz-+ C’Ay, 
Av — dv = tAg ae cAy. 


Darum ist, 
Au—du _ Ccosy+’sing 


Vdw + dv? VH ; 
wo 
H = (A* + C*) cos? p + 2(4 B + CD) sing cos p + (B? + D2) sin?g, 
(3) cos y Ag ing = — Ay 


Vat Ay?’ — VAat+ Ay 


(4) (AB + CD)? — (42 + C?) (B2 + D%) = — J?, 
und darum ist fiir alle Werte von Pp 
msSHEsM, 


wenn m, M zwei von » unabhangige positive GréBen sind. Bestimmt 
a ; oe ae came 
man also 6 derart, daB ¢, ¢’, f, 7’ alle dem absoluten Betrage nach 
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klemer als ¢, bleiben, wofern nur |Az| <6, |Ay| <6 sind, so 
wird 
Au — du _ | Qe, Av—dv | = Qe, 
\Vdui + dv) ~ ym’ Vdw+tdv?~ Ym 
sein. Dies gibt 
Q1901 < as Vaw + dv? =e. QQ’, Ne iVme , 
Vm 4 


Daraus geht die Ahnlichkeit des Habitus von % und 9’ hervor. 
Denn die vorhergehende Abschitzung von @,Q,' hangt ja nicht von 
der Richtung der Strecke PP, ab und gilt also gleichzeitig fiir alle 
von P ausgehenden Strecken, deren Projektionen auf die Koordinaten- 
achsen nur die GréBe 6 dem absoluten Betrage nach nicht iiber- 
steigen. Darum weichen auch alle anderen % und %’ angehorigen, 
ein und demselben Punkte von F' entsprechenden Bildpunktpaare 
um verhaltnismibig wenig voneinander ab, und zwar bleibt das Ver- 
haltnis ihres Abstandes voneinander zur Entfernung eines ihrer 
Punkte von Q kleiner als «. 

Wir kénnen jetzt den Punkt P innerhalb einer bestimmten Um- 
gebung von (29, Yo) variieren lassen. Dabei wird m ebenfalls ver- 
ainderlich. Bei geeigneter Hinschrinkung jener Nachbarschaft bleibt 
indessen m stets gréBer als eine passend gewihlte positive Kon- 
stante m,, waihrend andererseits die Abbildung ihren umkehrbar 
eindeutigen Charakter nicht einbiiBt. Die vorhergehende Hrérterung 
erstreckt sich somit gleichmibig!) auf eine ganze Umgebung von 
(29, Yo) Und (Up, Vo). 

Das Bogenelement. Wir denken uns eine beliebige regulare 
Kurve C durch den Punkt P: (2, Yo) gelegt und bezeichnen die 
Lange eines von P ausgehenden kleinen Bogens PP, derselben 
mit As, die Linge des entsprechenden Bogens der Bildkurve mit 
AS. Dann bleibt der Grenzwert 

lim 55 — 28 
As CNS 7 
wie auch immer C genommen werden mége, stets zwischen kon- 
stanten positiven Grenzen, und zwar ist 


0<¥m< 8 <yM. 


Beziehen sich nimlich dx, dy auf C und ebenso du, dv auf die Bild- 


1) Zur vollen Wiirdigung dieser letzten Bemerkung gehéren die Ideen 
des nichsten Kapitels. 
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kurve, wobei also jetzt 2, y, U, v alle als Funktionen der unabhiingi- 
gen Variabelen f, nimlich des Parameters der Kurve C, aufzufassen 
sind, so wird 

du = Ada + Bdy, dv = Cdx + Ddy. 


Hieraus folgt, da8 
du? + dv? = H(daz? + dy’), 


also . 
dS = VHds 
ist, wobei wir in dem Ausdruck fiir H 
cos 9 = —= ors sin p = tee 
OP Vda dy?’ Vdar+dy? 


gesetzt haben. Hiermit ist die Behauptung bewiesen. 


Isogonale Verwandtschaften.') Von besonderem Interesse ist der 
Fall, daB der Winkel a, welchen die Kurven C,, C, im Punkte 
(2), Yo) miteinander bilden, bei der Transformation (1) erhalten 
bleibt; daB also stets, entweder 

a) a= 6B oder by as 8 
ausfillt, wie man C,, C, auch immer annehmen moge. Ist in jedem 
Punkte von S die Bedingung a) bzw. b) erfiillt, so heiBt die Ab- 
bildung eine tsogonale Verwandtschaft, und zwar im Falle a) ohne, im 
Falle b) mit Umlegung der Winkel. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung fir eine isogonale 
Verwandtschaft besteht offenbar darin, da8 im Falle 


a) ) — 6 a he V> 
wahrend im Falle 
b) O=—O+y 


sei, wo 6 den Winkel, welchen eine von (a, yo) ausgehende Kurve C 
im Punkte (x9, yo) mit der positiven x-Achse einschlieBt, @ den ent- 
sprechenden Winkel in der Bildebene und y eine Konstante bedeutet. 
Als notwendige Bedingung erhalt man also im Falle a) 


tan@ = tan (9 + y), 
mithin vermége (2) 
C+Dtan@ _ siny+ cosy tand 
A+ Btané~ cosy—siny tang 


1) Literaturangaben befinden sich bei 


Holzmiil " 
belafuen, |S. 100. olzmiiller, Isogonale Verwandt 
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Zur Bestimmung von y setze man in (2) Ay = 0, Ax > 0; so kommt 


stiles. an C 
VEC” i 


————— « 


VAC 


C+Dtan6  C+Atané 
AEB itan6 © A—C tan - 


(5) cos y = 
Dies gibt: 


Diese Formeln kdénnen niemals durch das identische Verschwinden 
eines Nenners illusorisch werden, da ein gleichzeitiges Verschwinden 
von A und C oder A und B das Verschwinden der Jacobischen Deter- 
minante nach sich ziehen wirde. Was dagegen ihre Abhangigkeit 
von @ anbetrifft, so handelt es sich ja nur um notwendige Bedin- 
gungen, und dazu geniigt es, 9 so anzunehmen, da kein Nenner 
verschwindet. Hebt man nun in der letzten Gleichung die Briiche 
fort und vergleicht man dann die Koeffizienten der verschiedenen 
Potenzen von tan 0, so kommt: 


(6) AD — BG = A?+ @, AB+CD=0. 
Diese Gleichungen lassen nur die eine Lésung zu: 


(7) Ac=-D, lee ED 
denn (4) wird jetzt 
(Ae?) (2 1s) =f. 
Andererseits ist das erste Glied in (6) gleich J, 
J = A*+ C2, also ist auch J = B+. D4, 
Entwickelt man nun 
Gee Da (B= C)*, 


so erkennt man sofort, daB8 dieser Ausdruck den Wert Null hat, wo- 


mit denn die Behauptung erwiesen ist. 
Umgekehrt zeigt man, da8, wenn den Relationen (7) geniigt wird, 


cos 9 = cos(O + y), sin@ = sin(O+ y), 


wobei y durch (5) bestimmt wird. Demgemaf ist bis auf ganzzahlige 


Vielfache von 2z 
@O=0+¥. 


Die Relationen (7) haben sich hiermit als hinreichend fir eine iso- 


gonale Verwandtschaft erwiesen. 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 6 
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Der Fall b) wird in ahnlicher Weise behandelt. Den Rela- 
tionen (7) entsprechen hier die folgenden: 
(8) A — == iI FP B = C. 

Das Ergebnis fassen wir in den Satz zusammen: 

Satz. Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, dap 
die Gleichungen (1) eine isogonale Verwandtschaft definieren, besteht 
darin, daB entweder 


.\ Ou_ dv Ou ss bw 
5) Ga Tous? Cave ae 
oder 
b) du___—s du _ ov 
Ox oy’ oy Ou 


sei. Im Faille a) bleibt auch der Sinn der Winkel erhalten; 1m 
Falle b) trifft dies aber nicht zu. 


Beispiele. a) Durch die Gleichungen 


a oe ee 
i ee 
ak | + 


= 


| 
aaa 


wird der erste Quadrant der (z, y)-Ebene auf die positive (u, v)- 
Halbebene abgebildet, und zwar ist die Verwandtschaft eine iso- 
gonale ohne Umlegung der Winkel. 

b) Durch die Spiegelung in der 2-Achse: 


u=tf, v=—Yy, 


sowie durch die Inversion 


wo r? = g? + y?, r’? —y24 y2 ist, wird eine isogonale Ver- 
wandtschaft mit Umlegung der Winkel definiert. 
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Konforme Abbildungen. Im Falle einer isogonalen Verwandt- 
schaft erleiden kleine Figuren des Bereichs § bei der Abbildung 
durch die Hilfstransformation (2) gar keine Verzerrung, héchstens 
eine Spiegelung. Denn im Falle a) kann man ja die Transforma- 
tion (2) direkt auf die Form bringen: 


du = VA?+ C?(Aacosy — Aysin y) 
dv = VA?+ C?(Aasiny + Aycosy), 


und diese Transformation besteht eben aus einer Drehung der (2, y)- 
Ebene um den Punkt (9, yo) durch den Winkel y nebst einer Ahn- 


lichkeitstransformation mit dem Ahnlichkeitsverhiltnisse VA? + C2, 
wahrend im Falle b) noch eine Spiegelung hinzutritt. In beiden 
Fallen haingt das Bogenelement dS nicht mehr vom Verhiltnisse 
Ay/Az, sondern lediglich von der Entfernung PP, = VA? + Ay? 
ab, und zwar ist 


dS? = (A? + C?*) (Aa? + Ay?) = | J | (Ax? + Ay?). 


Umgekehrt hatte man von der Forderung ausgehen kénnen, dab 
die Abbildungen kleiner Figuren des Bereichs S méglichst wenig 
verzerrt werden, und zwar eine genaue Ahnlichkeit um so mehr an- 
streben, je kleiner ihre linearen Dimensionen werden. Dann miifte 
beispielsweise ein kleiner um den Punkt (a, yo) beschriebener Kreis 
in ein den Punkt (ug, vo) umfassendes Oval iibergehen, derart, daf 
das Verhaltnis des Maximal- zum Minimalabstande eimes Rand- 
punktes vom Punkte (u,v) dem Werte 1 zustrebt, wenn der 
Radius des Kreises unendlich abnimmt. Nun ist aber 


Au? + Av? = (H + €) (Aa? + Ay?), 


lin’ n¢=0 
(Ax, Ay) = (0, 0) 
ist und H nur vom Winkel g, (8), nicht aber vom Radius des Kreises 
VA? + Ay? abhingt. Darum mu8 H fir alle Werte von » den- 
selben Wert haben. Setzt man also insbesondere gy = 0, a/2, 2/4, 
so schlieBt man, daB 


A? + C? = B24 D?, 
AB - CD =0 


6* 
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sein mu8, woraus sich dann ergibt, daB entweder 


a) A=D, B=-—@ 


oder 
b) A —— —D, B — C 


ist. Hiermit wird man wieder zu einer isogonalen Verwandtschaft 
gefiihrt. 

Bine Transformation (1), welche der Forderung gerecht wird, 
daB die Gestalt der Abbildung kleiner Figuren anniihernd erhalten 
bleibt, heiBt nach GauB8B eine konforme Abbildung. Als formale De- 
finition pflegt man wohl folgende aufzustellen: Kine ‘Transformation 
(1), welche die- Higenschaft hat, da’ 


dS = Mds 


ist, wo M nur von a, y, nicht aber von dz, dy abhangt, nennt man 
eine konforme Abbildung. Aus dieser Definition geht hervor, da8 ein 
kleines Dreieck F von S (Fig. 23) in ein kleines krummliniges Drei- 
eck von Y verwandelt wird, dessen Seiten bzw. den Seiten von 
annihernd proportional sind, so daB also insbesondere vermége eines 
Grenziiberganges die isogonale Higenschaft der Abbildung erschlossen 
wird. 

Satz. Damit die Transformation (1) eine konforme Abbildung 
definiert, ist notwendig und hinreichend, dap entweder 


Cu ov Ou av 
i) gc OS a ie ahd a 
Om dy oY O@ 
oder 
b) Ai) ey O08 ghee 
; 6a dy’ Oy Oda 
set. 


Konforme Abbildung und isogonale Verwandtschaft decken sich 
hiernach miteinander. Es handelt sich blo8 darum, von welchem 
Gesichtspunkte aus man die Transformation betrachten will. 

Aus den vorstehenden Differentialgleichungen leitet man die 
notwendige Bedingung ab, da® die Funktion u, sowie v der 
Laplaceschen Differentialgleichung 


geniigen muf.1) Es wird sich spiter ergeben, daB umgekehrt jede 


1) Vor der Hand mu8 man auch beziiglich der partiellen Ableitungen 
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nicht identisch verschwindende Lésung dieser Differentialgleichung 
zu einer konformen Abbildung fiihrt. 

Zwei krumme Flachen heifen konform aufeimander bezogen, 
wenn je zwei entsprechende Bogenelemente dS, ds in der Beziehung 
zueinander stehen: 


ds — ids, 


wo M bloB eine Funktion der laufenden Koordinaten, nicht aber 
der Richtung der besonderen Kurve ist. 

Dem Leser wird empfohlen, den Paragraphen iiber Zwei geo- 
graphische Karten, Kap. 6, § 9, jetzt zu lesen. 


zweiter Ordnung Voraussetzungen machen. Es wird sich spater zeigen, dai 
im Falle einer konformen Abbildung diese Voraussetzungen stets erfiillt sind. 


Drittes Kapitel. 
GleichmiBige Konvergenz. 


$1. Der doppelte Grenziibergang. 


Man wird hiufig veranlaBt, zwei Grenzitbergiinge hintereinander 
auszufiihren. Sei f(a, y) in der Umgebung der Stelle (a, 6), héch- 
stens mit Ausnahme der Geraden 2 = a und y = J, eindeutig er- 
klirt. Unter einem doppelten Grenziibergang versteht man dann 
folgendes. Man erteile einer der Variabelen, etwa y, einen konstanten 
yon b verschiedenen Wert y’ und lasse die andere Variabele gegen a 
konvergieren. Strebt f(x, y’) dabei einem Grenzwerte p(y’) zu: 

lim f(x, y') = p(y’), 

esa 
so lasse man darauf die zweite Variabele gegen b konvergieren. Wenn 
sich nun wieder ein Grenzwert einstellt, lim g(y’), so bezeichnet 
man denselben mit a? 


pid pees? y)|- 


Vor allen Dingen tee sich jetzt die Frage auf: Darf man 
die Rethenfolge der einzelnen Grenziiberginge umkehren? d.h. ist 


lim [li : if li ? 
He a m {(2 ) | os Bee ¥) | 
DaB diese Frage im allgemeinen zu verneinen ist, zeigen folgende 
Beispiele. 

Beispiel 1. Sei 


(ty) = eee, = ad —By 0, y0, b40. 


Hier ist 
lim [lim f (2, ")|= , 


y=0 Lz=0 


wnt ect < f(x, y Nes 
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und nun ist eben 
bes. 
Beispiel 2. Sei 


f(a, y) = asin -, Foes (ey 


Hier hat der erste limes den Wert 0, wihrend sich bei umgekehrter 
Reihenfolge der Grenziiberginge Divergenz einstellt. 
Der friither wibliche Beweis, da8 


Oru cu 
Oyen Cuoy 
ist, beruhte auf der Annahme, da8 es bei einem doppelten Grenz- 
ubergange auf die Reihefolge der einzelnen Grenziiberginge nicht 
ankomme. 
Insbesondere kénnen a, b = co sein. Auch brauchen die Punkte 
(x, y), fir welche f(z, y) definiert ist, keine Kontinuen zu bilden. 
In diesem Kapitel behandeln wir eine Reihe von Fragen, die 
fiir die Differential- und Integralrechnung von fundamentaler Be- 
deutung sind und bei denen der doppelte Grenzitbergang der springende 
Punkt ist. Hs handelt sich jedesmal darum, hinreichende Bedingungen 
dafiir aufzustellen, damit ein doppelter limes fiir beide Reihenfolgen 
der einzelnen Grenziibergiinge existieren und denselben Wert haben 
soll. Dabei werden wir zuerst den besonderen Fall der Stetigkeit 
einer durch eine unendliche Reihe dargestellten Funktion eingehend 
besprechen, weil namlich alle begrifflichen Schwierigkeiten der dop- 
pelten Grenziiberginge hier in naheliegender Form zutage treten, 
und deshalb bitten wir den Leser, sich vor allen Dingen die Ent- 
wickelungen von §§ 2—4 zu eigen zu machen. 
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Funktion, an Beispielen erlaiutert. 


Sei eine konvergente Reihe stetiger Funktionen vorgelegt: 
f(x) =u, (x) + u(t) +++-, axed, 


Wann wird die Grenzfunktion f(x) stetig sein? Hs fragt sich also, 
wann 
lim (2) = f (20) 


Car 


ist. Diese Frage liuft auf die Unabhingigkeit eines doppelten limes 
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von der Reihenfolge der einzelnen Grenziibergiinge hinaus. Sei nimlich 


Sp (a) = Uy (2) +--+ + Un(2); 
dann ist 


lim f(a) = lim fee $n (2) J. 


r= Xp T=%L_ n= 


Andererseits ist 


{ (%) = lim be $n(2)] . 


Wann wird also 

i = lim [ lim s, (a 

Loa sats A | mire ee n( )) 
sein?) DaB dies stets zutreffen soll, wird man angesichts der Bei- 
spiele des vorhergehenden Paragraphen schon nicht erwarten. In 
der Tat betrachte man das folgende Beispiel:*) 


8q (2) et ty Lo =0. 
Hier ist 
lim s,(#) = 1, r+, 
so da8 also die linke Seite der in Frage stehenden Gleichung den 
Wert 1 hat. Andererseits ist 
him 4, (¢) = 84(4)) 
folglich hat die rechte Seite jener Gleichung den Wert 0. 

Durch die Fourierschen Reihen ist man zuerst darauf aufmerk- 
sam geworden, da eine konvergente Reihe stetiger Funktionen 
eine unstetige Funktion darzustellen vermag. So wird beispiels- 
weise gezeigt, daB die Reihe 

sinda , snda 


sin x + mae re 


1) Diese Formulierung des doppelten Grenziiberganges riihrt von Stokes 
her; vgl. § 3. 


2) Um die entsprechende Reihe zu erhalten, setze man 


re 2 
U,(Z) = 8, (2) = 2’, Un (Z) = 8, (2%) — 8y_, (2) = 222-1 — gin-3, 


Man beachte wohl, da8 auch jede unendliche Reihe in dieser Form ge- 
schrieben werden kann: 


Uy (©) Ug(z) + +--+ = 8, (2) + [8,(x) — 8,(a)] + [85 (2) — 8,(a)]-+ ++, 


woraus dann erhellt, da8 das angefiihrte Beispiel doch wenigstens nach dieser 
Richtung hin keine Sonderstellung einnimmt. 
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stets konvergiert und daB die Grenzfunktion f(«) den Wert hat: 


f(z)= = Inx<2< (Qn+1)z, 


=— | (Qn—1)a<a4< 2nz, 
= tei) te OS veil, <2) 


Gehen wir jetzt naiher auf die Frage ein, wie eine solche Reihe 
es einrichtet, damit sie gegen einen unstetigen Grenzwert konver- 
giert. Der Vorgang tritt klar zutage, sowie man die Anndherungs- 
kurven 

Y = Sy (2) 
zeichnet. Sei beispielsweise 
AL 


Sn(e) = 0?"-1, —1<e<1. 


Dann ist s,(x) tir jeden Wert von n im Intervalle (—1, 1) stetig. 
Jede Anniherungskurve geht durch den Koordinatenanfangspunkt, 
welcher deshalb zum Orte der Grenz- 


funktion 
f(z) = lim s,() 

gehoren mu. Bei wachsendem v steigen 
aber die Annéherungskurven in der Nahe 
dieses Punktes rapide und schmiegen sich 
fiir positive (negative) Werte von 2, die 
nicht in dieser Umgebung liegen, der 
Geraden y = 1 (y = —1) noch immer 
enger an. Nimmt man einen festen Wert 
a= 2 >0(<0) willkirlich an, und modge dieser Wert auch 
noch so nahe bei «=O liegen, so kann man stets erreichen, dai 
S,(z) vom Werte 1 (—1) um beliebig wenig abweicht, wenn nur 
nm uber einer geeignet gewahlten festen Zahl m liegt. Das heiBt ja 
nichts anderes, als daf die Funktion s,(x) fiir jeden im Intervalle 
gelegenen Wert von « > 0 ( < 0) itberhaupt gegen den Grenzwert 1 
(—1) konvergiert. Wollte man dagegen einen vorgegebenen Grad 
der Genauigkeit gleichzeitig fiir alle dem Intervalle angehdrigen Werte 
von « erzielen, indem man sich von vornherein ein positives e < 1 
gibt und dann eine positive konstante Zahl m sucht, derart, dab, 
sobald n >m genommen wird, s,() von seinem Grenzwert um we- 
niger als ¢ abweicht, so witrde man eben auf das Unmdgliche sto8en. 


Fig. 25. 
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In der Tat hingt der Wert von m bei gegebenem e€ von ab, und 
zwar so, daB m ins Unendliche wiichst, wenn # gegen 0 konvergiert, 
— was freilich nicht verhindert, da8 m den Wert 1 hat, wenn 7 = 0 
ist. M.a. W. miaBte man, um den Wert der Grenzfunktion /(2) 
aus der Reihe 


f(a) =u (2) + ug(2) += 2 +> [att — te] 


zu berechnen, eine groBe Anzahl von Gliedern beriicksichtigen, wenn 
x +0 dem absoluten Betrage nach klein ist, und diese Anzahl hat 
keine obere Grenze, wenn & beliebig im Intervall angenommen werden 
darf. Die Reihe konvergiert, wie man zu sagen pflegt, ungleichmafig. 
Man beschreibt diese Erscheinung auch wohl mit den Worten ,,un- 
endlich verzégerte Konvergenz™. 

Die Bedeutung der geometrischen Figur ist nicht immer richtig 
erkannt worden. Man hat nimlich den Hinwand erhoben, da die 
Punkte 


y=f(z)= 1, 0<a¢sl, 
— Be ie —— (Vp 


doch nur einen Teil der Grenzpunkte oder, genauer ausgedriickt, 
der Hiufungsstellen der Kurven y = s,(#) ausmachten; auch die 
zwischen y = 1 und y = —1 befindlichen Punkte der y-Achse ge- 
hérten ja dazu, und darum hitte die Grenzfunktion f(x) im Punkte 
z =0 nicht bloB den einen Wert 0, sondern jeden zwischen — 1 
und 1 gelegenen Wert.) Es ist schon wahr, daB wir nur einen Teil 
der Hiufungsstellen der Punktmenge y =s,(x), —1S 21, 
n=1, 2,... beriicksichtigt haben, der daraus gezogene SchluB ist 
aber falsch, denn es kommt uns nicht darauf an, welchem Grenz- 
werte s,(x) zustreben kénnte, wenn n und « gleichzeitig variieren 
sollten. Unter dem Werte einer unendlichen Reihe 


Uy (©) + Ug(x) +-- 
versteht man doch den Grenzwert, welchem 
Sn(Z) = U(x) +--+ + Uy(a) 


1) Dies ist narmlich dieselbe Frage als die, welchen Wert eine Fourier- 


sche Reihe, z. B. die vorhin angefiihrte, an einer Stelle hat, wo die Grenz- 
funktion unstetig wird. 
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gustrebt, wenn x von vornherein festgehalten wird und n dann un- 
beschrankt wachst. Darum kommen fir uns auch nur diejenigen 
Haufungsstellen der vorbezeichneten Punktmenge in Betracht, die 
man erhalt, wenn man zuerst eine der y-Achse parallele Gerade, 
inkl. der y-Achse selbst, ¢ = x2 (—1 S 2’ <1) willkirlich annimmt 
und diese dann mit den Kurven y = s,(x) schneidet. Hierdurch ent- 
steht eine Punktmenge auf jeder Geraden, und diese Menge hat ja nur 
eine einzige Haufungsstelle, welche auch den Wert der Grenzfunktion 
f(z) im Punkte z= 2’ darstellt. Die Gesamtheit eben dieser Hiu- 
fungsstellen geht uns allein etwas an. 

Dem Leser wird empfohlen, sich gleich an dieser Stelle die An- - 
naherungskurven zu zeichnen, welche den Charakter der Konvergenz 
im Falle des zu Anfang erwihnten Beispiels: 

2 
Sn(x) = g27-21 
veranschaulichen, sowie an der Hand derselben geometrischen Hilfs- 
mittel die Konvergenz der Reihe 


(1 — x) + (a?— @®)+-- (1 — 2) >A pe a pane) Os ot 


za untersuchen und graphisch darzustellen. 

Wir wollen noch ein zweites Beispiel besprechen, wobei eine 
stetige Funktion s,(x) zwar gegen einen stetigen Grenzwert kon- 
vergiert, doch nicht in der Weise, wie man es wohl erwarten méchte. 
Sei 


Sci fen. 


Fur jeden Wert von a ist hier 


{(2) = lm s, (2) = 0. 


n=O 
Doch sehen wir niher zu, wie sich die Anniherungskurven ausnehmen. 
Wir wollen uns dabei auf das Intervall 0 < 2 < co beschranken. 
Zeichnen wir zunichst die erste Anniherungskurve, n = 1: 
= (2) it en 
Alsdann geht die allgemeine Anniherungskurve daraus hervor, daf 
man die Abszisse eines beliebigen Punktes dieser Kurve durch Vn 


dividiert und dessen Ordinate zugleich mit Vn multipliziert; m. a. W. 
da8 man die Transformation 


a=affn, y=yVn 
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ausiibt und die Striche dann unterdriickt. In der Néihe 


z 
: i der Ordinatenachse erheben sich die Kurven auferordent- 
| lich hoch, um sehr bald wieder herabzusinken und sich 
| | hinfort eng an die Abszissenachse anzuschmiegen. Nimmt 
| man ein festes Intervall 0 <<a Sa < oo 
\ an, welches noch so nahe an den Punkt 
p ae x = 0 heranreicht, so werden fiir alle 
NK “___ iiber einem geeignet gewihlten Werte m 
0 2 ~~ &~—«oelegenen Werte n diese nadelformigen 


Auswichse links von der Geraden # =a 
liegen, so daB also innerhalb des Intervalls (a, oo) die Art der Kon- 
vergenz nichts Merkwiirdiges an sich hat. Je kleiner man aber a 
annimmt, desto griéBer fillt m dabei aus. 

Dieses Beispiel zeigt, da selbst dann, 
wenn eine stetige Funktion gegen einen 
stetigen Grenzwert konvergiert, die Art und 
Weise dieser Konvergenz doch Méglich- 
keiten bieten kann, woran man wohl nicht 
gedacht hiitte. 


Aufgabe. Man zeige, daB siimtliche 
Anniherungskurven im Falle 


Sn(z) = V2enae-"” 
die Gerade y = 1 beriihren. 


Beispiel einer in jedem Inter- 
valle ungleichmiBig konvergenten 
Reihe. Die bisherigen Beispiele wiesen un - 


gleichmiBige Konvergenz — um die Defi- 
nition des nachfolgenden Paragraphen zu 
antizipieren — nur dann auf, wenn das 


Definitionsintervall der Funktion s, (x) einen 
besonderen Punkt als inneren oder End- 
punkt enthielt. Es kann indessen vor- 
kommen, daB eine Reihe auch in jedem 
Intervalle ungleichmafig konvergiert, wie 
das folgende Beispiel zeigt. 

In der Funktion der vorstehenden Aufgabe werde « durch 
sin? zz ersetzt. Die Funktion 


Pn(Z) = V2en gin? 2 re7™ 8in' ax 
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hat dann fiir jeden Wert von n die Periode 1. Im Intervall 0 < x <1 
treten zwei Maxima auf, und zwar berihrt die Kurve y = 9,(z) 
dann die Gerade y = 1. Fiir groBe Werte von n hat diese Kurve 
die in der ersten der beigefiigten Figuren angedeutete Gestalt. Hier- 


aus leitet man die den weiteren Funktionen 


y=s—n2!a), y= zy gaBle),... y =A, gp(mta) 
entsprechenden Kurven durch die Transformation 
f= kha’, y = k!y’ 
ab; sie sind alle der ersten Kurve ahnlich, nur wird der MaBstab 


verkleinert. Der gréBte Wert von a Pn(k! ax) ist 1/k! 


Aus diesen Bestandteilen wird die in Aussicht genommene Reihe, 
wie folgt, zusammengestellt : 


Y = Sn(X) = P(X) + s Pn(2!x) +++ a Pn(nia). 


Diese Funktion s(x) strebt zwar fiir jeden Wert von x dem 
limes 0 zu, doch konvergiert sie in jedem Intervalle wngleichmapig. 


Zum Beweise bemerken wir vor allem, daf kein Glied der Reihe 
negativ wird. Zerlegen wir den obigen Ausdruck in die Summe der 
ersten k Glieder und den Rest, so kann 
Letzterer fiir keen Wert von n die Zahl 

1 i} 
Gp t ERT 
erreichen und bleibt somit kleiner als 1/(k-k!). 
Sei ¢ eine beliebige positive Zahl. Dann 
braucht man k nur so zu wiihlen, dab 


1]/(k+k!) < /2 


wird, damit der Rest stets unterhalb ¢/2 
bleibe. Dieser Wert von k wird nun fest- 
gehalten. Fir einen beliebig vorgegebenen 
Wert x = x, konvergiert andererseits jedes Fig. 28. 
Glied der ersten Summe bei wachsendem n 
gegen 0. Darum kann man m so bestimmen, da auch diese erste 
Summe unterhalb </2 bleibt, sobald nur x > m ist. Hiermit ist 
der erste Teil der Behauptung bewiesen. 

In der Gestalt der Anniherungskurven herrschen die friitheren 
Glieder der Summe vor, denn alle auf das k-te folgenden Glieder 
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liefern ja weniger als 1/(k-k!) zum Werte der Funktion. Sei 
a <x <b ein beliebiges Intervall, und sei & = p/q ein rationaler 
Punkt desselben, wo q eine natirliche, zu p teilerfremde Zahl ist. 
Dann erheben sich in der Nihe von a), und zwar an beiden Seiten 
desselben, jene nadelférmigen Spitzen tber einer festen, nur von 
q abhiingigen positiven GréBe. Genauer gesagt, sei k die kleinste 
Zahl, wofir k! durch q teilbar ist. Dann betriigt die genannte Hohe 
wenigstens 1/k! Die Figur veranschaulicht den Fall gq = 6. Hiermit 
ist die ungleichmiBige Konvergenz im betreffenden Intervalle fest- 
cestellt. 

Dies ist auch ein erstes Beispiel einer niitzlichen Untersuchungs- 
methode, welche von Hankel herrithrt, das sogenannte Prinzip der 
Verdichtung der Singularitdten.?) 


Aufgabe. Sei 


1 , 1 
&,(x) = cos*” wx + i cos?" 2!aa+---+ = cos?" nina. 


Man zeichne die Anniiherungskurven und beweise, da8 s, (x) fiir jeden 
Wert von « gegen einen Grenzwert konvergiert. Die Grenzfunktion 
ist fiir jeden rationalen Wert von a unstetig, dagegen fiir jeden ir- 
rationalen Wert des Arguments stetig. 
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Wir wollen jetzt den Anniherungskurven die Méglichkeit nehmen, 
ihrem Grenzwerte in der Weise zuzustreben, wie es die Beispiele des 
vorhergehenden Paragraphen fertig brachten, indem wir verlangen, 
da8 die Funktion s,(x) gleichmdBig gegen ihren Grenzwert konver- 
giere. Das geschieht auf Grund der folgenden 


Definition. Sei 
(A) U(X) + Us(x) +--- 


eine unendliche Reihe, deren Glieder in einem Intervalle?) a < x <b 
Funktionen von z sind, und sei 


$n (t) = ty(2) + +++ + Un (2). 


7) Hankel, Untersuchungen iiber die wnendlich oft oszillierenden wnd un- 
stetigen Funktionen, Tiibingen, 1870, Math. Ann. Bd. 20 (1882). 
2) Die Endpunkte brauchen nicht zum Intervalle zu gehéren. Auch diirfen 


a, b =co genommen werden. Uberhaupt darf an Stelle des Intervalls eine be- 
liebige Punktmenge treten. 
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Kann man dann einer beliebig kleinen positiven GréBe « stets eine 
von x unabhingige positive ganze Zahl m so zuordnen, daf 


| Spy (x) — &,(2) | ae 


bleibt, wenn » =m, n’ =m willkirlich angenonnnen werden, so 


sagt man, die Reihe konvergiert gleichmaPig im bewuBten Intervalle. 
Ks gilt dann beziiglich des Restes r,,(x) der Reihe die Relation 


i od (Sa 


Man beachte wohl die Reihenfolge, wonach die GréBen «, m, x 
angenommen werden — zuerst ¢ willkiirlich, dann m der Wahl von 
é gemaéB, und hinterher x willkirlich. — Es sei noch bemerkt, da8 
die Definition der gleichmé8igen Konvergenz iiberhaupt die bloe 
Konvergenz nach sich zieht; vgl. Kap. 1, § 7, Theorem 2. 


1. Satz. Hine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
gleichmapige Konvergenz der Rethe (A) besteht darin, daB es zu jeder 
positwen Zahl « eine von x unabhiingige natiirliche Zahl m gibt, der- 
art, dap 

| Sn (@) rei Sm () | <é 


bleibt, sobald nur n > m genommen wird. 


2. Satz. Die Rethe (A) sev jetzt konvergent mit dem Grenzwert 
f(x), und man bezerchne den Wert des Restes mit 1, (x): 


{(&) = Sn (#) + (2). 


Damit die Rethe gleichmapig konvergiere, rst notwendig und hin- 
reichend, daB es zu jeder positiven Zahl e eime von «x unabhdngige 
natiirliche Zahl m gibt, derart, dap 


|tn(#) | Se 


bleibt, sobald nur n = m ast. 


Jeder dieser Saitze hatte als Definition der gleichmaBigen Kon- 
vergenz zugrunde gelegt werden kénnen, wobei dann die obige De- 
finition und der andere Lehrsatz die neue Definition wieder als Lehr- 
sitze ergiinzt hitten. Diese drei lormulierungen im Grunde ein 
und derselben Eigenschaft erweisen sich in der Praxis als gleich- 
berechtigt.*) 

1) Auf die Erscheinung der ungleichmiBigen Konvergenz hat Stokes 


zuerst aufmerksam gemacht, Transactions of the Cambridge Philosophical So- 
ciety, Bd. 8 (1842/9), S. 561 (1847) = Collected Papers, Bd. 1, p. 281. Er gibt 
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Kriterium fiir Stetigkeit. Sea 
(2) + g(a) + +> 


eine unendliche Reihe, deren Glieder im Intervallea Sas b_ stetige 
Funktionen sind und welche dort gleichmipig konvergiert. Dann ist 
die durch die Reihe definierte Grenzfunktion 


f(z) = my (@) + Ua (2) +> 
im genannten Intervalle stetig. 


Wegen der gleichmiBSigen Konvergenz hat man 
(1) Saxo (2) — te (2) | ego ep = Oper 
oder, was damit gleichbedeutend ist, 
(2) Sm(%) — & <Sm4p(2) < 8m(%) + €. 
Diese Relation besagt geometrisch folgendes. Man zeichne die Kurve 


Y = 8m(2) 


und umgebe sie mit einem Streifen S, Fig. 29, welcher durch die 
beiden Kurven 


Y = Sm(x) + €, Y = 8m (2) cat 
begrenzt wird. Dann verlaufen alle spiteren Annaiherungskurven 


Y = &,(2), =m hs oi De 


die im vorigen Paragraphen schon erwihnte scharfe Formulierung des doppel- 
ten Grenziiberganges, sowie das klassische Beispiel 


_ ne 

iale) = nat1- 

In Nr. 39 dieser Abhandlung leitet er iiberdies das nachstehende Kriterium 
fiir die Stetigkeit in allgemeinerer Formulierung ab und beweist sogar einen 
Teil des WeierstraBschen Satzes von § 4. Man vergleiche auch Seidl, Abh. 
Akad. Miinchen, Bd. 5 (1848), S. 383. Beide Autoren reden yon der oben im 
Texte erklarten wnendlich verzigerten Konvergenz. 

Im besonderen Falle einer Potenzreihe hatte Abel die gleichmaRige Kon- 
vergenz bereits im wesentlichen bewiesen, um auf die Stetigkeit der Funktion 
zu schlieBen; ,,Untersuchungen iiber die Reihe 

m m(m —1 — —2 
Journ. f. Math., Bd. 1 (1826), S. 311. 

Erst WeierstraB, welcher iibrigens schon im Jahre 1841 mit dem Sach- 
verhalt vertraut war (Werke, Bd. 1, p. 67 und p. 81), hat die volle Bedeutung 
der gleichmaBigen Konvergenz erkannt und diese Bedingung zu einer der 
wichtigsten Methoden der modernen Analysis erhoben. 
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in S und auch die Grenzfunktion y = f(z) liegt in S, da die Rela- 
tion (2) beim Grenziibergange p = co zur folgenden wird: 


Sm (2) —és [ (2) = Sm (2) ikke 


Jetzt nehme man einen neuen Wert «’ < ¢, bestimme eine ent- 
sprechende Zahl m’ > m und wiederhole die soeben angegebene 
Konstruktion. Die neue Kurve 


Y = Sm (2) 


liegt dann auch in S und der 
zweite Streifen ist schmiiler 
als S. Insbesondere kann er 
aber S hinausgreifen. In dem 
Falle sieht man aber von den auSerhalb S liegenden Teilen ab 
und definiert als S’ nur den in S gelegenen Teil davon. Alsdann 
verlaufen alle weiteren Anniherungskurven 


Y = 8, (x), aol te tee. sy 


sowie die Grenzfunktion y = f(x) in S’. 
Diesen Schritt wiederholt man nun, indem man eine Reihe posi- 
tiver GroBen 


as Mo eae St oie ee lime = 0), 
k=o 
annimmt und dazu gehorige Zahlen m’ < m" < m'” <---, sowie 
die Streifen S’’, S’”’,... bestimmt. Die Streifen liegen dabei inein- 


ander eingeschachtelt, waihrend ihre Breite mit wachsendem n gegen 
0 abnimmt. Im ibrigen liegt die Grenzfunktion y = f(x) in jedem 
Streifen. 

Das geometrische Bild lat die Stetigkeit der Grenzfunktion 
deutlich zutage treten; es leistet aber noch mehr, es weist den Weg 
zum arithmetischen Beweise dieser Stetigkeit. Um diesen Beweis 
zu fiihren, muB man ja zeigen, dab 


| f(t) —f(@) |<, |*%&—2%| <9, 


wo 2, ein beliebiger Punkt des Intervalls und 7 eine willkiirliche 
positive GréBe sind, denen eine bestimmte positive GréBe 6 ent- 
spricht. Jetzt sei an die geometrische Interpretation dieser Be- 
dingung, Kap. 1, § 2, Fig. 3 erinnert. Demgemi umgeben wir die 
Gerade y =f (a) mit einem durch die Geraden 


y =f(%) +, yY =f (%)— 7 


Osgood, Funktionentheorie. I, 5. Aufl. ra 
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begrenzten Streifen Y und bemerken, a) da jeder Streifen S(®) den 
Punkt « = 2, y =f (#) enthalt, b) da sowohl der obere als der 
untere Rand von S(*) die Gerade 2 = x in Punkten schneidet, die 
innerhalb ¥ liegen, wenn k nur so gro} angenommen wird, daB 


Qe) <7 


ausfillt, da die Breite des Streifens S(*) hichstens 2e(*) betriigt. 
Diese Riander sind aber stetige Kurven, und c) darum kann man 
6 so bestimmen, da diejenigen 


. La yt%*%"  Punkte des oberen (unteren) Ran- 
ge — YA) des, fiir welche 


ht fi 
| Ly —d<2<%+6 

ist, unter der Geraden y = f(a) + 7 

(ber der Geraden y = f(%) — 7) 

liegen. 

Ks bleibt nur noch iibrig, die letzte Hand an diesen Beweis 
zu legen, indem wir die arithmetischen Relationen hinschreiben, 
die uns die geometrische Uberlegung geliefert hat. Wir nehmen also 
zuerst k so an, daB 2e” <y wird, und halten k dann fest. Sei 


e=e*, m= ml), Der gleichmaiBigen Konvergenz zufolge wird 


(a) | f(*) —8,(#) | Se 


fiir alle Werte von z. Die letzte geometrische Bedingung ¢) wird 
arithmetisch bestitigt, indem wir zeigen, daf 


150 oe ard a 


Pig. 30. 


f (po) oa / fit Sm (2) Page Sm (2) a ee f (20) a | 


fir alle eiem geeigneten Intervall 2—éd <a <a%+6 zuge- 
hérigen 2; m.a. W., daB 


(6) | #(2o) —Sm(z)|<n—e, |&—a%] <6. 


Die Bedingung (8) ist aber eine unmittelbare Folge von (a), indem 
man darin blob « = zy setzt: 


| f{£o) — 8m(%) | Se <e+ (yn —2e) = —8, 


und hierauf den in Aufgabe 6, S. 18 enthaltenen Satz, bezogen auf 
die Funktion 


| f(£o) — 8m(2) | 5 


in Anwendung bringt. Hiermit haben wir sowohl die Relation (a) 
als auch (8) auf arithmetischem Wege gewonnen. 
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Aus (a) und (8) folgt nun, daB 
| f(@) —F(%) | <4 


ist, sobald nur | z — z,| <6 bleibt. Hiermit ist der Beweis fertig. 
Das Wesentliche am analytischen Beweise wollen wir noch ein- 

mal kurz wiederholen. Sei q eine beliebige positive Zahl. Der gleich- 

maBigen Konvergenz zufolge kann man dann eine natiirliche Zahl m 

so bestimmen, daB fiir alle x im Intervall a < « <b 

(A) f(a) — sm(2)| <2 

bleibt. Insbesondere wird also 


| f(0) — 8m (ta) | <2 


Infolgedessen wird die stetige Funktion | f(x) —-s,(x) | in einem 
bestimmten Intervall z —6 < « < a2, +6 der Relation 


(B) (ae) — Spa) | <2 
geniigen. Aus (A) und (B) folgt dann, daf 
| f(t.) —f(z)|<n, |e—a%| <6, 


ist, und hiermit ist der Beweis erbracht. 

Die gleichmafige Konvergenz emer unendlichen Reihe stetiger 
Funktionen hat sich somit als eime hinreichende Bedingung dafiir 
erwiesen, dab die Grenzfunktion stetig sel. DaB sie hingegen nicht 
notwendig ist, zeigen die letzteren Beispiele des vorhergehenden 
Paragraphen. 

Aus dem soeben bewiesenen Satze kann man einen zweiten Satz 
ableiten, indem man von der Konvergenz der Reihe, ja, sogar von 
der Definition der Glieder u,,(x) in einem oder beiden Endpunkten 
des Intervalls (a, b), absieht und nur verlangt, daB die vorgelegte 
Reihe stetiger Funktionen in jedem vorgegebenen ganz innerhalb (a, b) 
gelegenen abgeschlossenen Intervalle gleichmafig konvergiere. Nach dem 
vorhergehenden Satze stellt die Reihe dann in jedem solchen Inter- 
valle eine stetige Funktion vor, und da jeder Punkt des Intervalls 
a<a«<b in einem geeignet gewihlten derartigen Unterintervalle 
enthalten ist, so stellt die Reihe fernerhin eine im ganzen Intervalle 
a <a <b stetige Funktion von x vor. Wegen Anwendungen ver- 
gleiche man § 4, Ende. 

Aufgabe 1. Die Glieder der Reihe 


U,(“) + Up(a) + --- 
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seien im Intervall a < x <b stetige Funktionen von 2, und die 
Reihe konvergiere gleichmifig im Intervall a < x Sb. Man zeige, 
da® die durch die Reihe definierte Funktion f(x) beim Grenziiber- 
gange lim « = a+ einem Grenzwerte zustrebt. 


Aufgabe 2. Sei f(r, ) in der Umgebung des Punktes r = 0 

mit Ausnahme dieses einen Punktes eindeutig definiert. Konver- 

giert f(r, @), als Funktion von r allein betrachtet, lings der 
- es . . . 7. 

Strahlen p =’ gleichmiBig gegen ein und dieselbe Zahl, wenn 

r dem Grenzwert 0 zustrebt, so konvergiert f(r, gy) beim zwel- 


dimensionalen Grenziibergang lim r = 0. 


Wir fiigen noch einen allgemeinen Satz hinzu, dessen Richtig- 
keit sofort aus der Definition der gleichméfSigen Konvergenz er- 
sichtlich wird. 


Satz. Konvergiert die unendliche Rethe 
Uy () + Ug(@) ++? 


im Intervall a < x <b gleichmiifig und nimmt man ere beliebige 
ein-eindeutige und stetige Transformation 

a = p(x’) 
vor, so konvergiert die also transformierte Reihe vm neuen Intervall 


‘ 


a’ <2’ Sb’ ebenfalls gleichmdfpig. 


Allgemeiner darf an Stelle des urspriinglichen Intervalls eine vollig 
wilkiirliche Punktmenge treten, wihrend andererseits der Transforma- 
tion gar keine Hinschriinkungen auferlegt werden; sie braucht weder 
umkehrbar eindeutig noch stetig zu sein. 


Die in diesem Paragraphen enthaltenen Definitionen und Siitze 
nebst den Beweisen iibertragen sich ohne weiteres auf Reihen, deren 
Glieder von mehreren Variabelen abhingen und fiir beliebige Bereiche 
letzterer, oder allgemeiner fiir véllig willkiirliche Punktmengen, defi- 
niert sind. Man vergleicht auch den allgemeinen Satz von Kap. 12, § 10. 


$4. Das WeierstraBsche Kriterium fiir gleichmiige Konvergenz. 


Weierstra8 hat ein Kriterium gegeben, mittels dessen die 
gleichmaBige Konvergenz vieler in der Praxis vorkommenden 
teihen entschieden werden kann.’) Dasselbe lautet, wie folgt. 


_ 1) Die gleichmaBige Konvergenz der Fourierschen und damit verwandter 
Reihenentwicklungen wird auf andere Weise nachgewiesen. In der Funktionen- 


§ 4. Das WeierstraSsche Kriterium fiir gleichmaBige Konvergenz 1(1 


Kriterium fiir gleichmaiBige Konvergenz. Die unendliche 
Rethe 


U,(%) + Up (%) + -°-, 


deren Glieder wm Intervallet) (a, b) Funktionen von x sind, kon- 
vergiert gleichmipig in diesem Intervalle, falls es eine konvergente 
Rethe positiver von « unabhiingiger GréBen 


M,+M,+4+::: 


gibt, derart, dap fiir jeden Wert von x im genannten Intervalle und 
fiir eme von x unabhingige Zahl pu 


| u,(#) | S M,, N=, 
blevbt. 
In der Tat wird dann wegen der Relation 
Snr (%) — Sy (2) = Unga (@) + +++ + Un4r(2) 
die Beziehung bestehen: 
| Sn4r(%) — Sn(@) | S| Unga (@) | +++ + | Uns r(2) | 
< Masit---+ Mas, n= p. 


Nimmt man nun ¢ > 0 willkiirlich an, so wird man eine positive 
ganze Zahl m = wu stets so bestimmen kénnen, dai 


ee soe eM, x E, Time eh WO eae 
ist, vgl. Kap. I, § 7, Theorem 2, woraus dann folgt: 
Neqy 2) —s,, (2) | <2; | ae eth aaa EN Rat seh 
w. Z. b. w. 

Das Kriterium liefert eine hinreichende, aber keine notwendige 
Bedingung fiir die gleichmifige Konvergenz einer Reihe. Insbe- 
sondere konvergiert jede diesem Kriterium geniigende Reihe absolut, 
wihrend sich doch leicht zeigen laBt, daB eine gleichmafig konver- 
gente Reihe nicht absolut zu konvergieren braucht; z. B. die Reihe 


n=1 


bole 


theorie kommt man aber mit dem WeierstraBschen Kriterium fast immer 


durch. 
1) Man vergleiche die Anmerkung zu Anfang des vorhergehenden Para- 
graphen; das Kriterium gilt auch fiir die daselbst erwahnten allgemeineren 


Faille. 
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Der Satz nebst dem Beweise li8t sich ohne weiteres auf Reihen 
ausdehnen, deren Glieder Funktionen von m unabhiingigen Veriinder- 
lichen sind. Dabei darf der Definitionsbereich der Glieder eine 
beliebige Punktmenge sein. 


Potenzreihensitze. 
1. Satz. Bleiben die Glieder einer Potenzreihe 
Gy + a,2 + az? +-:-- 
fiir « = X endlich, so konvergiert sie absolut fiir alle Werte von x, 
wofiir |x| < |X | ast. 
Der Voraussetzung nach gibt es eine positive Konstante G der- 
art, daB fiir alle Werte von n 
[eek peece Ge 
bleibt. Sei | #| <|X|. Dann wird 
nt" a. | ¥ = G7", 
wo r=|2|/|X| <1 ist. Die Reihe XGr" ist aber eine geo- 


metrische Reihe, wofir 0 <r <1, deshalb konvergiert sie, und 
infolgedessen konvergiert die vorgelegte Reihe absolut, w. z. b. w. 


Unter den gleichen Voraussetzungen konvergrert auch die Rethe 
a, + 2a,7 + 8agn2+--- 
wm Intervalle | «| < | X | absolut. 
In der Tat ist 
[na,0?- 4) = GX na 


Die Konvergenz der Reihe YGX-1nr"~-1 folgt aber schon aus dem 
Kriterium lim wu, ,,/u, <1, da hier lim u,,,/u, = 71 ist. 


2. Satz. Konvergiert eine Potenzrethe fiir zwei getrennte Werte 


des Arguments und divergiert sie fiir einen dritten, so konvergiert 
ste fiir alle Werte von x innerhalb eines bestimmten Intervalls 
—R<«£<R, und sie divergiert fiir alle x, wofiir | «| > R ist. 


Simtheche Werte von « zerfallen nimlich in zwei Klassen: 
a) solche Werte, wofiir die Reihe konvergiert; und b) solche, wofiir 
sie divergiert. Bedeutet x, eine beliebige reelle positive Zahl der 
ersten, £, eine beliebige reelle positive Zahl der zweiten Klasse, so 
wird nach dem 1. Satze 


Lq < Ly. 
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Hierdurch tritt eine Zerlegung der reellen positiven Zahlen ein, die 
den Voraussetzungen des Dedekindschen Satzes von Kap. 1, § 8 ent- 
spricht. Demgemif gibt es eine Zahl R derart, daB 


Le ieee Lge 


Auf Grund des 1. Satzes erkennt man nun sofort, daB die Reihe 
in jedem Punkte des Intervalls —R <a < R konvergiert, da sie da- 
gegen divergiert, falls | | > R ist, womit denn der Beweis geliefert ist. 


3. Satz. Hine Potenzrethe konvergiert gleichmifig in jedem ab- 
geschlossenen ganz innerhalb thres Konvergenzintervalls gelegenen Inter- 
valle. 


In der Tat sei die vorgelegte Reihe fiir alle im Intervalle 
—~R<a<# <= Rk; k= 0> bzw, R= so, 


gelegenen Werte von « konvergent, und seih, < x S h, ein beliebiges 
innerhalb desselben enthaltenen Unterintervalls. Sei ferner h die 
erdBere der beiden Zahlen | h, |, | hg |. Dann konvergiert die Reihe 


| @ | + | ah + | ah? |+--- 


nach dem 1. Satze, und diese Reihe kann eben als die M-Reihe des 
Weierstra8schen Kriteriums dienen: 


Vea a," | 


Es ware indessen ein Irrtum zu glauben, daf wir gezeigt hatten, 
eine Potenzreihe konvergiere gleichmafSig imnerhalb ihres Konver- 
genzintervalls. So konvergiert beispielsweise die geometrische Reihe 

= 1+ x+ a?+-:- 
absolut fiir alle Werte von x im Intervalle —1 < 2% <1; sie kon- 
vergiert aber doch nicht gleichmdpig in diesem Intervalle. Denn nach 
dem n‘™” Gliede bleibt noch ein Rest 


an 
ANC ene 
Nachdem man also ¢ > 0 angenommen hat, kann man hier keine 
feste Zahl m bestimmen, derart, daB | r,(@) | S ¢ ware, wenn n = m 
ist, was ja im Falle gleichmaéBiger Konvergenz notwendig zutreffen 


miBte. 
4. Satz. Hine Potenzreihe stellt eine stetige Funktion innerhalb 
thres Konvergenzintervalls vor. 
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Der Beweis ist in den Entwicklungen des § 3 bereits enthalten. 
Die Glieder der Reihe sind niimlich stetige Funktionen, und die Reihe 
konvergiert gleichmiSig in jedem abgeschlossenen Unterintervalle 
des Konvergenzintervalls. 

Die vorstehenden Siitze tiber Potenzreihen lassen sich leicht auf 
Potenzreihen mit beliebig vielen Variabelen iibertragen. Im wbrigen 
sei auf die Identititssitze von Kap. 7, § 12 verwiesen, welche, fiir 
den Fall reeller GréBen ausgesprochen, auch hierher gehéren. 

Wir wollen noch eine Ergiinzung des 4. Satzes hinzufiigen. 


5. Satz. Konvergiert eine Potenzreihe fiir een von Null ver- 
schiedenen Wert ihres Arguments, « =r+0, so konvergiert sie 
gleichméBig im Intervalle 0S a Sr (bew. r S & S 0).3) 


Der Beweis beruht auf dem folgenden Hilfssatze, welcher indessen 
auch sonst in der Analysis, namentlich in der Theorie der Fourier- 
schen Reihen, von Bedeutung ist. 


Abelscher Satz. Ser 


Sy = Uy + Ug +-++ + Uy 
und sew ferner 
(1) as 3,4, omer 2 Nees tee 
Set endlich 
Cy =. 6 ee et one 
Dann ist 
(2) 6,4 S eyU, + egg +--+ + Ey, SGA. 


Wir haben vor allem 


Uy = §,, Us —= So eae a pr Pao aL ; Un = Sy, trie Be 
Mithin ist 
Ey Uy + Egg + +++ + E_QUyn = 


£18; + &(8. — 8) +--+ + & (8, — S__-1) = 


(€ — €5) 8, r (€, aac E3) Sp =e ae (Eyu4 <7 En) Sn—1 be EnSn + 
1) Konvergiert die Reihe im Punkte « = r absolut, so bleibt der vorstehende 
Beweis bestehen und die Funktion f(x) erweist sich somit in diesem Punkte 
ebenfalls als stetig. Abel hat noch dartiber hinaus bewiesen, daB selbst im 
Falle bedingter Konvergenz in einem Endpunkte «=r die Reihe im abge- 
schlossenen Intervalle (0, r) gleichmaBig konvergiert und somit eine auch im 


ane Endpunkte stetige Funktion darstellt. Vgl. das frithere Zitat auf 
Abel, $3. 
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Multiplizieren wir die Relation (1) mit der nicht-negativen Zahl 
&% —Exii1, K =1,2,...,m—1; dagegen mit «, wenn k =n ist, 
und addieren, so ergibt sich die in Aussicht gestellte Beziehung (2). 
Anwendung auf die Potenzreihe 
Q + a0 + anu? +---. 
Sei also 
A +ar+a.r7+--- 
konvergent. Hinem beliebig kleinen positiven ¢ lat sich dann eine 
Zahl m zuordnen, derart, daB 


Page PEE hfe «eta RS UN ee 
1 ta | Ma Vanier 
Indem wir zunichst r > 0 voraussetzen, lat sich 
Any, Ot? SAO ra ete + An 4p E+? 


in der Gestalt darstellen: 
e\n+1 n+2 n+p 
(7) Ong ttt (=) lb as es an +(=) Ons ptt? 


Nach dem Abelschen Satze wird dann 
liGnaa oOtt sare ote PN gree aA — (=)""e ys) 


sein, falls n = m ist, wie auch immer p = 1, 2,... angenommen 
werden mége. Da m nicht von x abhingt, ist der Beweis hiermit 
geliefert. 

Der Fall r <0 wird vermoge der Transformation x’ = — 2, 
vr’ = —r auf den soeben behandelten zurickgefihrt. 

Aufgabe 1. Man zeige, da die Reihe 

1 il : 1-3 : 
——_ | -— k* gin? k* sin OO. 
Laer wee Ue PT a4 a 

wo 0 <k <1 eine Konstante ist, fiir alle Werte von @ gleichmaSig 
konvergiert. (Zu beachten ist, daB die vorstehende Reihe keine Po- 
tenzreihe in ¢ ist.) 

Aufgabe 2. Konvergiert die Reihe 


eo 


20 
eee 


n=1 


im Intervalle —4 < x < } gleichmafig? im Intervalle —-1 <a <1? 
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Aufgabe 3. Die Reihe 


~ 


pA (a, cosnax + b,sinn2z) 


n=0 
konvergiert fiir alle Werte von « gleichmifig, falls die Reihen a, 
Xb, beide absolut konvergieren. 


Aufgabe 4. Konvergiert die Reihe 
2 x 
i Sor gi Cea 
im Intervalle a < « <b, wo a und b zwei beliebige Zahlen sind, 


gleichmiBig? im Intervalle 0 S @ < co? 


Aufgabe 5. Auf Grund der bekannten Formel 


, . : cos 4% — cos (n-+- 4) & 
sin z + sin 2 ---+sinne = ——-s— ~ 22 
gy ook mi 2sin $x 


beweilse man, daB die Reihe 


sin x sin 22 
j Se 


7 


in jedem abgeschlossenen ganz innerhalb des Intervalls 0 S$ # S 2a 
gelegenen Intervalle gleichmaBig konvergiert. 


$5. Gliedweise Integration einer unendlichen Reihe. 


f(x) = u,(x) + up(x) +--- 


eine konvergente unendliche Reihe, deren Glieder in einem be- 
stimmten Intervalle (a, b) stetige Funktionen von # sind. Man sagt, 
die Reihe lasse sich zwischen den im Intervalle gelegenen Grenzen 
Lo, Z, ghedweise integrieren, falls die Funktion f(x) zwischen diesen 
Grenzen integrierbar ist und die Reihe 


gegen den Grenzwert 


konvergiert. 
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Bei der gliedweisen Integration einer Reihe handelt es sich 
wieder um einen doppelten Grenziibergang, denn das eigentliche 
bestimmte Integral ist ja selbst ein Grenzwert. In der Tat ist 


fied = f flimss(a)jae, 


falda + fuo(a)da fees lim fs4(2)dx 


Lo Lo 


wihrend 


ist. Die Frage lat sich also, wie folgt, formulieren: Wann ist 


oa fim oe 


| 7 
Lf [imn(a)] a0 = lim [sade 2 

N= 0 n= 0 | 

= 


Geometrisch stellt der links stehende Ausdruck den Inhalt der 
von der Grenzkurve 
y = f(a) 


begrenzten Fiche vor. Andererseits hat man es mit dem Inhalt der 

Flache zu tun, die von der Anniherungs- 

kurve J 
Y = Sn (x) 


begrenzt wird: 


Hs fragt sich also, wann dieserletzteFlichen- 9 


inhalt bei wachsendem n gegen den ersten 
Flacheninhalt konvergieren wird. 

Einem einfachen Beispiel einer Reihe, fiir welche dies nicht zu- 
trifft, sind wir bereits begegnet. Sei (Fig. 26) 


Sa (eee ee 


oo 


f (2) => (nae-™* — (n— 1) ae-@-D®), 


ok 


Dann ist f(2) = 0, und wenn man a2)=0 setzt, so kommt: 


Wiese = 0. 


Andererseits hat man 
nal 


Bet 
[ s,(a)de = [nae da =(1 eae e-nm*) , 
0 


0 
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womit sich der Grenzwert des von der Annitherungskurve y = S, («) 
abgegrenzten Flicheninhalts als 


lim fsu(a)ae =} 
alicy 
erweist. 


Verlangt man nun, da’ die Reihe auerdem noch gleichmiifig 
konvergiere, so wird dadurch diesem Mifistande vorgebeugt. 

Kriterium fiir gliedweise Integration.!) Sind die Gheder 
einer unendlichen Rethe 

f(x) = U(x) + Ug(") + -> 

in einem bestimmten Intervalle stetige Funktionen von x und konver- 
giert die Reihe in diesem Intervalle glewchmipig, so lapt sich dieselbe 
zwischen endlichen zum Intervalle gehérigen Grenzen gliedwerse wte- 
grieren: 


x, xy on 


Sf tlajde=fuj(a)de +f wg(a)de +- 


Xo lo Xo 


Wegen der gleichmifigen Konvergenz stellt die Reihe vor allem 
eine stetige Funktion f(a) vor, so daf also das linker Hand stehende 
Integral schon einen Sinn hat. Sei ferner 


f(a) = 8n(@) + Tn(@). 


Dann ist 


Der zeae hel ee zufolge entspricht emem_ beliebig 
kleinen positiven ¢ eine feste Zahl m, derart, daB 


l7n(t) | Se, nam. 
Demgemi8 hat man 


2, 2, 

’ f* | 
J i(a)de — | s,(a)da | = e|a,— al, 
% Lo 


hee aol an, 


ize 
To Lo 


oder: 


Ww. Z. b. w. 


1) Der Satz riihrt von Weierstra8 her, vgl. Heine, Journal fiir Math. 
71 (1870), S. 353. 
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Aufgabe 1. Man zeige, daB 


ist; vgl. § 4, Aufgabe 1. 


Aufgabe 2. Lassen sich die Reihen, wofiir 


| 
oy ACE peery 

2 
b) Sn (@) = aye 


ist, im Intervalle 0 < x < 1 gliedweise integrieren? Man zeichne die 
Anniaherungskurven. 


Aufgabe 3. Die Reihen 
1-2 , Spine 1+@—t1)2 
142 +2 sere: taareeoreyoaryreT Ab 


By I ao 
LaCan ren Sees Di eae 


konvergieren beide ungleichmaifig im Intervalle 0 < « <1. Stellen 
sie dort stetige Funktionen vor? Lassen sie sich gliedweise inte- 
grieren ? 


Aufgabe 4. Simd die Gheder einer unendlichen Reihe 
Uy (x) + Ug(%) + +: 


im endlichen Intervalle a<a2<b stetige Funktionen und kon- 
vergiert die Reihe dort gleichmifig, so konvergiert die Reihe der 
Integrale: 


fulade+frmla)de+---, asasd, 


im genannten Intervalle ebenfalls gleichmafig. 


Aufgabe 5. Man zeige, daB die Reihe des letzten Beispiels von 
§ 2 sich gliedweise integrieren lift. 


Aufgabe 6. Hs laBt sich zeigen, daf 


gin « sin 2a sin nx 
pope Bre = = 


ee oe 
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endlich bleibt, wie auch immer — co < 2 < oo und die natiirliche 
Zahl nm angenommen werden mégen.') Man zeige, daB die Reihe 


sin x sin2e 


sich in jedem endlichen Intervalle gliedweise integrieren laiBt. 


$6. Gliedweise Differentiation einer unendlichen Reihe. 


f(x) = u(x) + ug(z) + --> 


eine konvergente unendliche Reihe, deren Glieder in einem bestimm- 
ten Punkte « = a, Ableitungen erster Ordnung besitzen. Man sagt, 
die Reihe lasse sich gliedweise differentvieren, falls die Funktion f(z) 
auch im Punkte « = a, eine Ableitung besitzt und die Reihe 


U;(%o) + Uy (Ho) + +> 
gegen den Grenzwert f’(2)) konvergiert. 
Bei der glhedweisen Differentiation handelt es sich abermals um 
einen doppelten Grenziibergang, denn es ist 


f' (2) = lim “lim $n (%o + At) — Sq 2) . 


Ax=0 A« 


n=o 


U(X) + Uy (Xp) + +++ = lim | lim Mt etl | F 


n=o LAr=0 Aw 


und es fragt sich also: Wann ist 


8n(& + A a) — Sn =4 — lim | lim 8n(% + 42) — Sn =| 9 


lim | lim a i 


Az=0Lnr=0 n=o0| Axr=0 


Geometrisch bezieht sich der links stehende Ausdruck auf die 
Tangente der Grenzkurve y = f(x). Andererseits hat man es mit 


y\ der Tangente der Anniherungskurve 
ad 
as y = 8, (2) 
c 
zu tun. Demnach kommt es darauf an 
} ' x zu entscheiden, wann diese letzte Tan- 
0 a b . : 
ney gente bei wachsendem n gegen die erste 


konvergiert. An einfachen Beispielen er- 
kennt man, daf dies nicht immer zutrifft. Der Leser wolle fiir die beiden 
nachstehenden Fille a) und b) die Anniherungskurven zeichnen. 


1) Wegen der Gibbsschen Erscheinung vgl. BOcher, Annals of Math. 
(2) 7 (1906) S. 123, der den ersten Beweis geliefert hat. 


§ 6. Gliedweise Differentiation einer unendlichen Reihe et 
a) Sei 
Sn(x) = 1— (cos x)?”, = 


Die entsprechende Reihe 


f (a) = [1— (cos #)®] + 5” [(cos #)?”-2 — (cos a)?”] 
hat den Wert — c 
(a) la 0; 
== {l), ji = (Q 


Im Punkte = 0 hat f(x) keine Ableitung. Trotzdem konvergiert 
die Reihe der Ableitungen 


2cos x sin x + [— (2n — 2) (cos x)?"-3 + 2n (cos x)?"-1] sin & 


n=2 
fir alle Werte von « im Intervalle gegen 0. 
b) Sei 


x 
Sn (2) = 1+ na? 


Hier hat die Reihe 
x x x 
HO) ceeatl een ee eye | 
n=2 
far alle Werte von x den Wert 0; darum ist 
(ped eae 


Trotzdem hat s’ (x) im Punkte = 0 den Wert 1 fiir alle Werte 
von m und daher konvergiert die Reihe der Ableitungen gegen 1. 
c) Es sei noch die Fouriersche Reihe erwihnt: 


sin 3 x a sin 5 & 


Gee oer. 


welche bekanntlich folgende Funktion vorstellt: 


sin ¢ -+- 


f= J, Onn<a< (n+ 1)a, 
=— 7, (Qn —l)a<a< 2nz, 
= 0, c=nn; n=0,+1,+2,... 


Die Reihe der Ableitungen divergiert hier im allgemeinen. 
Der Reihe b) entnehmen wir die Bemerkung, daf sie in jedem 
endlichen Intervalle gleichmaBig konvergiert und im iibrigen eine mit 
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einer stetigen Ableitung ausgestattete Funktion repriisentiert, und 
doch ist sie im Punkte « = 0 nicht gliedweise differentiierbar. 

Hine hinreichende Bedingung fiir die gliedweise Differentiation 
einer Reihe wird durch folgenden Satz gegeben. 


Kriterium fir gliedweise Differentiation.’) Haben dve 
Glieder einer konvergenten unendlichen Rethe 


(1) f(a) = u(x) + Ug(x) +--> 


im Intervalle a < a < b stetige Ableitungen erster Ordnung und kon- 
vergiert die Rethe der Ablertungen 


(2) p(x) = ui (x) + us(x) +++: 


gleichmapig in diesem Intervalle, so libt sich die vorgelegte Rethe glied- 
weise differentiieren. Die Ableitung f' (x) ist iiberdtes stetig. 


Vor allem stellt die Reihe (2) nach § 8 eine stetige Funktion 
g(x) vor. Nach dem Ergebnisse des vorhergehenden Paragraphen 
darf man ferner diese Reihe gliedweise integrieren: 


fp) dar = [1g (2) — ty (tt9)] + [ta(2) — ta (09)] + += 


Nun ist 
f (Zo) = M1 (Zo) + Ue(%o) + °°, 


also ist 
zx 


Jola)de + f(a) = f(a). 
Durch Differentiation dieser letzten Gleichung erhilt man die Re- 
lation 
p(x) =f’ (x), 
w. Z. b. w. 

Beim Beweise haben wir die Konvergenz der Reihe (1) nur in 
einem einzigen Punkte benutzt. Demgema8 li8t sich der Satz auch 
etwas allgemeiner formulieren. 

Andererseits kann man ganz auf die Stetigkeit der Ableitungen 
verzichten, indem man das Theorem von Kap. 12, § 10 heranzieht 
und die Funktion 


8n (Zo + AZ) — Sn (49) 


Ae =38(n, Az) 


1) Darboux, Ann. de V'école norm. (2) 4 (1875) p. 83. 
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mit jenem s,(m) identifiziert, wobei Ax jetzt an Stelle von m tritt. 
Dann wird 


s(n, m) — s(n’, m) - >I NEST ED) =) Ux’ (ty + O Ax), 


k=n'+1 k=n'+1 


woraus denn erhellt, da alle Bedingungen jenes Satzes erfiillt sind. 
Aus dem soeben gewonnenen Kriterium folgt der 


Potenzreihensatz. Hine Potenzreihe 
Ay + 0 + A,07 +-- 


lapt sich fiir jeden innerhalb thres Konvergenzintervalls gelegenen Wert 
von x gliedweise differentieren. 


Sei x’ ein beliebiger solcher Wert, und man nehme ein ganz 
innerhalb des Konvergenzintervalls | 7| < R gelegenes Unterintervall 
|x| <h so an, daB letzteres den Punkt #’ umfaBt: |2’| <h < R. 
Dann konvergiert die Reihe der Ableitungen 
(3) a, + 2a,% + 8a,"24+--- 
nach den Satzen von § 4 im Intervalle | «| < R absolut und mithin 
im Unterintervalle |z| <h gleichmifig. Da auch die iibrigen Be- 
dingungen des Kriteriums offenbar erfiillt sind, so ist der Beweis fertig. 

Wir bemerken noch, dai das Ergebnis der gledweisen Differen- 
tiation wieder eine Potenzreihe (3) mit gleichem Konvergenzinter- 
valle ist. Daraus folet, da man die urspriingliche Potenzreihe be- 
liebig oft gliedweise differentiieren darf. 

Der Satz gilt auch fiir Potenzreihen mit beliebig vielen Variabelen. 


Aufgabe. Sei Sa, eine absolut konvergente Reihe. Dann 
n=0 
definieren die Reihen 
co oo 
<a & gees 
u=tat+ > Anr" COSNY, = > Gnr” sin ny~ 
fit n= 
im Bereiche 
Ore #1, Coe ao 


zwei stetige Funktionen der beiden unabhangigen Veranderlichen r, yp. 
In jedem inneren Punkte des Bereiches ist 


du 1 ov 1du_ ov 
: or. or ¢@’ r ae or’ 
sowle < 
C2 U Uu 
fate : =0. 
1 sa 


Man begriinde alle diese a nen 
Osgood, Funktionentheorie. I, 5. Aufl. 8 
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§ 7. Stetigkeit einer durch ein bestimmtes Integral dargestellten 
Funktion.}) 


Wir betrachten das eigentliche bestimmte Integral 


Sta, aaa, 


wo also die Grenzen a, b beide endlich sind und im iibrigen der 
Integrand fiir jeden Wert von a@ im Intervalle (a, b): 


gy ae 


eine eindeutige stetige Funktion von @ ist. Das Integral definiert 
dann eine Funktion * 

= f(a, ada 

a 


der es jedoch giinzlich an Higenschaften mangelt, denn g(a) kann ja 
jede beliebige Funktion von @ sem. In der Tat sei y(a) ee vollig 
willkiirliche Funktion von @. Setzt man nur 
a 
{(@, a) = ee, 

so erhailt man g(a) als Wert des Integrals. 

Jetzt legen wir der Funktion f(#, a) noch die weitere Be- 
dingung auf, in jedem Punkte 2, a des Bereichs 


jas@asb, 
R: 
ees c= os 
eine stetige Funktion der beiden unabhingigen Variabelen 2, a 
z zu sein. Diese Forderung 


hat zur Folge, dap (a) 
stetig wird. Geometrisch 
leuchtet das sofort ein, 
wenn man sich die Fliche 


1) 2= f(a, a) 


A ee er . 
vic oe tuber dem Bereich R aus- 


2 ge ae 
a dg 


1) Wegen einer einfachen Formulierung der Kriterien von §§ 7—8 fiir 
solche uneigentlichen bestimmten Integrale, welche in der Praxis am hiufigsten 
vorkommen (man denke etwa an das Integral fiir die f-Funktion), sei auf 
einen Aufsatz des Verfassers verwiesen: ,,Problems in Infinite Series and Definite 
Integrals; with a Statement of Certain Sufficient Conditions which are Funda- 
mental in the Theory of Definite Integrals‘; Annals of Mathematics, 2. Folge, 
Bd. 3 (1902), S. 129—146. 
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gespannt denkt und sie dann mit der Ebene a = a, schneidet. Die 
Funktion g(a) laBt sich hierbei fiir @ = a, als der Flacheninhalt 
desjenigen Stiickes dieser Hbene deuten, welches von der Flache (1) 
und den drei Ebenen z= 0, =a, 4 =b begrenzt wird. Erteilt 
man «@ jetzt den neuen Wert a + Aa, so wird g(a, + Aa) durch 
den Flaicheninhalt eines benachbarten Stiickes der Ebene a=a,+ Aa 
dargestellt. Wegen der Stetigkeit der Flache (1) weicht dieser zweite 
Flacheninhalt offenbar nur wenig vom ersten ab, womit denn die 
Stetigkeit der Funktion y(a) zutage tritt. 

Arithmetisch liBt sich der Beweis folgendermafen fiihren. Im 
abgeschlossenen Bereiche R ist f(x, a) gleichmaBig stetig. Nimmt 
man also ein positives ¢ beliebig an, so kann man ein positives von 
x und @ unabhangiges 6 so bestimmen, daf 


| f(z, @) —f(2’', a’) | <e 
bleibt, wenn (2, a), (x’, a’) zwei beliebige an die Relationen 
Lee fod,” |a—a | <6 


geknipfte Punkte von R sind. Nun ist 


9 (a+ Aa) — p(t) =f {f (a, a+ Aa) —f (a, %)]da. 


Unterwirft man daher Aa der Bedingung | Aa| <6, so kommt: 


b 


Lp (@o+ Aa) — 9a) |<f |fla, % + Aa) — fla, %)|da < eb —a). 


Hiermit ist also gezeigt, daB die Funktion g(a) im Punkte a = ay 
und sonach auch im ganzen Intervalle (a, 6) stetig ist. 
Bisher war vorausgesetzt, da das Intervall (a, b) abgeschlossen 
sei. Ist dies nicht der Fall, so braucht man nur an Stelle von f& 
einen abgeschlossenen in & enthaltenen, die Gerade a = a umfassen- 
den Bereich 
ie i CS 


zu nehmen, wobei dann alle friiheren Schliisse noch in Kraft bleiben. 
Das Ergebnis formulieren wir in dem folgenden 
Stetigkeitskriterium.') Ist f(x, a) eme wm Bererche 


te Ge CS 0, asasb 


1) Dini, Analisi infinitesimale, 1877/78, p. 102, und Fondamenti per 
teorica delle funzioni di variabil reali, 1878, Nr. 286; Harnack, Differential- 
und Integralrechnung, 1882, p. 280. 
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stetige Funktion der beiden unabhiingigen Variabelen x, a, so stellt das 
eigentliche bestimmte Integral 


fice a)da 


eine stetige Funktion von «a vor. 
Allgemeiner braucht dabei das Intervall (a, 6) weder abgeschlossen 
noch endlich zu sein. 


Der Satz nebst dem Beweise lift sich sofort auf Integrale er- 
weitern, deren Integrand von mehreren Parametern abhiingt. Sei (A) 
ein beliebiger Bereich im n-fach ausgedehnten Raume der  Para- 
meter @,-.-, @,- Dabei mégen alle oder auch nur ein Teil der 
Randpunkte von (A), inbesondere gar keine derselben, mit zum Be- 
reiche gerechnet werden. Man betrachte den Bereich R, dessen 
Punkte (2, @,,...,«@,) aus einer willkiirlichen Kombination eines x 
aus dem endlichen Intervallea < « < b mit einem Punkte (a, ..., @p) 
von (A) entstehen. In diesem Bereiche R soll eine Funktion 
f(@, @, ..., @) eindeutig erklirt und stetig sein. Besagtes Kri- 
terium lautet dann folgendermafen: 


Das Integral 
6 
a FEE Ory een af Oa Oe. 


stellt eine in (A) stetige Funktion p(a,,..., Gp) vor. 


In der Tat sei (@,,...,@,) ein beliebiger Punkt von (A). Dann 
wird f(z, @,,...,4,) in jedem Punkte der abgeschlossenen Strecke 
(2, Oia eae Gals Bi a 


eine stetige Funktion der n + 1 Argumente (a, a, ..., @) sein. 
Daraus folgt, daB f(z, a,,...,a,) lings dieser Strecke gleichmaBig 
stetig ist, vgl. Aufgabe 3 unten: 


fad, 1,0) OTe ee 


/ 


Bo BAG, | a --a&, |< d. 


Von hier ab gestaltet sich der Beweis gerade so, wie vorhin. 
Selbst im Falle, wo die Integrationsgrenzen veriinderlich sind, 
aber stetig von den Parametern abhiingen, stellt das Integral eine 
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stetige Funktion vor. Man braucht da nur eine neue Integrations- 
variabele ¢ vermége der Transformation 


x=(b—a)jit+a 


einzufihren. Hierdurch geht das Integral in folgendes iiber: 


(b—a) f f(b —a)t+a, m,..., a,)dt. 


Dieses Integral liefert aber nach dem vorstehenden Kriterium eine 
stetige Funktion. Also: 


Das Kritervum bleibt noch bestehen, wenn die Integrationsgrenzen 
beluebige stetige Funktionen der Parameter sind. 
Insbesondere stellt das Integral 


y 
{f(a q,-.-,a)de, aS&<b, aSnsb, 
é 


ee stetige Funktion der n +2 Argumente £,, a,.-., @p Vor. 


Endlich gilt der Satz auch fiir mehrfache Integrale mit festem 
Integrationsbereich. Sei etwa V ein abgeschlossener Bereich im drei- 
dimensionalen Raume, und sei & der Bereich, dessen Punkte (2, y, z, 
@y,+.+.+,@,) aus der Kombination der Koordinaten (2, y, 2) eines 
beliebigen Punktes von V mit denjenigen eines beliebigen Punktes 
(a1, +--+ ,@,) von (A) entstehen. In diesem Bereiche F# soll eine 
Funktion f(x, y, 2, @,..-,@,) eimdeutig erklirt und stetig sein. 
Dann lautet das Kriterium, wie folgt: 


SS Jie Ys % By, ++ o, an) AV 


stellt eine in (A) stetige Funktion vor. 
Der friihere Beweis bleibt noch in Kraft. 
Aufgabe 1. Sei die unendliche Reihe 


Das Integral 


U(x, a) + Uy(%, a) +-->, 
deren Glieder im endlichen Bereiche 


he (25% 0, Cis 0 = 5 
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stetige Funktionen der beiden unabhiingigen Variabelen 2, a sind, 
in R gleichmafig konvergent. Man zeige, da& dann die Reihe 


b b 


[ra(e, a)dx +f tis(a, a)dx+--- 


a 
eine stetige Funktion von a@ definiert. 
Aufgabe 2. Sei (2, a) stetig im abgeschlossenen Bereiche 
Be. Se be eee 
a= y,(a), b = p2(a) , 


wobei y,(@), y2(a) stetig im Intervalle a S a Sb sind, und auBer- 


dem 
y, (a) <<ye(a), a<a<b; y,(a) = y2(a). 


Man zeige, daB die Funktion 
- 
9 (a) =f f(«, ade 


auch im Punkte @ = a stetig ist. 


Aufgabe 38. Sei f(a,,..., %,) im jedem Punkte eines Bereichs R 
des (@,,..-, ,)-Raumes stetig, und sei Yt ein in R gelegener ab- 
geschlossener Bereich von weniger Dimensionen. Dann ist f, als 
Funktion aller n Argumente betrachtet, in It gleichmaBig stetig; 
d. h. einem beliebig klemen positiven ¢ entspricht ein festes posi- 
tives 6 derart, dab 


LF (ety om 09 Cs) = F (Ogre ny By) | < &, 


wo (a,,---,4,) irgendein Punkt von Jt und (a#,,..., %) irgend- 
ein Punkt von R ist, wofiir nur 


| %, —a,| <6, dong Ree Sra ef 


Dabei braucht R nicht abgeschlossen zu sein. 


§ 8. Von den iterierten Integralen. 
Sei S ein abgeschlossener Bereich der (az, y)-Ebene, welcher 
zwischen den Randkurven (Fig. 34) 
Cy: y = (2); Cor ¥Y = Y2(2) 


liegt. Dabei sollen y,(x), w(x) im abgeschlossenen Intervalle 
asa sb stetig sein und auBerdem soll 


Wp, (2) <— Wo(Z), Gat. <= De 
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Sei ferner f(x,y) eine in S Y 
stetige Funktion. Bildet man das 
Integral 


¥, 
JSi@ydy,  Ys= vila), 
yy 


wo «x einen beliebigen konstanten 
Wert im abgeschlossenen Intervalle 
(a,b) hat, so stellt dasselbe nach ol 
§7 eine stetige Funktion Y(x) vor. 7 % 
Indem man endlich ¥Y(z) iiber das 

Intervall (a,b) integriert, erhailt man das iterierte Integral 


Andererseits betrachte man das Doppelintegral, Kap. 1, § 10: 


Sf ite y) dS. 


Dasselbe lat sich durch das iterierte Integral auswerten, und zwar ist 


Sf ie. was = faz fic y) dy. 


Diesen Hauptsatz der Integralrechnung beweist man mit Leichtig- 
keit vermége der von uns zugrunde gelegten Definition des Doppel- 
integrals. Zur Hinteilung der (x, y)-Ebene gehe man von den bei 
jener Definition beniitzen Quadraten aus und ziehe zunachst solche 
davon heran, welche ganz innerhalb S legen. Diese werden noch durch 
Rechtecke ergiinzt, wie durch beigefiigte Figur des naiheren ange- 
deutet ist. Nach dem Mittelwertsatze ist nun 


Ym+1 
? 


hice y)dy = AYmf (Li, Ym)» Ym < Ym <Ym+15 


Ym 


wobei m den sukzessiven Kolonnen entsprechend alle Werte 1, 
2,...,@,—1 durehlauft, wihrend J von Kolonne zu Kolonne wachst. 
Danach waihlen wir bei der Bildung der Summe 


Se = Dif (0 yx) AS: 


als Punkt (2,, y,) den Punkt (a, Yn’), wobei wbrigens AS; der 
Wert ArvAy, zukommt. 
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Fassen wir diejenigen Glieder der Summe zusammen, welche ein 
und demselben Werte 2 = 2, entsprechen, d. h. welche eine volle 
Kolonne von Quadraten und Rechtecken ausmachen, so kommt: 


Ya 
> fers yw AT AYm = Ax ff (er, y)dy, Yi= yular), 
m yy 


wobei m nur solehe Werte durchliiuft, welche dieser Kolonne ange- 
hoéren. 
Hiermit ergibt sich folgende Darstellung fiir S,,: 


Ys 
Sn => Aa [f(a y)dy =>) U(m) Ac. 
l yy l 


La8t man nun » unbegrenzt wachsen, so nihert sich die lnke Seite 
dieser Gleichung dem Doppelintegral, wiihrend die rechte Seite dem 
iterierten Integral als Grenzwerte zustrebt. Hiermit ist also der Be- 
weis geliefert. 

Die Ausdehnung des Satzes auf solche Bereiche S, welche sich 
in eine endliche Anzahl von Teilbereichen obiger Beschaffenheit zer- 
legen lassen, ist sofort evident. Auch hat eine éhnliche Erweiterung 
des Satzes statt, wenn f(x, y) unstetig ist, sich aber innerhalb der- 
artiger Teilbereiche stetig verhilt und ausnahmslos Randwerten zu- 
strebt. 

Im ibrigen iibertriigt sich das Verfahren ohne weiteres auf 
Volumen- und héhere mehrfache Integrale. 


§ 9. Differentiation unter dem Integralzeichen.') 


Kriterium fiir Differentiation unter dem Integral- 
zeichen. Leibnizscher Satz.”) Ser f(x, a) fiir jeden Wert von a 
im Intervalle (a,b) eime wm abgeschlossenen Intervalle a< a2 <b 
stetige Funktion von x. Ist ferner 

0 
fa(t, «) = 2 
eine stetige Funktion der beiden unabhiingigen Verinderlichen x und a 
fiir alle in Betracht kommenden Werte dieser Varwabelen, so lapt das 
zwischen festen Grenzen a, b genommene Integral 
b 


Jf(o, ode 


a 


1) Man vergleiche die erste Anmerkung zu § 7. 
2) Dini, Analisi infinitesimale, 1877/78, p. 107; Harnack, Differential- 
und Integralrechnung, 1882, p. 283. Encyklopddie Il A 2 Voss, Nr. 36. 
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eme stetige Ableitung nach a zu, und zwar wird dieselbe durch die 


Formel 
b b 


£ file, ode =f Has 


a 


vorgestellt. Dabet braucht das Intervall (a, 6) weder abgeschlossen noch 
endlich zu sein. 


Man setze 


Dann ist 
P(g + Aa) — 9(%) =f [f(@, H+ Na) —f (a, a)|da. 
Wegen des Mittelwertsatzes hat der Integrand den Wert: 


f(@, @ + Aa) —f (az, a) = Acf, (2, a + 0Aa). 


Ist nun das Intervall (a, 6) abgeschlossen, um uns zuniichst auf diesen 
Fall zu beschrinken, so ist f,(%,«) im abgeschlossenen Bereiche 


R: Gat =); Ors 
gleichmibig stetig. Setzt man also 
f(z, Qo of 0Aq) a jen, o) oF ae 


so l4Bt sich einem beliebig kleinen positiven ¢ stets ein konstantes 
positives 6 so zuordnen, da8 


bred eye wenn nur |Aa| <6 


ist. Dies gibt 


b b 
P (A + pelea ogy =i. (2; Oo) da +f Cae, 


wobei 


a) 
| fede | <2 —a) 
ist. Folglich ist i 


Aa=0 


b 
lim 20 = a ae (40) = fie, @o) dx. 
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Die Stetigkeit der Ableitung ergibt sich aus dem Satze von 
§ 7. Ist endlich das Intervall (a, b) nicht abgeschlossen, so verfahre 
man wieder genau ebenso, wie in § 7 bei der entsprechenden Frage. 

Der Satz ist einer ahnlichen Verallgemeinerung fihig, wie das 
Kriterium von § 7. Unter Beibehaltung der daselbst eingefiihrten 
Bezeichnungen lift sich das Ergebnis, wie folgt, aussprechen. 


Ist f(@, @. ~~... @,) nm R eindeutig erklirt wnd fiir jeden festen 
Punkt von (A) eine im Intervalle a < x S b stetige Funktion von 2x; 
ist ferner ¢f/éa; im Bereiche R stetig, so léBt die Funktion 


1) 
GCA 


eine stetige Ableitung nach a; zu, und zwar ist 
b b 


o yD 
Pf He i Gn) da = f fas. 


Der Satz gilt auch fiir mehrfache Integrale. 


Bei veriinderlichen Integrationsgrenzen gestaltet sich das Krite- 
rium wie folgt: 


Satz. Ser f(x, a) eine wm abgeschlossenen Bereiche 
S: Gat = b; asasb 
stetige Funktion der beiden unabhiingigen Verdnderlichen x, a, wobet 
a=y(a), b=a(a), [p(a)<o(@), a<a<b] 


stetige, mit stetigen Ableitungen erster Ordnung ausgestattete Funktionen 
von a bedeuten. Ser ferner 

of 

Oa ae he (x, a) 
eme in den Punkten ax<a<b, axaxb vonS stetige Funk- 
tion, welche in den ausgenommenen Randpunkten Randwerte annimmt. 
Dann lift das Integral 


b 


Ji (a, @) de 
eine stetige Ableitung nach a zu, und zwar wird dieselbe durch die 


Formel 
4 h 


d , dl d 
£ fic a) da = fitae +70, ao f(a, oF 


a 


vorgestellt. 
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Allgemeiner braucht das Intervall (a, 6) weder abgeschlossen noch 
endlich zu sem. 


Hs genigt, den Satz fiir den Fall zu beweisen, daB a unver- 
anderlich bleibt. Sei némlich a = a’ ein beliebiger Wert von a im 
Intervalle (a, 6), und man nehme ¢ so an, daf 


ya’) <<¢ <@(a’) 


ist. Dann kann man das Integral fir alle in der Nahe von a’ ge- 
legenen Werte von a, wie folgt, zerlegen: 


b c b a 6 
_ . ° 
faf+f=—fof 
Ta ln ? 
e e e e 
a a c c c 


woraus denn die Richtigkeit der Behauptung sofort erhellt. 

Indem wir also a von jetzt ab als eine Konstante ansehen, be- 
trachten wir die Funktion der beiden unabhingigen Veridnderlichen 
a, 0: 


im Bereiche 
lage hy Wee Nabe ax<b<o(a). 


In allen inneren Punkten von RF ist 


b 
Op _ Op 
2 fi.(e,cjde, $8 $6, a). 
Nach den Entwicklungen von § 7 sind sowohl die erste dieser Funk- 
tionen als auch (a, b) selbst stetig im abgeschlossenen Bereiche Lf, 
die zweite Funktion ist schon nach Voraussetzung dort stetig. Ziehen 
wir nun den letzten Satz von Kap. 2, §3 heran, indem wir jene 
Funktion F(z, y) mit g(a, b) identifizieren, so sehen wir, da in 
einem beliebigen Punkte des Randes b = w (a): 

dy __— da db 

ds ‘ads Seale 
ist, wobei als Kurve L eben der Rand selbst genommen wird. Hieraus 
ergibt sich die Relation 

d db 
Gye ant 


und damit ist der Beweis erbracht. 
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Auf Grund der vorausgehenden Betrachtungen kénnen wir noch 
den folgenden Satz aussprechen. 


Unter den Voraussetzungen des vorstehenden Satzes stellt das 
Integral 


A, 
(P, q, &) =f f(x, «) de 
Pp 
eine im Bereiche 


as aspsb, G7e.9 0, tS o1s 
stetige Funktion der drei unabhiingigen Verinderlichen p,q,a@ vor, 
welche in allen inneren Punkten von & stetige Ableitungen der ersten 
Ordnung besitet: 


0g 


? 
a O a . 
= Tt), 57 =f@), a? = fj (a a) de. 
Pp 


Diese Ableitungen sind sdmtlich am Rande von 2 stetig. 


Soll der Integral von mehr als einem Parameter abhingen, so 
liegt die Verallgemeinerung auf der Hand. 


Anhang. Uber nicht-analytische Funktionen. 


Hine reelle Funktion einer reellen Verinderlichen heibt analytisch 
in einem Punkte, wenn sie in der Umgebung dieses Punktes nach 
dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt werden kann. Sie heifbt 
analytisch i einem Intervalle, wenn sie in jedem Punkte des Inter- 
valls analytisch ist. Diese Definitionen iitbertragen sich sofort auf 
reelle analytische Funktionen mehrerer reellen Verinderlichen. 

Die Funktionen einer Variabelen, mit denen man sich in der 
Differential- und Integralrechnung hauptsichlich beschiftigt, héren 
nur in isolierten Punkten auf, sich analytisch zu verhalten und werden 
iibrigens in diesen Punkten entweder selbst -unendlich oder aber 
ihre Ableitungen sind dort nicht alle vorhanden. Andere isolierte 
Singularititen haben wir im 1. Kapitel eingehender besprochen. Als 
frappantes Beispiel fiir die Méglichkeiten, welche die bloBe Forde- 
rung der Stetigkeit gewihrt, pflegt man die bereits erwihnte W eier- 
straBsche Funktion anzufiihren, welche ausnahmslos stetig ist und 
doch nirgends eine Ableitung zula8t. Der Graph der Funktion hat 
in jedem Intervalle Spitzen mit vertikaler Tangente und entzieht 
sich damit der gewohnlichen Anschauung einer Kurve so weit, daB 
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man frither sogar in Versuchung kam, ihm die Berechtigung, tiberhaupt 
als Kurve aufgefaBt zu werden, abzusprechen. 

Durch Integration der Weierstra8schen Funktion erhalt man 
ein Beispiel einer Funktion, deren geometrisches Bild zwar eine mit 
einer stetigen Tangente versehene Kurve ist, auf welche aber der 
Begriff der Krimmung nirgends paBt. 

Diese Funktionen sind einerseits nicht analytisch, andererseits 
geht den entsprechenden Kurven die eine oder die andere geometri- 
sche Higenschaft ab. Im AnschluB hieran hat sich die Ansicht ge- 
bildet, da8 eine nicht-analytische Funktion auch notwendig etwas 
Bizarres an sich haben miisse. Doch ist das durchaus nicht der Fall, 


wie wir jetzt durch eine andere Klasse von Beispielen zeigen wollen. 
1 


Die Funktion y = e *, Yu diesem Behufe gehen wir von der 


Funktion aus?): 
1 


HG Nene F< ime) 
F005 


Fiir alle Werte von z, insbesondere aber fiir z = 0, besitzt dieselbe 
stetige Ableitungen aller Ordnungen, und zwar ist 


f” (0) = 0, n=1,2,. 


In der Tat wird die n° Ableitung durch einen Ausdruck von der 
Form gegeben: 


1 
G(aje @ 
f(x) a gm Re 4 0 = 0, 


wo G(a) ein Polynom und m eine natiirliche Zahl ist, wie durch den 
Schlu8 von n auf  -+ 1 erhellt. Da nun ferner fiir alle Werte von k 


1 
: 2 ‘ yk 1 
lim *- = lim 5 = 0 (e=—) 
z=0 y=o 


ist, so schlieBt man, dab 
lim’ f(z) =.0 


z=0 


1) Will man dem allerdings trivialen Hinwande begegnen, dal diese Funk- 
tion nicht durch eine einheitliche Formel definiert ist, so braucht man ja nur 


zu schreiben: 
n 


f (x) = lim @ naur+1 


n=o 
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ist. Hieraus ergibt sich wieder vermége des Schlusses von n auf 
n +1, daB f”(0) existiert und den Wert 0 hat, denn mit Hilfe des 
Mittelwertsatzes findet man 
(% Fi) . 
fm+0(0) = lim 1 : Pr”) _ tim +062) = 0, 
x=0 z=0 

wobei, fiir n = 0, unter f(a) eben die Funktion f(x) selbst zu ver- 
stehen ist. 

Trotzdem ist diese Funktion im Punkte x = 0 nicht analytisch. 
Denn die Taylorsche Reihenentwicklung 


f(a) =f0) +7 e+ OP w+... 


verschwindet ja identisch und stellt also die Funktion nur fir den 
einen Wert « = 0 dar. Sehen wir nun zu, ob die entsprechende 
Kurve eine geometrische Kigentiimlichkeit im Punkte « = 0 auf- 
weist, so stellt sich heraus, dafi eben keine vorhanden ist. Die Kurve 
verliuft dort glatt, sie ist zwar auBerordentlich platt an dieser Stelle, 
doch wiederum nicht so platt, wie die analytische Kurve y = 0. 
Wo ist da also eine geometrische oder eine funktionentheoretische 
BKigenschaft, welche wir bei unsern Funktionen nicht vermissen 
mochten, welche aber dieser Funktion abginge ? 


Hin zweites Beispiel: y = O(x). Wir wollen jetzt zu einem 
Beispiel einer Funktion tibergehen, welche sich nirgends analytisch 
verhilt und doch stetige Ableitungen aller Ordnungen besitzt. Man 
bilde sich vorab die Funktion 


p(x) = f(sin wa), 


wo f(x) die soeben besprochene Funktion bedeutet. Diese weist 
in den Punkten c = 0,4+1,+2,... gleiches Verhalten, wie so- 
eben die Funktion f(z) im Punkte « = 0, auf. Hierauf fasse man 
die Funktion 


A) 
ny E(u @) 


ins Auge. Die dieser Funktion zugehorige Kurve entsteht aus der 
graphischen Darstellung der Funktion y = (x), indem man die 
Ebene durch eine Ahnlichkeitstransformation im Verhiltnis von 1 
zu 1/n! zusammenschrumpfen laBt: 


Fae Peers J 
ae or 
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Sie hat daher dieselbe Gestalt, nur ist sie nach einem kleineren 
MaBstabe angelegt. Im ibrigen ist 
Bele =) 1 ep 
Ent ey == 0, 
say lex ne So. +1, +2, 
In diesen Punkten vernalt sich y(n!x) also nicht analytisch, sonst 
ist p(n! a) analytisch. Letzteres erhellt sofort aus dem allgemeinen 
Satze von Kap. 7, § 18. Man kann den Beweis aber auch vermége 
der Reihensatze der algebraischen Analysis, insbesondere mittels des 
Zusatzes von Kap.7, §14 fihren. 
Sodann setzen wir die unendliche Reihe an?): 


D(z) = a 9(2) + 5¢ p(2! a) + SpB!a)+---, 


wobei die Koeffizienten a, so gewahit werden, da sie mit wachsen- 
dem n rapide abnehmen. Fiir unsern Zweck geniigt schon die An- 


nahme: 
1 


an (lye? 
Demgemaé8 wird 
! 

(1) O(x) = Se. 

Jetzt behaupte ich: a) die Funktion ®(z) hat stetige Able tungen 
aller Ordnungen; b) ®(x#) verhalt sich nirgends analytisch. 

ad a) Wir wollen zunichst zeigen, da’ ©’ (x) existiert und stetig 
ist. Das folgt nach den friitheren Satzen dieses Kapitels daraus, dab 
y’ (x) eine stetige Funktion von z ist, welche fir alle Werte von & 
(d. h. im Intervalle — oo < x < oo) endlich bleibt: 


| p’(2) | <G, 


wo G, eine Konstante bedeutet. Nach dem WeierstraBschen Kri- 
terium § 4 erweist sich mithin die Reihe 


oO 
y(n! a) 
m!)n—1 
a (n!) 
als gleichma&Big konvergent, indem man 
G, 


a (n})n-2 1 


1) Hierbei bedienen wir uns wieder einmal des von Hankel herriihrenden 
Prinzips der Verdichtung der Singularitdten; vgl. das Zitat, p. 94. 
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setzt. Die Konvergenz der Reihe (1) ist sofort ersichtlich. Dem 
Kriterium von §6 zufolge liBt sich also die Reihe (1) gliedweise 
differentiieren, und ihre Ableitung ist auBerdem stetig. 

Genau ebenso kann man zeigen, daf auch die zweite, dritte, «> - 
k® Ableitung von ®(x) vorhanden und stetig sind, w. z. b. w. 

ad b) Sei zunachst 2) = p/q ein beliebiger rationaler Wert von 
x, der nur keine ganze Zahl ist. Dabei sollen p und q teilerfremde 
ganze Zahlen und q > 1 sein. Sei ferner » der kleinste Wert von n, 
wofiir n! durch q teilbar ist. Danach ist v!/q eme ganze Zahl, dagegen 
ist (vy — 1)!/q, sowie p(y —1)!/q ein Bruch. Infolgedessen stimmt 
jede Ableitung der Funktion ®(«) mit der entsprechenden Ableitung 


der Funktion 
: y (2! a) y(~—1)! x) 
(2) + one Fo + G@Spyet 


im Punkte 2, tiberein. Nun verhilt sich aber jedes Glhed dieser 
Summe und somit auch die ganze Summe im Punkte 2 analytisch. 
Setzt man also die Taylorsche Reihenentwicklung fiir die Funktion 
@(x) in diesem Punkte an: 


P(x) + P'(xo) (x — Xo) + 2! st (ea) ea 


so erhilt man eine unendliche Reihe, welche allerdings innerhalb 
eines bestimmten Intervalls konvergiert, sie stellt aber nicht die 
Funktion ®(x), sondern nur jene ersten vy — 1 Glieder der Reihe (1) 
vor. Daf nun diese beiden Werte doch im allgemeinen nicht zu- 
sammenfallen, erhellt schon daraus, da fiir jeden irrationalen Wert 
von a alle Glieder der Reihe (1) positive Werte haben. 

Hiermit ist aber auch zugleich gezeigt, daB die Funktion ® (zx) 
sich iiberhaupt fiir keinen Wert von & analytisch verhilt. 


Die graphische Darstellung der Funktion y = ®(x). Es bleibt 
nur noch wbrig, uns Rechenschaft dariiber zu geben, wie sich die der 
Funktion y = ®(z) entsprechende Kurve ausnimmt. Zu dem Zwecke 
stellen wir uns der Reihe nach die Annaherungskurven vor: 

ae = yp (2! p(n! a) 
ie 8n(Z) <a p (2) a (2!)2 ati aes (n!)n 
und bedenken dabei, da der Ubergang von der (n — 1)" zur n*" 
Kurve dadurch bewerkstelligt wird, da&S man die Ordinaten von 
Y = 8,_,(£) um die GrdBe 


7) — 9 in! @) 
4 = “(nl)n 
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andert. Nun erwies sich schon die Kurve 


may?) 
n! 
als der Kurve y = (x) ahnlich, teilt man aber ihre Ordinaten 
noch durch (n!)"~1, so schmiegt sie sich der Geraden y = 0 auBer- 
ordentlich eng an, und auch ihre Tangentenrichtung, sowie ihre 
Kriimmung weichen nur wenig von denjenigen jener Geraden ab. 
Infolgedessen erhalt man bereits fiir einen kleinen Wert von n in der 
Annaherungskurve y = s,(x) eine zuverlassige Reprasentantin der 
Grenzfunktion!) y = @(z). 


Nicht-analytische Funktionen mehrerer Verinderlichen. Ein Bei- 
spiel emer nicht-analytischen Funktion mehrerer unabhingigen Ver- 
ainderlichen erhalt man offenbar sofort, wenn man das Argument 
der obigen Funktion ®(x) durch ein beliebiges Polynom in a, y, z,... 
ersetzt. Man kann aber auch in dhnlicher Weise wie vorhin vor- 
gehen und etwa die Reihe ansetzen: 


ee = p(n! a2) p(n! y)p(mtz2)... 
i aces (nin 


Dances 
n=1 
Uber die durch die Funktion ®(x) vertretene Klasse nicht-analy- 
tischer Funktionen. Die Funktion ®(zx) liefert den Beleg fiir die 
Fixistenz einer Klasse von Funktionen, welche Ableitungen aller 
Ordnungen besitzen, ohne jedoch durch eine Potenzreihe darstell- 
bar zu sein. Beziiglich solcher Funktionen wiederholen wir die Frage, 
womit wir die Diskussion der Funktion f(x) schlossen: Wo ist da 
eine geometrische oder ewe funktionentheoretische Higenschaft, welche 
wir bet unseren Funktionen nicht vermissen mdéchten, welche aber 
diesen Funktionen abginge? 


Man wird vielleicht darauf erwidern: Schon die Higenschaft, 
in eine Taylorsche Reihe entwickelbar zu sein, wird der Funktion 
nicht zuteil, und damit geht so mancher einfacher Beweis, der sich 


1) Wollte man noch die héheren Ableitungen von ®(«), etwa die 1000%t, 
auf die nimliche Weise untersuchen, so wiirden die ersten paar Glieder der 
abgeleiteten Reihe kein rechtes Bild der Grenzfunktion liefern, vielmehr weisen 
dieselben starke Schwankungen auf, welche sich jedoch spiter legen, so dab 
von einer bestimmten, allerdings nicht ganz frith eintretenden Stelle ab die ana- 
lytisch bereits konstatierte gleichmaifige Konvergenz der Reihe wieder in ihre 
Rechte tritt. Die Reihe konvergiert schlecht — wie zum Beispiel die Expo- 
nentialreihe Y2”/n! fiir «1000, — und kommt ihrem Grenzwert erst nach 
mehreren hundert Gliedern gleichmiBig nahe. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 9 
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auf das Operieren mit Potenzreihen stiitzt, verloren. Was den ersten 
Punkt anbetrifft, so méchte ich sagen: Schade um die Potenzreihe, 
welche nicht einmal imstande ist, eine so einfache Funktion dar- 
zustellen! Das Mangelhafte liegt hier eben nicht an der Funktion, 
sondern an der Reihenentwicklung, die zu spréde ist, selbst einige 
yon den allereinfachsten Funktionen zum Ausdruck zu bringen. Die 
Fourierschen Reihen, sowie die damit verwandten Reihen der mathe- 
matischen Physik sind dagegen geschmeidiger. 

Wichtiger ist aber die zweite Ausstellung, es ginge eine bequeme 
Beweismethode verloren. In der Tat kann man die Beweise, wie sie 
in der Praxis vorkommen, vermége des Taylorschen Satzes mit dem 
Restgliede: 


f (te + 1) = f(a) + F (aa) h +--+ + EPO ne 4 Ee 


noch einfacher fiihren. Seit langer Zeit habe ich einen zwingenden 
Grund vergebens gesucht, den analytischen I'unktionen in der reellen 
Funktionentheorie eine bevorzugte Stellung einzuriiumen. Bei den 
allermeisten Anwendungen der Analysis liegt ein solecher Grund eben 
nicht vor, denn man kommt, wie gesagt, mit dem 'aylorschen Satze 
mit Restglied rascher zum Ziele. Selbst in der komplexen Funk- 
tionentheorie liegt die Sache nicht anders. Man kann die Haupt- 
siitze dieser Theorie alle noch einfacher ohne die Cauchy-Taylorsche 
Reihenentwicklung als mit Hilfe derselben beweisen. Nur eine Aus- 
nahme wiifite ich anzufiihren. In der Theorie der partiellen Diffe- 
rentialgleichungen ist man beim Cauchyschen Probleme noch nicht 
im Besitze anderer Methoden, um den HExistenzbeweis allgemein 
zu fiihren, als nur deren, welche sich auf Potenzreihen mit mehreren 
Argumenten stitzen. 


Was geht aus diesen Bersprelen hervor? Neben jene bizarren 
nicht-analytischen Funktionen, welche an die Grenzen der Méglich- 
keiten fiir stetige Funktionen vordringen, haben wir eine zweite 
Klasse nicht-analytischer Funktionen gestellt, welchen alle Stetig- 
keitseigenschaften der analytischen Funktionen zukommen und welche 
sich von diesen, wie es scheint, nur durch ein iuBeres Merkmal unter- 
scheiden. Es gibt eben neben jenen hypoanalytischen Funktionen 
auch hyperanalytische, also Funktionen, welche sich mindestens eben- 
so regular verhalten als die analytischen Funktionen selbst. Dem- 
gemiS entspricht die Hinteilung der Funktionen in analytische und 
nicht-analytische nicht der Natur der Sache. 
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Bei orientierenden Untersuchungen — man denke etwa an die 
Lieschen Theorien — pflegt man sich wohl dadurch zu decken, 
da8 man verlangt, alle in Betracht kommenden Funktionen sollen 
analytisch sein. Damit begreift man eine Menge von Higenschaften 
mit ein, welche man vorlaufig nicht iiberblickt, und vermeidet wieder 
Ausnahmefille, deren Existenz man ebensowenig ahnt. Denn die 
analytischen Funktionen sind duldsam und lassen manche begriff- 
liche Unexaktheit ungestraft durchgehen. Befriedigender ist jedoch 
die Formulierung eines Satzes, wenn wir dabei nur solche Hin- 
schrankungen machen, welche dem Wesen der Sache entsprechen, 
also solche, ohne welche entweder der Satz nicht richtig wire oder 
aber der Beweis uns nicht gelingen wiirde. 


O* 


Viertes Kapitel. 
Kurvenintegrale und mehrfach zusammenhingende Bereiche. 


$1. Kurvenintegrale. 


In einem reguliiren Bereiche S der (a, y)-Ebene') sei eine ge- 
schlossene oder eine nicht-geschlossene regulire Kurve L gegeben, 
welche analytisch durch die Gleichungen 


«= 9(s), y = (8), (Ue 1) 


dargestellt werden midge, wobei die Bogenlinge s als Parameter be- 
nutzt wird. Sei ferner eine stetige Funktion f(x, y, s) vorgelegt, wo 
x,y die Koordinaten eines beliebigen Punktes von S sind und s 
im Intervalle (0, 1) willkiirlich genommen wird. Unter dem Kurven- 
integral 


(1) Si(@ y, 8) as, 


iiber die Kurve Z hin erstreckt, versteht man dann folgendes. Man 
zerlege L in n Teilbogen mittels der den Parameterwerten 0 = sy 
<8, <---< 58, =I entsprechenden Punkte (a;, y;). Sei (x,’, y;’) 
ein beliebiger Punkt des Bogens (s;, s;,,), 8,’ der zugehérige Para- 
meterwert, und sei s,;” ein zweiter dem Intervalle s; Ss <s,,, 
ebenfalls angehériger Wert von s. Man bilde ferner die Summe 


n—1 


> a(t, Y's &;)As;, As,= Ax ahaae Si 
4=0 


und lasse » unbegrenzt wachsen, wihrend das gréBte As; gleich- 
zeitig gegen 0 abnimmt. Dann nihert sich diese Summe einem 
Grenzwert, und dieser Grenzwert ist es, welchen wir als den 
Wert des Kurvenintegrals definieren wollen. 


1) Wegen der Definition eines reguldren Bereiches oder eines Bereiches S 
vergleiche man Kap. 2, § 2. 
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Um die Definition zu begriinden, setze man 
f(a’, Ue a) a f(x;, Yi» S;) = Ci 


und betrachte man die Summe 


n—1 
> tte, Yor 84) Asi. 
L=0 


Diese nahert sich offenbar beim obigen Grenziibergange dem ge- 
wohnlichen Integrale 


(2) Ste), vs), 8)ds. 


Andererseits kann man die Teilung der Kurve ZL so weit treiben, 
daB der Wert von ¢;, (1 =0,1,...,m—1), dem absoluten Be- 
trage nach, gleichmafig unter die beliebig kleine positive Konstante e 
herabsinkt. Denn die Funktion f(z, y, s) ist ja gleichmafig stetig in 
ihrem Definitionsbereich, da dieser eben abgeschlossen ist. Und 
selbst wenn S nicht abgeschlossen wire — ja, wenn f(a, y, s) sogar 
nur lings L als eine stetige Funktion f(p(t), y (t), 8) d.h. F, s) 
der beiden unabhangigen Variabelen (t, s) im Bereiche 
i ea Os cal me Ua g 

definiert ware, kénnte man doch denselben Schluf beziiglich ¢ 
ziehen. 

Daraus folgt, da®, sobald die Teilung von L geniigend weit 


gediehen ist, Pah n-1 
Dian aaa 
+=0 Oey 


bleibt, oder 


Hiermit ist die in Aussicht genommene Definition gerechtfertigt: 


n—1 


(3) [Flay s)ds =lim > 7 (e/, yi, 84") Asi, 
L Te SOs ares) 
und es ist auch zugleich bewiesen, daB 
1 
(4) fi y s)ds = flow, po, s]ds 
L 0 
ist.1) 


1) Man konnte zwar diese Gleichung von vornherein als Definition des 
betreffenden Kurvenintegrals nehmen. Die vorstehende Definition erweist sich 
aber in der Praxis als niitzlicher. 
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Ist | f (2, y, s)| <M, Na acti 2 y = 9(s), so ist 
(5) Pai f(a, y, s)ds) < MI. 


Zu beachten ist, daB die Definition einen bestimmten Sinn, in 
welchem iiber ZL integriert werden soll, nicht voraussetzt. So hat 
beispielsweise das Kurvenintegral 


[x —8y)ds, 
Y 


iiber den im ersten Quadranten gelegenen Bogen des Kreises 
zt+y%=1 

erstreckt, den Wert — 1, gleichviel ob vom Ende (1, 0) bis zum Ende 

(0, 1) hin integriert wird, oder umgekehrt. Denn As ist eben eine 

wesentlich positive GréBe, wie zum Beispiel bei der Erklirung des 


Flichenintegrals [ [ (a, y)@A der Inhalt AA eines jeden Teil- 


bereiches auch als absolute Gri8e eingefiihrt wird. Erst bei den nach- 
folgenden Integralen wird unterschieden, ob nach der einen Fort- 
schreitungsrichtung auf DL oder nach der anderen integriert wird. 

Zuweilen empfiehlt es sich, den Fall mit einzubegreifen, daB die 
Kurve L sich auf einen Punkt zusammenzieht. Wir legen dem Inte- 
gral dann den Wert Null bei. 


Kin zweites Kurvenintegral ist folgendes. Man geht wiederum 
von einem Bereiche S und von einer darin gelegenen Kurve DL aus, 
deren Endpunkte mit (a,b), (a’,b’) bezeichnet werden mégen.") 
Diese Kurve teilt man dann durch die aufeinander folgenden Punkte 
(Zo, Yo) = (a, D), (%45-Ys), -- «> (n> Yn) = (0’, O') In 1 Bogen ein, und 
nimmt auf jedem letzterer einen Punkt (z,’, y,’) willkiirlich an. Des 
weiteren legt man eine stetige Funktion I(x, y) lediglich der Ko- 
ordinaten (x, y) eines Punktes von S zugrunde und bildet die Summe 

n—1 
> Fai, yi) Aa, AX; = %i41— %. 
i= 0 
Der Grenzwert dieser Summe soll nun als der Wert des Kurven- 
integrals bv 
(a’, b’) 
(6) JE (a, y)de, 


(4, 6) 


1) Im Falle einer geschlossenen Kurve werden (a, b) und (a’, b’) als mit- 
einander zusammenfallend aufzufassen sein. Der Leser wolle sich L indessen 
vorlaufig als nicht-geschlossen denken, die Modifikationen, welche der andere 
Fall bendtigt, liegen dann auf der Hand. 
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uber die Kurve L erstreckt, und zwar in der Richtung von (a, b) 
nach (a’, b’), definiert werden. DaB’ diese Summe auch wirklich 
einem Grenzwerte zustrebt, ergibt sich daraus, daB, dem Mittel- 
wertsatze zufolge, bei geeigneter Hinfiithrung der Bogenlange s als 
Parameter 

Ax, = ¢'(s;")As;,, S_ <8" < 8341, 


wird, wonach sich dann die Summe 


n—1 
PHNCLE Yi) Y (si') As; 
7=0 


unter die bereits behandelten Summen unterordnet. Hiermit ist die 
Definition gerechtfertigt :1) 


(a’, b’) n—1 
(7) {F(a y)da=lim >) F(e/, yi) Aa, 
(a, 6) UI FE, 
und zugleich ist auch ferner bewiesen, dab 
(a’, 0’) 1 
(8) [P(e yde =f F(os, yo) ¢'(s) ds 
(a, 6) 0 
ist. Im iibrigen ist 
(a’, b’) (a, b) 
(9) [F(a y)dz=—{ F(a, y)de. 
(a, b) (a, b’) 


In ahnlicher Weise hat man 
(a’, b’) n—1 l 
{F(a y) dy = lim > F(a, y’) Ay =f FP®, vo) 9s) ds. 
(a, b) N=OG=9 0 
Unter dem Kurvenintegral?) 
(2’, b’) 
(10) [Pde+Qdy oder f Pdx + Qdy, 
(a, 6) L 
wo P und Q zwei in S stetige Funktionen von x, y bedeuten, ver- 
steht man die Summe 
(a’, 5’) (a’, 0’) 
[Pde +f Qdy. 


(a, b) (a,6) 


1) Wie im Falle des Kurvenintegrals (1) so braucht auch hier die Funktion 
F (a, y) nur lings L als eine stetige Funktion G(s) des Ortes auf L definiert 
zu werden. 

2) Der Begriff des Kurvenintegrals 


[Xdo+Vdy baw. [Xde + Ydy + Zdz 


wird durch die physikalische Auffassung der Arbeit gegeben; vgl. des Ver- 
fassers Advanced Calculus, Chap. XI, § 1. 
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Auch hier wird gelegentlich der Fall mit einbegriffen, daB die 
Kurve L sich auf einen Punkt zusammenzieht. Wir legen dem In- 
tegral dann wieder den Wert Null bei. 

Ks ist 

(2, b’) t 
(11) [Pde + Qay =/(P cos tT-+ Q sin t)ds, 
(a,b) b 
wo t den Winkel zwischen der positiven x-Achse und der durch die 
Reihenfolge der Gleder in der Summenbildung 


P(ao', Yo) AM + Pay’, Bra) 2S slo ee rows 
Q(X’, Yo) AL + Y(21'; y, Ax, . 


bestimmten Fortschreitungsrichtung lings LZ bedeutet. Ferner ist 


(a’, 0’) (a, 6) 
(12) [Pde + Qdy =—f Pda + Qdy. 
(a; 6) (a’, 0’) 

Sei S ein reguliirer Bereich, dessen Rand aus n einfachen regu- 
laren geschlossenen einander nicht schneidenden Kurven C,,..., Cp 
besteht. Dann pflegt man die Verabredung zu treffen, dai das Rand- 
stiick C,; in positivem Sinne durchlaufen wird, wenn ein Spazier- 
ginger, der in dieser Richtung auf C, fortschreitet, den Bereich S 
stets zur linken hat. Fihrt man nun das Integral 


[Pda +Qdy 
GY 


tiber jede Randkurve C;, (1 =1,..., n) in positivem Sinne und 
addiert man die dadurch entstehenden Werte zusammen, so erhilt 
man das iiber den ganzen Rand von S in positivem Sinne erstreckte 
Integral 


{Paw + Qdy. 
C 


Kine weitere Definition, welche hier noch zur Sprache kommen 
mu, ist folgende. Sei © eine einfache regulire geschlossene Kurve 
des Bereichs S, gleichviel, ob © zum Rande gehért oder nicht. Im 
ersten Falle wird © wenigstens nicht in seiner Higenschaft als Rand- 
kurve von S angesehen. Dann wird der positive Sinn von ©, wie 
folgt, erklart. FaSt man das Innere © von © ins Auge und betrachtet 
man © nun als Randkurve von G, so legt man © als positiven Sinn 
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denjenigen bei, welcher ihm als Randkurve von © nach der vor- 
stehenden Definition zukommt. 

Dieser letzten Definition zufolge wird also bei positivem Umlauf 
des Gesamtrandes von S nur die auBere Kurve C, in positivem, 
die tibrigen werden in negativem Sinne beschrieben. Demgemi8 
ist auch 


n—1 


(A) f Pde+Qdy=fPd2+Qay—> [Paz + Qay, 
Cc C, 


wo das Integral linker Hand tiber den Rand von S, die Integrale 
rechter Hand dagegen iiber ihre respektiven Kurven je in positivem 
Sinne erstreckt werden.1) 


Abhdngigkett von emmem Parameter. Die Kriterien des 3. Ka- 
pitels, §§ 7, 9 ttbertragen sich auf Kurvenintegrale, wie aus der Dar- 
stellung solcher durch gewoéhnliche Integrale unmittelbar erhellt. Ins- 
besondere kénnen wir folgenden Satz aussprechen: 


Satz. Ser S em Bereich der (x, y)-Hbene und (A) ein Bereich 
der Parameter (a, B,...). Mam fasse ferner denjenigen Bereich (§) 
ins Auge, dessen Punkte (x, y, a, B,...) aus emer willkiirlichen Kom- 
bination emes Punktes (x, y) von S mit emem Punkte (a, B,.. .) von 
(A) hervorgehen. Sind dann P(x, y,a,B,...), Q(a@, y, a, B,.--) 
zwet Funktionen, welche m (RK) stetrg sind, so stellt das Kurvenintegral 


Tas iP Co, y, &, B,...)d& +Q (a, y, «, B,...) ay, 
L 


iiber eine bestimmte Kurve L von S erstreckt, eine wn (A) stetige Funk- 
tion vor. 

Haben P und Q auferdem m (R) stetige partielle Ableitungen 
nach den Parametern, so rst die Differentiation unter dem Integral- 
zerwhen gestattet. 


1) Bei den vorstehenden Definitionen der positiven Fortschreitungsrich- 
tung lings einer Randkurve ist stillschweigend vorausgesetzt worden, dai die 
positiven #- und y-Achsen so gegeneinander orientiert sind, wie in der Funk- 
tionentheorie iiblich. Werden sie dagegen anders gegeneinander orientiert, so 
wird der umgekehrte Sinn als der positive erklirt. g@ 

Beide Falle lassen sich unter eine einheit- x 
liche Fassung bringen, indem man von der inneren / Sy 
Normale n an einem Randpunkte ausgeht und als & 
positiven Sinn der Tangente t denjenigen erklart, bomen 
welcher so gegen jene Normale orientiert ist, wie y 
die positive x- gegen die positive y-Achse. Fig. 35. 
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$2. Das Integral f Pdx+Qdy. Erste Methode. 


Diese Methode kniipft an den Satz der Integralrechnung an, 
wodurch ein Flachenintegral in ein Kurvenintegral verwandelt wird. 

Im Innern eines Bereiches S, welchen wir vorliufig als mit 
einer einzigen Randkurve versehen!) voraussetzen wollen, seien zwei 
Funktionen P(x, y), Q(x, y) gegeben, 
welche nebst den beiden partiellen Ab- 
leitungen 0P/ey und ¢Q/éx stetig sein 
sollen?), und man bilde das Kurven- 
integral (x, ») 

J=f Pde + Qdy. 

(ab) Fig. 36. (a, 6) 

Hs driingt sich nun vor allem die Frage 
auf: Wann hiingt der Wert von J allein vom Punkte (a, y), nicht aber 
vom Integrationswege L ab? 

Seien L, L’ zwei derartige Kurven, welche sich zuniichst nur in 
ihren Endpunkten (a, b) und (#, y) treffen sollen. Aus diesen Kurven 
setzt sich dann eine einfache geschlossene Kurve C zusammen. Dem- 
entsprechend hat man 


(1) [Pde + Qdy—f[Pde+Qdy=+f Pde + Qdy. 
L L’ Cc 


Hiermit ist folgender Satz nahe gelegt worden. 


1. Satz. Hine notwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir, 


dap das Kurvenintegral ard 


| Pde + Qdy 

(a, b) 
allein von der Integrationsgrenze (x, y), nicht aber vom Integrations- 
wege L abhiinge, besteht darin, dap das Kurvenintegral 


| Pde + Qdy =0 
Cc 


1) Ein solcher Bereich heibt einfach zusammenhdngend. Allgemeiner hingt 
ein endlicher Bereich einfach zusammen, wenn sein Rand aus einem einzigen 
Stiicke besteht. Diese Erklarung geniigt fiir die Zwecke des vorliegenden Para- 
graphen. Hieriiber vergleiche man ferner das 5. Kapitel, § 7. 

2) Was die Stetigkeit am Rande von S anbetrifft, so steht uns frei ent- 
weder a) zu verlangen, dai P, Q nebst den genannten Ableitungen stetige 
Randwerte (vgl. 2. Kap., § 2) annehmen, wobei dann L im abgeschlossenen 
Bereiche S beliebig verlaufen darf; oder b) keine derartige Voraussetzung zu 
machen und dementsprechend den Weg L auf das Innere von S zu beschriinken. 
Hieriiber vergleiche man ferner die zweite Methode, § 3. 
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set, wober C jede beliebige einfache geschlossene reguldre Kurve des 
endlichen einfach zusammenhdngenden Bereiches S bedeutet. 


Die Notwendigkeit der Bedingung geht ja unmittelbar aus der 
Gleichung (1) hervor. Sie reicht aber auch hin. Seien nimlich 
L, L’ irgend zwei einfache regulire Kurven des Bereiches S, welche 
die Punkte (a,b) und (a, y) miteinander verbinden. Treffen sie 
sich zunichst nur in ihren Endpunkten, so folgt aus (1), daB die 
Werte der beiden Integrale, erstreckt iiber Z und L’, miteinander 
ubereinstimmen. Hieraus erkennt man ferner, daB derselbe SchluB 
gemacht werden kann, wenn die Kurven sich noch in einer end- 
lichen Anzahl weiterer Punkte treffen. Ist dagegen die Anzahl 
der Schnittpunkte unendlich, so kann man eine dritte Kurve 1” 
einfiihren, welche jede der Kurven L, L’ nur in einer endlichen 
Anzahl von Punkten trifft.t) Dann stimmen die Werte des In- 
tegrals, erstreckt titber LZ und DL’, und ebenso erstreckt tuber L’ 
und L’’, iiberein. Hiermit ist der Satz allgemein bewiesen. 

Wir wenden uns jetzt zur Aufsuchung einer Bedingung fiir das 
Verschwinden des Kurvenintegrals 


[Pde +Qay. 


Cc 


Nach dem Greenschen Satze?) ist 


OQ aq 
JJ Geas =f Gay, 


wobei das Flachenintegral itber das Innere »' von C, das Kurven- 
integral in positivem Sinne lings des Randes C zu erstrecken ist. 


EKbenso hat man 
Jf t2as-—f Pac. 
= dy (6 
Hieraus folgt: 


SS GES) as—— J paw + ay. 
+ C 


Aus dieser Relation schlieBt man, daB eine notwendige und hin- 


1) Die Richtigkeit dieser Behauptung leuchtet vermége der Anschauung 
schon ein. Wegen eines strengen Beweises dafiir vergleiche man Kap. 14, § 10. 

2) Vgl. Stolz, Differential- und Integralrechnung, Bd. 3, 8. 94; Goursat, 
Cours d’analyse, Bd. 1, Kap. VI, Nr. 126, sowie des Verfassers Advanced Cal- 
culus, p. 222. Literaturangaben finden sich in Kap. 13, $1. 
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reichende Bedingung fiir das Verschwinden des betreffenden Kurven- 
integrals darin besteht, da& in jedem inneren Punkte von S 


sei. DaB die Bedingung hinreicht, liegt ja auf der Hand. Sie ist 
aber auch notwendig. Wiirde niimlich die stetige Funktion 


AR 


Oy 6@ 

in einem inneren Punkte M von S nicht verschwinden, so kénnte 
man M mit einem Bereiche X umgeben, in welchem der Integrand 
durchweg einerlei Vorzeichen behalten wiirde, und dem F'lachen- 
integrale miiBte daher auch ein positiver bzw. negativer Wert zu- 
kommen, was gegen die Voraussetzung verst68t, daB das Kurven- 
integral verschwinde. 

Das Ergebnis sprechen wir, wie folgt, aus: 

2. Satz. Set S ein endlicher einfach zusammenhingender Be- 
reich der (x, y)-Ebene und seten P(x, y), Q(x, y) zwei Funktionen, 
die nebst den Ableitungen oP/dy, eQ/ex in S stetig simd.1) Dann 
besteht eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir das Ver- 
schwinden des Kurvenintegrals 


[ Pdz +Qdy, 
C 


iiber jede beliebige einfache requlire geschlossene Kurve des Bereiches 
S erstreckt, darin, daB im jedem wmneren Punkte von S 

OF 2 oh 

Oy Ox 
sev. 

Unter der Voraussetzung, da die Bedingungen des Satzes er- 
fiillt sind, fassen wir nunmehr die Funktion 
(x,y) 
F(«,y) =/ Pde + Qdy 

(a, b) 
naher ins Auge. Dieselbe ist zunichst, unabhingig vom Integra- 
tionswege, in jedem Punkte von S eindeutig erklirt. Sie besitzt 
ferner stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, wie wir sogleich 
noch nachweisen wollen, und erweist sich hiermit auch als stetig, 


1) Man vergleiche die Anmerkungen auf §. 138. 
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vgl. Kap. 2, § 8. Sei namlich (z,, y,) ein beliebiger innerer Punkt 
von S und sei (% + Ax, yo) ein zweiter nahe bei (xy, yo) gelegener 
Punkt von S. Dann ist 


Ea Ax, Yo) =F Co; Yo) 


(@o + AX, Yo) (Zoy Yo) (fo + A 2, Yo) 
Pd + Qdy —f Pde +Qdy ={ Pde + Qdy, 
(a,b) b) (a, b) (Loy Yo) 


da der von (a,b) nach (%)+Az, y,) fiihrende Weg ja durch 
(ero) Jechen dart. AuBerdem darf man den _ Bogen 
[(%o Yo)s (Zo + Az, Yo)|] als geradlinig annehmen. So kommt: 


(2o + AX, Yo) Lot+AL 
| Pde +Qdy =J Pe yo)da = P(t» + 0Az, y) Ax, 
(Xo, Yo) 


wo 0<0<1 ist. Folglich ist 


suet! (gt OS 0) —F'(2o, Yo >) 
lira or 2s ab = P(X, Yo) - 


Ax=0 
Eine ahnliche Uberlegung gilt auch fiir oF /éy. Hiermit wird 
man zum folgenden Resultate gefiihrt. 


8. Satz. Die Funktion 


(,Y) 
F(a, y) =f Pde + Qdy 
(a,b) 


besitzt stetige partielle Ableitungen erster Ordnung, die durch die For- 
meln gegeben werden: 


Das vollsténdige Differential dieser Funktion hat den Wert*) 
OL =P aL: > VOY: 


1) Man pflegte wohl friiher von der Bedingung zu reden, dali der Aus- 
druck Pda + Qdy ein vollstdndiges Differential sei, und der Sprachgebrauch 
hat sich noch bei den Physikern erhalten. Die Bedingung besteht darin, dai 
OP/dy—=0Q/0x sei. Unter dieser sehr unvollstiindigen Ausdrucksweise hat 
man eigentlich den ganzen Inhalt des gegenwartigen Paragraphen zu _ver- 
stehen. 

Das Integral fPda + Qdy tritt schon bei Clairaut in einer physikali- 
schen Untersuchung auf, Théorie de la figure de la terre, tirée des principes de 
Vhydrostatique, Paris, 1748, p. 38. Bereits im Jahre 1740 hatte derselbe Mathe- 
matiker die Bedingung dafiir gegeben, daB Pda+ Qdy ein ,,vollstaindiges 
Differential‘ sei, nimlich die Bedingung: 0 P/dy = 0Q/0x; Mémoires de VAca- 
démie Royale des Sciences (1740) 8. 294. Er bemerkt auch, daB Fontaine und 
THuler diese Bedingung ebenfalls ermittelt haben, ibid., 5. 294. 
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$3. Fortsetzung; zweite Methode. 


Die Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen setzen 
erstens voraus, daB die Randkurve von einer Parallelen zur x- sowie 
zur y-Achse héchstens in m Strecken und auBerdem noch in m Punk- 
ten getroffen wird, wo m eine Konstante ist. Zweitens beruhten sie 
auf der naiven Anschauung, um einen Ausdruck des Herrn Klein 
zu gebrauchen, womit er solehe geometrische Evidenz bezeichnet, 
welche zwar einleuchtet, sich aber auf die geometrischen Axiome 
nicht direkt, wenn iiberhaupt zuriickfiihren li8t. Man nimmt nim- 
lich beim Beweise des Greenschen Satzes iiber die Umformung von 
Doppelintegralen an, da der Bereich 2 in eine endliche Anzahl 
einfacher Bereiche von einer bestimmten Art zerlegt werden kann. 
Drittens muBte, im Falle, daB auch am Rande Stetigkeit herrschen 
sollte, auBer der Stetigkeit von P und Q noch, wenn nicht die Exi- 
stenz und Stetigkeit, so doch die Endlichkeit von P,, Q, verlangt 
werden. Endlich kénnten wir noch auf die wieder in der Anschauung 
begriindete Annahme betreffend die Kurve L’’ aufmerksam machen, 
sowie daB eine einfache geschlossene Kurve die Ebene in einen 
iiuBeren und einen inneren Bereich teile. 

Indem wir uns jetzt zu Betrachtungen hinwenden, welche an 
den soeben genannten Mingeln nicht leiden, legen wir unserer ganzen 
Beweisfiihrung die Sitze vom 5. Kapitel, §§9, 10 zugrunde. Doch 
wollen wir vor allem unsere Aufgabe genau priazisieren. Sie besteht 
im Beweise der nachstehenden drei Sitze. 


Satz A). In einem reguldéren Bereiche S seien P und Q zwei 
Funktionen, welche im Innern und am Rande von S stetig sind 
und wm Innern stetige Ableitungen erster Ordnung nach y bzw. x 
besitzen.1) Ser ferner im jedem wmneren Punkte von S 


CE ew” 
Oy Oa 
Dann ist 
J Pde + Qdy =0, 


J 
wo das Integral iiber den ganzen Rand C von S in positivem Sinne 
zu erstrecken ist. 


1) Die Randkurven yon S wollen wir uns zunichst als einfach und ge- 
schlossen, und im iibrigen sich gegenseitig nicht schneidend denken. Von hier 
aus erhalt man dann im AnschluB an den fiir allgemeine Bereiche S geltenden 
Satz von Kap. 5, § 9 leichte Verallgemeinerungen von Satz A). 
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Satz B). Den Voraussetzungen von Satz A) werde noch die 
weitere hinzugefiigt, dab S einfach zusammenhinge. Wird dann das 
Integral (9) 

[Pde +Qdy 

(4,0) 
tiber eine belrebige in S gelegene regulire Kurve erstreckt, so hdngt der 
Wert des Integrals lediglich von den Integrationsgrenzen, nicht aber 
von der besonderen Wahl des Integrationsweges ab. Die dadurch defi- 
nierte Funktion F(x, y) ist im Innern und am Rande von S stetig, 
und wmnerhalb S gelten die Relationen: 


CF oF 


Apts ee ae cs 


Der Beweis wird gefiihrt, indem wir, an Arbeiten der Herren 
Pringsheim und Bécher?) ankniipfend, Satz B) vorab fiir einen 
sogleich naher zu definierenden Bereich o von normalem Typus 
(Fig. 37) begriinden, woraus sich dann Satz A) fiir denselben Be- 
reich sofort ergibt. Auf Grund des vorhin zitierten Satzes vom 
5. Kapitel, § 9 erweist sich hierauf Satz A) auch im allgemeinen Falle 
als richtig. Um endlich Satz B) allgemein herzuleiten, breiten wir 
schrittweise, unter Benutzung des Satzes vom 5. Kapitel, § 10, eine 
Funktion F(z, y) aber den Bereich S aus, welche so bestimmt wird, 
a) daB sie sich eindeutig und stetig in S inkl. des Randes verhialt 
und b) da8 sie innerhalb S partielle Ableitungen erster Ordnung nach 
x und y zulaBt, wofir 


cee ae pe 
ist. Hieraus erkennt man, dai 
(2,¥) 
F(a, y) —F(a,b) =f Pax + Qdy 
(a, b) 


ist, uber was auch immer fiir eine die Punkte (a, b) und (az, y) mit- 
einander verbindende Kurve integriert werden mége, und damit 
ist der Beweis fertig. Gehen wir jetzt zu den Hinzelheiten des Be- 
weises tiber. 


Die Funktion F(a, y) wm Bereich o. Vorerst handelt es sich also 
um den Beweis von Satz B) fiir einen Bereich o, wie er in 


1) Pringsheim, ,,Uber den Cauchyschen Integralsatz", Sitzungsber. d. 
k. bayer. Akad. d. Wiss. 25 (1895), S. 89. Davon unabhiingig Bécher, Bull. 
Am. Math. Soc. (2) 2 (1896), S. 146. 


144 I,4. Kurvenintegrale und mehrfach zusammenhingende Bereiche 


Kap. 5, $9, definiert wird. Dabei geniigt es, den Beweis fiir die ur- 
spriingliche Orientierung der Bereiche o zu liefern, denn der Satz 
bleibt bestehen, wie man sofort nachrechnet, wenn man irgendeine 


Typus I. Typus II. 
Fig. 37. 


der dort zur Erweiterung des Bereiches o angewandten Transforma- 
tionen ausfiihrt. Wir wollen den Beweis also zuerst fiir Typus I 
durchfiihren. Im iibrigen sollen hier P,, QY, in den Randpunkten 
y=0, 0<2<A stetig sein. 

In den Punkten von o werde eine Funktion F(x, y), wie folgt, 
erklirt. Sei (€, 7) ein innerer Punkt von o und man fasse die den 
Punkt (0,0) mit diesem Punkte verbindende Linie 


L: oe Cae 


a O<ysn 


ins Auge. Dann definiere ich die Funktion F(a, y) zunachst fiir 
solehe Punkte durch die Gleichung: 


(5, ) 


F(E,7) =f Pda +Qdy, 


(0,0) 


wo das Integral iiber L zu erstrecken ist. Wir wollen zeigen, dab 
F(&,) in jedem inneren Punkte von o eine Ableitung nach 7, so- 
wie nach & besitzt. Zu dem Zwecke schreiben wir / in der Form: 


: 1 
F(E, 1) =f P(a, 0)de +f Q¢é yay. 
Dann findet man: i ; 
GF _ 
oF 


y 
On, Z= PEt f Qk, way. 
0 


Dabei ist die Differentiation unter dem Integralzeichen nach dem 
ersten Kriterium vom 3. Kapitel, § 8 gestattet. 
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Das letzte Integral laBt sich noch wegen der Relation Q, = P, 
auswerten: 


yh n 
fe, Way =f Py(é, y) dy =P, 1) — PE, 0). 


Hiermit erhalt man 
oF 
ee ne 


Jetzt kniipfen wir an die Entwicklungen von Kap. 2, §3 an. 
Nach der 8. Aufgabe erweist sich F(x, y) als stetig am Rande von 
o, und F(z, y) werde nunmehr daselbst durch die Randwerte defi- 
niert, womit denn alle die Bedingungen des letzten Satzes jenes 
Paragraphen erfillt sind. Wir schlieBen daraus, daB das Integral 

(x,y) 
[Pdx+Qdy 
(a2) 
tiber eime beliebige regulire die Punkte (a,b) und (a, y) mit- 
einander verbindende Kurve von o erstreckt, mit dem Integral 
U 1 
' , d 
fog + Fyy)as= f Er, yas, 
0 0 
(wir behalten ja die Bezeichnungsweise des fritheren Paragraphen 
bei,) aber die naimliche Kurve erstreckt, identisch ist, und daher ist 
(2) 
f Pda + Qdy =F (a, y) —F(a,d). 
(a,b) 

Fir Typus II tritt nun folgende Modifikation des Beweises 

ein. Als Kurve LZ wollen wir jetzt die Linie nehmen: 


het a=, 

y = 0(2); wo) <y Sn baw. Sy <0), 
wo w(x) =4 {f (a) + y(x)} ist. Dann wird F(&,7) als das tiber 
L erstreckte Integral von Pdx + Qdy definiert, also ist 


DL: 


é 1 
Pere Loyide--{ Ody 


a (§) 


a(§) 


?; s 
=f [P(@, o@) + Q(e, o@)o' (ade +.f QE, y)ay. 


Hieraus folgt zunichst, wie frither: 


DE 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 10 
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Dagegen ist jetzt nach dem zweiten Kriterium von Kap. 3, § 8: 


= P(E, ©) + Q(E, @() o(é) + foot E, y)dy —Q(F, o()) o(6). 
w(§) 

Hier heben sich das zweite und das vierte Glied auf, das Integral 

wird, wie vorhin, ausgewertet: 


foe, nay =f Pu Yay = PE, 1) —PG, o€8). 
w(t) w(é) 
Es ergibt sich somit auch in diesem Falle, daB im Innern von o 


oF 
3g = Pte n) 
ist. Von hier ab bleibt die frithere SchluBweise noch in Kraft.?) 


Beweis von Satz A). Aus dem hiermit erhaltenen Resultate er- 
gibt sich zuniichst Satz A) fir einen Bereich o unter der genannten 
Einschrankung. Dazu braucht man nur die Punkte (a, y), (a, b) 
in ein und denselben Randpunkt zu legen und dann als Verbin- 
dungslinie den ganzen Rand zu nehmen. 

Um den Satz jetzt allgemein zu beweisen, wird man den Bereich S 
nach Kap. 5, §9 in Bereiche o zerlegen, um jeden dieser Bereiche 
Baeintecnaren. und die also erhaltenen Integrale zusammen- 
addieren. Kinerseits hat dann nach dem Vorhergehenden jedes dieser 
Integrale und somit auch ihre Summe den Wert 0. Andererseits 
heben sich die von den innerhalb S gelegenen geradlinigen Begrenzungs- 


stucken herriihrenden Bestandteile der Integrale gegenseitig auf, 
1 


if (P sinvy — Qcosv) ds = — fe siny —Qcos»’)ds, 


0 


1) Wir wollen doch noch darauf aufmerksam machen, da8 der Fall von 
Ecken und Spitzen auch ohne Beniitzung von Bereichen o von T'ypus II mit 
Leichtigkeit direkt erledigt werden kann. Dazu wird man die Ecken und 
Spitzen zuniichst durch kurze Ubergangskurven ausschneiden, welche den Rand 
in der Nahe der betreffenden Ecke oder Spitze beriihren. Fiir den also erhaltenen 
Bereich S’ gilt dann zufolge der nachstehenden Entwicklungen sowohl Satz A) 

(x, y) 
als Satz B). Beschranken wir uns auf Satz B). Durch das Integral | Pdz+Qdy 


. . . . (4, 2) 
wird also zunichst eine in allen Punkten von S mit Ausnahme der Becken und 


Spitzen eindeutige stetige Funktion F(a,y) definiert, wofiir auBerdem im 
Innern von S$ 


ist. Nach Kap. 2, § 3 wird dann F(z, y) auch in den Ausnahmepunkten stetig 
und gleich dem Integrale sein. 
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wo v,»’ sich auf die inneren Normalen beziehen und »’ =»+a 
ist. Was an jener Gesamtsumme noch iiberbleibt, macht nun gerade 
dasjenige Integral aus, um dessen Verschwinden es sich handelt. 


Beweis von Satz B). Nach dem Satze vom 5. Kapitel, § 10, 
14Bt sich der einfach zusammenhangende Bereich S des zu beweisen- 
den Satzes in eine endliche Reihe einfach zusammenhingender Be- 
reiche S;(t1 =1,...,N) entwickeln, wobei S,; =o,, Sy =S und 
S,; -S;_,=0,;, 1 >1, ist. Sei (a, b) ein beliebiger Punkt von S 
und o, derjenige Bereich o, in welchem (a,b) liegt. Nach den 
vorausgeschickten Entwicklungen gilt Satz B) zunichst fir den 
Bereich S, =o,. Durch den SchluB von nm auf n+ 1 wollen wir 
nun zeigen, daB er auch fiir die weiteren Bereiche S,,..., Sy = 8S 
bestehen bleibt. Nehmen wir also an, er gelte fir S,,...,8,, 
nm< N, so handelt es sich nur noch um den Nachweis, daB er fir 
Snr+1 ebenfalls richtig ist. Nun stoBt aber o,,, lings eines ein- 
zigen innerhalb S gelegenen, aus einer, zwei oder drei geraden 
Strecken bestehenden Randbogens an S,. Sei C der Wert der 
bisher erst tiber S, ausgebreiteten Funktion F(z, y) in eimem 
Punkte (X, Y) dieses Randes und man breite ferner auf Grund 
des vorhin erlangten Resultates die Funktion 

(2,9) 
O+f Pda +Qdy 
(4, ¥) 
uber o,,, aus, wobei der Integrationsweg aus o,,, nicht austreten 
darf. Alsdann schlie8t sich diese neue Funktion lings der ganzen 
gemeinsamen Begrenzung von S, und o,,, an F(z, y) stetig an 
und erginzt F(x, y) somit, da sich ja auch die Ableitungen erster 
Ordnung daselbst stetig anschlieBen, zu einer im Bereiche S,4, 
allen Forderungen von Satz B) geniigenden Funktion. — Hiermit 
ist der Beweis von Satz B) erbracht. 

Zum Schlu8 fiigen wir noch den zu den Satzen A) und B) um- 

gekehrten Satz C) hinzu. 


Satz C). Unter Beibehaltung der Stetigkeitsvoraussetzungen von 
Satz A) verlangen wir jetzt, entweder 
a) dap 
[Pda +Qdy=0 
be 


sei, wo I’ eine beliebige einfache regulire geschlossene Kurve 1st, 


welche nur innere Punkte von S in threm Innern birgt; oder 
{0* 
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b) dap der Wert des Integrals 
(x,y) 
J=f Pdx+Qdy 
(a,>) 
nur von den Integrationsgrenzen, nicht aber vom Integrationswege ab- 
hinge.) Alsdann wird in jedem inneren Punkte von S die Relation 


gelten: aP _2Q 


oy oO 


Der Beweis des zweiten Teils b) des Satzes ist im wesentlichen 
bereits am Ende des vorhergehenden Paragraphen geliefert. Denn 
dort hat man ja unter denselben Hypothesen wie die gegenwartigen 
gezeigt, und zwar nach einer auch hier als befriedigend anzusehen- 


den Methode, daB ; of 
J =e) 2 : pane 
an P, oy Q 

ist. Auf dieses Resultat braucht man also nur noch den Satz anzu- 
wenden, daB 

eI — aed 

dyex da ey 
ist. 

Um nun auch den ersten Teil des Satzes zu beweisen, sei (x’, y’) 

ein beliebiger innerer Punkt von S, und man konstruiere ein Quadrat: 


Catala th, pss hae, 


welches (a’, y’) im Innern enthilt und im iibrigen ganz innerhalb S 
liegt. In diesem Quadrat definiere man dann eine Funktion I(é, 7) 
genau so, wie im vorhergehenden: 


g 
Fé, n) =fP(@, fae +f oe, y)dy. 
y B 
Dann findet man sofort, daB 


A) 

1) Den zweiten Teil b) des Satzes kann man im Falle mehrfach zusammen- 
hangender Bereiche allgemeiner aussprechen, indem man nur verlangt, daB der 
Wert des Integrals J fiir je zwei Kurven 2, 2’ gleich ausfiallt, welche zu- 
sammengenommen eine einfache, keinen Randpunkt von S im Innern um- 
fassende Kurve € bilden. Hieriiber vergleiche man ferner § 4. 

Auch die Voraussetzung a) kann durch eine engere ersetzt werden, indem 
man sich auf Rechtecke I’ beschriinkt, deren Seiten den Koordinatenachsen 
parallel verlaufen und eine beliebig kleine positive Konstante h nicht iiber- 
treffen; vgl. den erweiterten Moreraschen Satz, Kap. 7, § 5. 
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ist. Die Funktion F(é, 7) la8t sich aber auch nach den Voraus- 
setzungen des Satzes, wie folgt, darstellen, indem man iiber den an- 
deren in der Figur angedeuteten Weg L’ integriert: 


é 
F(é, n) =f Ve ney +f P(e, nde. 


DemgemaB ist («,p) 
OF S 
wes P(é, 7), Woe7r.,.D. We Fig. 38. 


Hangt S mehrfach zusammen, so bezeichne man die auBere 
Randkurve mit C,,, die tbrigen mit C,,...,C,_,. Wir kénnen 
dann den folgenden Zusatz aussprechen. 


Zusatz. Unter Beibehaltung der Voraussetzwungen von Satz A) 
sei ©; (0 =1,..., ~—1) eme einfache regulire geschlossene 
Kurve des Berewches S, welche C; wmfapt, die iibrigen Kurven 
C;, (712) aber ausschliept. Dann ist 


Jf Pda +Qdy =f Pde + Qay, 
oF 6; 


wo beide Integrale wm positwer Richtung iiber thre respektiven Kurven 
zu erstrecken sind. 


In der Tat bilden C; und ©; zusammengenommen die vollstin- 
dige Begrenzung eines ringférmigen Bereiches 2, vgl. Kap. 5, § 7, 
2. Satz. Erstreckt man das Integral in positiver Richtung (Kap. 5, 
§ 8) tiber den Rand © von 2, so kommt: 


0=[Pdx + Qdy =f Pde + Qdy —f Pda + Qay, 
Cc G; C; 
was zu beweisen war. 


Wir erwihnen noch an dieser Stelle eine zweite Form des Er- 
gebnisses von Satz A), namlich: 


(2) {Pda +Qdy _3 [pas +Qay. 
Cn t=1 O; 


Um verwandte Dinge nicht voneinander zu trennen, setzen wir 
hierher noch ein mit Satz B) verbundenes Theorem, dessen Beweis 
freilich erst in Kap. 5, § 10 erfolgen kann. 
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Satz B’). Im Innern eines beliebigen im Endlichen gelegenen*) 
einfach zusammenhéngenden Bereichs T' seien P, Q stetige mit stetigen 
partiellen Ableitungen @P/éy, @Q/ex versehene Funktionen, und set 
ferner 


LPNS 
Cy 02 
Wird dann das Integral ee 
TY 
[Pde + Qay 
(a,b) 


iiber eine beliebige in T gelegene reguldre Kurve erstreckt, so hiéngt der 
Wert des Integrals lediglich von den Integrationsgrenzen, nicht aber 
von der besonderen Wahl des Integrationsweges ab. Die dadurch defi- 
nierte Funktion F(x, y) ist in T stetig, und auBerdem ist 


Die vorstehenden Definitionen und Siitze lassen sich auf Kurven- 
integrale 


(2,y,2) (a) on 
Jf Pda + Qdy + Raz baw. Sf > Pride 
(a, b,c) (@) ¢=1 


ausdehnen; vgl. Bd. II, Kap. 1, § 11. 


§ 4. Mehrfach zusammenhingende Bereiche.’) 


Den Satz B) haben wir bloB fir den Fall ausgesprochen, daB 
der Bereich S eine einzige Randkurve besitzt. In der Tat braucht 
er sonst nicht richtig zu sein. Sei beispielsweise 

— x 
Paap | 9 ee 

wihrend S aus dem Kreisringe 

0<esr’+y sb? 
besteht. Alsdann geht das Integral 

(x,y) 

Be Kez yda-+ ady 

%) es oA 


(a, 


1) Allgemeiner darf sich T ins Unendliche erstrecken, sofern der Rand, 
falls einer iiberhaupt vorhanden ist, nur nicht ganz im Endlichen liegt. Hier 
handelt es sich selbstverstindlich um die erweiterte Definition eines einfach 
zusammenhiangenden Bereiches, Kap. 5, § 7. 

2) In diesem Paragraphen stiitzen wir uns wieder, wie in § 2, auf die An- 
schauung. Wegen einer arithmetischen Behandlung der in Betracht kommenden 
geometrischen Tatsachen wird auf das 5. Kapitel hingewiesen. 
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durch Hinfithrung neuer Variabelen: 


£ = 7 cos 0, y =r sin 6 
einfach in 
(r,6) 


J=[d9=0 
(a, 0) 
uber. Hrstreckt man es mithin tiber einen geschlossenen Weg, der 
den Anfangspunkt in positivem Sinne einmal umkreist, so kommt 
nicht 0, sondern 2z dabei heraus.?) 

Allgemein sei S ein regulirer Bereich, welcher von n einfachen 
regularen geschlossenen einander nicht treffenden Kurven begrenzt 
wird. Dann liegen n — 1 dieser 
Kurven C,,..., C,_, innerhalb 
der letzten C,, und zugleich auBer- 
halb einander. Vermége n — 1 Bae 
Querschmtte, also Kurven, welche 
zwei Randpunkte von S mitein- 
ander verbinden und sonst inner- 
halb S verlaufen, kann man S 4 
in einen einfach zusammenhin- 
genden Bereich S’ verwandeln, Fig. 39. 
und zwar kann das auf mannig- 
fache Weise geschehen. Dabei denken wir uns die Querschnitte als 
dehnbare Faden, welche innerhalb S beliebig verschoben werden 
kénnen, ohne jedoch miteinander in Kollision geraten zu diirfen. 
Hiernach sehen wir auch zwei verschiedene Querschnittsysteme als 
aiquivalent an, wenn das eine durch eine geeignete Verschiebung in 
das andere iibergefiihrt werden kann. Der Bestimmtheit halber soll 
I, den Rand C; mit C, verbinden.?) 


1) Man kénnte geneigt sein, zu schreiben 


6 = are tan”. 
L 

Dabei handelt es sich aber weder um den Hauptwert noch um den ganzen Vor- 
rat der Werte der Funktion arc tan y/z, sondern um eine besondere Auslese 
derselben, denn zwei einem gegebenen Punkte (x, y) zugehérige Werte dieser 
Funktion unterscheiden sich ja um ein ganzzahliges Vielfaches von 22 und nie- 
mals um ein ungerades Vielfaches von x. Daher kénnen die zulaissigen Werte 
von are tan y/a in geschlossener Form wohl nicht einfacher als eben durch den 
Winkel 6 ausgedriickt werden. Man vergleiche ferner S. 155, Anm. 

2) Hierdurch wird zwar das Querschnittsystem noch nicht eindeutig be- 
stimmt. Indessen geniigt ein besonderes derartiges System, um zu Anfang 
unniitze Allgemeinheit zu vermeiden. 
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Wir ziehen ferner das Integral 


[Pde + Qdy 


in Betracht, wobei P und Q den Bedingungen von Satz A), § 3 ge- 
niigen sollen. Aus dem soeben angefiihrten Beispiele erhellt, daB 
im allgemeinen zu erwarten steht, da 


(1) o;,={ Pda + Qdy 
G; 


nicht verschwindet. Sei ©; eine einfache reguliire geschlossene Kurve 
des Bereiches S, welche C; umfabt, dagegen C; (7 + 7) ausschlieBt. 
Wir wollen uns diese Kurve wieder als eine dehnbare Schleife denken, 
welche in S beliebig verschoben werden kann, wobei dann die Kurven 


C,,..., C, Hindernisse vorstellen, tther welche C; nicht hinaus 
kann. Nach dem Zusatze von § 3 haben wir dann 
(2) [Pde +Qdy = 0, 

6, 


wo sowohl das Integral (1) als das Integral (2) in positivem Sinne 
iiber die jeweilige Kurve zu erstrecken ist, vgl. §1, gegen Ende. 
Wir wenden uns jetzt zum Hauptgegenstande dieses Paragraphen 
— dem Verhalten des Integrals 
(zy) 
(3) J = Pda +Qdy 
(a, b) 
in einem mehrfach zusammenhiingenden Bereiche S. Das Integral 
stellt im allgemeinen keine eindeutige Funktion mehr vor. Unter- 
suchen wir, in welcher Weise die Werte der Funktion zu eindeutigen 
Zweigen zusammengefabt werden kénnen. Dazu wollen wir S vorab 
mittels eimes der besonderen vorhin besprochenen Querschnittsysteme 
I,,..., [,-, in einen einfach zusammenhingenden Bereich S’ 
verwandeln, um darauf den Integrationsweg fiir das Integral (3) 
auf S’ za beschrénken.') Alsdann stellt sich heraus, da8B sich die 
Werte von J in zwei einander gegeniiberliegenden Punkten ein und 
desselben Querschnitts J’; stets um die gleiche GriSe w; voneinander 


1) Insbesondere darf der Integrationsweg teilweise mit einem Quer- 
schnitte I’; zusammenfallen, er darf aber diese Kurve nicht iiberschreiten. Hs 
ist bequem, die Querschnitte als schmale Liicken im Bereiche S, etwa als Kanile 
aufzufassen, um dann zwischen den beiden einander gegeniiberliegenden Ufern 
derselben zu unterscheiden. Demnach darf man also noch lings eines Ufers 
integrieren, man darf aber den Kanal nicht passieren. 
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unterscheiden. Denn diese Punkte kénnen ja durch eine I’, sonst nicht 
treffende Kurve ©; miteinander verbunden werden. Veranschaulicht 
man sich nun die auf besagte Weise in S’ eindéutig erklirte Funk- 
tion J durch eine im Raume gelegene Flache 
(2,9) 

(4) 2=Jo(a, y) =f Pde + Qay 

(a, b) 
und verschiebt man diese Flache parallel zur z- Achse eimmal um ,, 
dann aber um —q;, so kommen dadurch stetige Fortsetzungen der 
Funktion (4) itber den einen, sowie iiber den anderen Rand des Quer- 
schnittes J” hinaus zustande. Hiermit schlieBen sich nimlich an 
den urspriinglich Mantel z = J,(x, y) zwei neue Mantel 


z=Jd(Z, Y) + @, zg=J(z, y) —_ W; 
langs derjenigen beiden Rander jenes Mantels stetig an, welche itiber 


der Kurve J’; im Raume verlaufen. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Anhiingens neuer Mantel entsteht sonach eine stetige Fliche, 


2 =) (2,4), 
welche von einer Parallelen zur z- Achse unendlich oft getroffen wird*) 
und den Gesamtverlauf der Funktion J(x, y) vorstellt.?) 


Hiernach lift sich eme beliebige Bestimmung der Funktion 
in der Gestalt ausdriicken: 


J (x, y) a J (x, y) bie Og Oya rete Oy hy Oy 9 > 
wo die a, ganzzahlige Werte haben. Dabei denkt man sich J(z, y) 
jedesmal an dem einen Ufer eines Querschnitts erklirt, aber nicht an 
dem gegeniiberliegenden. 
Insbesondere folet daraus, da der Wert des Integrals 


[Pda +Qdy, 


iiber eine beliebige geschlossene Kurve des Bereiches S erstreckt, 
den Wert 

Gy Wy aS Sy On —1 On—1 
haben mu8B, wo die a; ganzzahlig sind. —- Die GroéBen @,,... @,_1 
heiBen Pertodizititsmoduln. 


1) Sofern nicht insbesondere alle w; = 0 sind. — Die Flache kann sich im 


iibrigen durchsetzen. 
2) Im Falle des zu Anfang des Paragraphen erwihnten Beispiels ist die 


Gleichung dieser Fliche 
z=0, wo z=rcos0, y=rsinég. 
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Gehen wir jetzt zu einer beliebigen Zerlegung des Bereichs S 
in einen einfach zusammenhingenden Bereich mittels der Quer- 
schnitte I¥,..., Tj{_,. Wird mit J)’(a, y) diejenige eindeutige 
Funktion bezeichnet, welche durch das Integral (8) unter Beschriin- 
kung des Integrationsweges auf diesen Bereich definiert wird, so 
unterscheiden sich auch seine Werte an verschiedenen Seiten eines 
Querschnittes I,’ stets um die gleiche GréBe ,’, und zwar ist 


4 


ow; = aa, +++++ of 4) Ona 
Die zweite Behauptung erhellt schon daraus, daB die beiden be- 
treffenden Uferpunkte durch eine geschlossene, J’,’ sonst nicht tref- 
fende Kurve @’ des Bereichs S miteinander verbunden 
werden kénnen. Betrachtet man ferner ein zweites 
Paar von Uferpunkten desselben Querschnitts J’,’, 
so lassen sich diese offenbar durch eine zweite, 
I’;, sonst nicht treffende Kurve ©” miteinander 
verbinden, derart daB ©’ und ©’ die vollstindige 
Begrenzung eines ringformigen in S gelegenen Be- 
reiches bilden. Auf diesen Bereich wende man nun den Zusatz von 
§ 8, Ende an, indem man C; und ©; baw. mit den beiden Randkurven 
©’ und ©” idenfiziert. Hiermit ergibt sich die erste Behauptung.') 
Ahnlich wie im Falle der obigen speziellen Zerschneidung wird 
auch hier der Gesamtverlauf der Funktion J durch die Formel ge- 
geben: 


J (rz, y) =do (z, y) + ay'@,y' +--+ + a, 104-1, 
wo die a,’ ganzzahlige Werte haben. Insbesondere folgt hieraus, dab 
o, =a,% wf +> +49, wo 25 
ist, wo die a; ganzzahlig sind. Die Darstellung ist indessen nicht 


immer eindeutig, da die w,’ durch eine Gleichung mit ganzzahligen 


Koeffizienten, ; 
Ay Oy’ +-+++A4,_10,-1 = 9 


verkniipft werden kénnen. 


1) Ein zweiter Beweis verlauft so. Die beiden in Betracht kommenden 
Werte von J’(x, y) an verschiedenen Seiten von I” fallen ja mit Werten von 
J (x, y) in diesem Punkte zusammen und unterscheiden sich deshalb schon von- 
einander um eine GréBe von besagter Gestalt. La8t man nun jenen Punkt 
(x, y) die Kurve I” stetig durchlaufen, so muB sich die in Rede stehende Diffe- 
renz stetig andern. Da die Koeffizienten ay aber stets ganzzahlig ausfallen 
miissen, kann die bewu8te Summe nur eine abzihlbare Menge verschiedener 


Werte annehmen, und daher vermag sie iiberhaupt nicht vom urspriinglichen 
Werte zu weichen. 
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Aufgabe. Seien P und Q zwei Funktionen, welche in einem 
Bereiche S allen in Satz A) an diese Funktionen gestellten Anforde- 
rungen geniigen. Uberdies sei (é;,;) ein innerhalb der Kurve CO; 
(1 =1,...,% —1) gelegener Punkt. Man zeige, daB die Koeffi- 


zienten ¢,,..., C,_, dann stets so bestimmt werden kénnen, daf 
die Funktion 


P(x, y) =J (a, y) — ¢, are tan aes ai Cm 1 are tan oa = 
(x, y) t —~on—1 
mee n—1 
P cs (¥ — m) c;(a — §) 
AR fe Gang ni)" dx I Q aera, 2 (y— n)* ) dy 
(a,b) 


in S eindeutig wird, so daB sich also J in der Form darstellen laBt: 
n—1 


J (x, y) =e are tan” ames a (a, y), 


t=1 


wo F(z, y) in S eindeutig und stetig ist und stetige Ableitungen 
erster Ordnung besitzt. Im iibrigen sieht man, daB der Funktion 
are tan (y — 7,)/(~ — é;) nur die Werte 0; zukommen, wo!) 


x — &, =r; cos 0;, yY — ny; =17;, 810 9,, 
r=V(e—&)+ yn) 
1) Betrachtet man die (reelle) mehrdeutige Funktion 


u] 
u = arc tan us > 
© 


so erkennt man eine gewisse Analogie mit der durch die Gleichung 


uz = ee 


definierte mehrdeutige Funktion. Letztere liBt sich durch die beiden ginz- 
lich voneinander getrennten eindeutigen stetigen Funktionen 


U == 6", iC ma 


darstellen. In ahnlicher Weise gibt die genannte Funktion zu zwei stetigen, 
im reellen Gebiete ginzlich yoneinander getrennten unendlich vieldeutigen 
Funktionen 
10%, u=60+2 
AnlaB, wo 
2=rcosd, YF Bi, r= Va2?+ y?. 


(Im Bereiche der komplexen GréSen hiangen diese Funktionen allerdings zu- 
gammen und insofern ahneln sie mehr der Funktion wu? = 1 -+ 2z?.) 

Die beiden Flachen weisen keine Unstetigkeit auBerhalb des Punktes 
(z, y) = (0,0) auf. Sie verlaufen namlich schlicht, indem keine sich selbst 
noch die andere durchsetzt. Es handelt sich hier im Texte blo um die eine 
dieser Flachen. Die andere kommt fiir uns nicht in Betracht. 


Finftes Kapitel. 


Mengenlehre. 


Einer Funktion mehrerer reellen Verinderlichen, sowie einer 
Funktion einer oder mehrerer komplexen Veriinderlichen liegt eine 
Punktmenge als Definitionsbereich zugrunde, welche wir in diesem 
Kapitel als Stiick eines n-dimensionalen Raumes voraussetzen wollen. 
Dieser Bereich kann sowohl durch explizite Angabe semer Punkte, — 
z. B. durch eine Ungleichung, etwa im Falle n = 2 

e2  y? a3, 

— als auch vermége impliziter Forderungen bestimmt werden. Zur 
Erliuterung letzterer Bestimmungsweise diene der Bereich einer 
Ebene, welcher aus dem Innern emer geschlossenen Kurve besteht. 
Die Behandlung der Funktion erfordert die Zerlegung des Definitions- 
bereiches — bleiben wir noch bei n = 2 — vermédge Kurven, welche 
darin gezogen werden. MHierzu, sowie zur zweiten Bestimmungs- 
weise jenes Bereiches benétigt man eine Reihe von Siatzen aus der 
Analysis situs, deren Richtigkeit zwar aus Anschauungs- und Ana- 
logiegriinden schon einleuchtet, deren strenge Begriindung aber — 
sel es auf arithmetischem, sei es auf geometrischem Wege — spe- 
zielle Untersuchungen erheischt. Die ersten zehn Paragraphen des 
gegenwirtigen Kapitels sind einer arithmetischen Behandlung dieser 
Sitze gewidmet. Wegen des durchaus speziellen Charakters des 
Gegenstandes wird der Leser, welcher jetzt zum ersten Male an die 
Funktionentheorie herantritt, gut tun, die Beweise zu ibergehen 
und sich blo& die Definitionen und die Satze zu merken. 

Hieran schlieSt sich noch eine Besprechung einiger weiterer 
Begriffe und Sitze aus der Mengenlehre, welche namentlich durch 
zahlreiche zur EKrliuterung dienende Beispiele den Leser mit wich- 
tigen Auffassungen der modernen Funktionentheorie bekannt machen, 
sowie ihn in den Stand setzen soll, die einschligige Literatur leichter 
zu verfolgen. 

Nachdem sich der Leser die Entwicklungen dieses Kapitels zu 
eigen gemacht hat, wird es ihm von Nutzen sein, dem ersten Teil 
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von C. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1893, eine Lektiire 
zu widmen. Wegen der Literatur der Mengenlehre sei auf A. Schoen- 
flies, Bericht tber die Mengenlehre, Jahresbericht der Deutschen 
Mathematiker-Vereinigung, Bd. 8, 1900 verwiesen, woselbst auch die 
hauptsachlichsten Sitze dieser Theorie in itbersichtlicher Weise zu- 
sammengestellt sind. 


§ 1. Kurven. 


a) Jordansche Kurven. Yom Standpunkte der Funktionentheorie 
aus, wenn es sich um die Arithmetisierung des Bereichs der un- 
abhangigen Variabelen handelt, ist eine Kurve als eine Punktmenge 
aufzufassen. Die aligemeinste Klasse von einfachen Kurven, welche 
wir auch mit dem Namen Jordanschen Kurven?) belegen wollen, 
wird durch folgende Definition eingefiithrt: Unter einer Jordanschen 
Kurve versteht man eine Punktmenge C ={ (x, y)}, deren Elemente 
(x, y) ein-eindeutig und stetig auf das eindimensionale Intervall 
t) St St,, sofern C nicht geschlossen, auf die Punkte des Kreises 


(1) é= cos At, psi At; 


falls C geschlossen sein soll, abgebildet werden kénnen.?) Analytisch 
heiBt das, dab 
(2) e=f(t), y= lt) 


ist, wo f(¢) und g(t) stetige Funktionen von ¢ sind, welche im ersten 
Falle fiir alle Punkte des genannten Intervalls tj < t < t, eindeutig 
erklart sind. Im zweiten Falle sind diese Funktionen fiir alle Werte 
von ¢ definiert, sie lassen ferner die primitive*) Periode w = 27/4 
zu. Uberdies besitzen die beiden Gleichungen 


a =f), y =), 
wo (2’, y’) ein beliebiger Punkt von C ist, im ersten Falle nur eine 


1) Nach C. Jordan, welcher diese Kurven eingehend untersucht hat; 
Cours d’analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1898, S. 90. 

2) Diese Formulierung der Jordanschen Definition riithrt von A. Hur- 
witz her, Ziiricher Vortrag, 1897, Verhandlungen des ersten Internationalen 
Mathematiker-Kongresses, Leipzig, 1898, S. 102. Was die Stetigkeit anbetrifft, 
so verlangt Hurwitz, daB beim Grenziibergange lim t=f der Bildpunkt 
(a, y) einer Grenzlage (z, y) zustreben soll, und zwar soll (x, y) eben derjenige 
Punkt von C sein, welcher t entspricht. Daraus schlieBt man leicht, dab, wenn 
umgekehrt (z, y) die einzige Haufungsstelle einer beliebigen Teilmenge { (2,, ¥;) } 
von C ist, lim t; = t vorhanden ist, sowie daf der Punkt (@, y) dann dem 
Punkte t entspricht und somit zu C gehért. Hiernach ist auch C abgeschlossen 


und perfekt. 
3) d. h. jede Periode ist ein ganzzahliges Vielfaches von . 
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einzige Lisung ¢t = t’, im zweiten Falle nur solche Lésungen, welche 
sich um Perioden voneinander unterscheiden. 

Umgekehrt definieren die Gleichungen (2), sofern f(t) und 9(t) 
den genannten Bedingungen geniigen, eine einfache Kurve.’) 

Zu beachten ist, daB die obige Definition keine besondere Zu- 
ordnung der Punkte von C den Punkten ¢ bevorzugt. Im tibrigen 
deckt sich die Gesamtheit aller méglichen Zuordnungen, wie man 
leicht zeigt, mit der Gesamtheit der Transformationen 


(3) time x(t), 

wo x eine eindeutige stetige monotone, in keinem Intervalle konstante 
Funktion von ¢ ist. Dabei spielen im Falle einer nicht-geschlossenen 
Kurve zwei Punkte derselben, niimlich die Endpunkte, eine aus- 
gezeichnete Rolle, indem sie stets dem gré&ten und dem kleinsten 
Werte von t entsprechen. Dieses Punktepaar bleibt also invariant 
gegeniiber den Transformationen (8). 

Kine zweite invariante Eigenschaft einer nicht-geschlossenen 
Kurve besteht in der Anordnung dreier Punkte P,Q, R derselben. 
Wir sagen, @ liegt zwischen P und A, wenn entweder tp < tg < tp 
oder tp < tg < tp ist. Wie man sieht, liegt von drei Punkten stets 
einer zwischen den beiden anderen. Nach Ausfiihrung von (8) liegt 
dann der transformierte jenes mittleren Punktes wieder zwischen den 
beiden anderen transformierten. — Im Falle einer geschlossenen Kurve 
liefert erst die Anordnung von vier Punkten eine Invariante. 


b) Reguldre Kurven. Es hat gewif begrifflichen Wert, die 
Kurven so in die Analysis einzufiihren, wie wir es soeben getan. 
Glicklicherweise braucht man aber nicht den bisherigen Grad der 
Allgemeinheit hinfort beizubehalten, es geniigt vielmehr fiir die aller- 
meisten Zwecke der Analysis, wenn man sich auf eine besondere 
Klasse von Kurven beschriinkt, welche der gewohnten Anschauung 
entsprechen und als regulir bezeichnet werden. Wir haben solche 
Kurven bereits von der Anschauung aus in Kap. 2, § 2 definiert, und 


1) Bekanntlich kénnen die Gleichungen (2), sofern man nur verlangt, da 
/(t) und p(t) eindeutig und stetig seien, eine Abbildung der Strecke OS t< 1 
auf das volle Quadrat OX c<1, OX y<1 definieren. Hine derartige Ab- 
bildung ist indessen nicht umkehrbar eindeutig. Man vergleiche Peano, Math. 
Ann., Bd. 36 (1890), 8. 157; Hilbert, ebenda, Bd. 38 (1891), S. 459; Moore, 
Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 1 (1900), S. 72. 

Der auSere Flacheninhalt (vgl. § 12) einer Jordanschen Kurve braucht 
nicht gleich 0 zu sein. Cf. Osgood, ,,A Jordan Curve of Positive Area‘, T'rans- 
actions Amer. Math. Soc., Bd. 4 (1903), S. 107. 
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die Definition dann noch erhirtet. Im Anschlu8 an die gegenwiirtige 
arithmetische Auffassungsweise soll jene Definition noch einmal her- 
gesetzt werden. 

Eine einfache Kurve mége glatt heiBen, wenn sie eine iiberall 
stetig sich drehende Tangente besitzt, d. h. wenn sie sich so auf die 
Strecke tj St S t, baw. auf den Kreis (1) abbilden laBt, daB die ent- 
sprechenden Funktionen f(t), p(t) ausnahmslos stetige Ableitungen 
besitzen und da8B iberdies fir jeden in Betracht kommenden Wert 
von t 


(4) f(t)? + y'()2> 0 


ist. Nach der friheren Terminologie deckt sich also die Definition 
von glatt mit derjenigen eines reguldren Kurvenstiickes, Kap. 2, § 2. 

Hine reguldre Kurve entsteht, indem man eine endliche Anzahl 
nicht-geschlossener glatter Kurven stetig aneinander reiht. Wegen 
der analytischen Darstellung derselben wird auf Kap.2, §2 ver- 
wiesen. 

Hine regulire Kurve kann sowohl einfach sein als auch mehr- 
fache Punkte enthalten, ja diese kénnen sogar in unendlicher Anzahl 
auftreten. Man denke etwa an die aus den beiden glatten Kurven a) 
und b) zusammengesetzte Kurve: 

e=t, SUIT ea 
&) ray 
Pate PEOUVE y=0,t=0. 
Hierbei ist 7 = 1/ka (k = einer natiirlichen Zahl) zu nehmen. 
hint Nee Pe | RR SS LE 
») | Gi 03 
Fallen zwei Bestandteile einer reguliren Kurve lings eimes 
ganzen Bogens zusammen, so kann man, ahnlich wie bei den Rie- 
mannschen Flichen (man vgl. den zweiten Abschnitt), auch hier 
Riemannsche Elemente einfiihren. 

Von grundlegender Bedeutung ist der folgende leicht zu _be- 
weisende 

Satz. Hine regulire Kurve lapt sich stets in eime endliche An- 
zahl von Teilbogen zerlegen, deren jeder im der Gestalt dargestellt 
werden kann: 

y=F (2), bow. «= Oly), 
wobet F(x) baw. D(y) eindeutig wnd nebst der ersten Ableitung 
stetig rst. 


160 I, 5. Mengenlehre 


Wir werden spiter die Definition noch auf den Fall ausdehnen, 
daB die Kurve sich ins Unendliche erstreckt, indem wir dann ver- 
langen, da8 sie im Endlichen reguliir verlaufe und ihre Tangenten- 
richtung sich einer Grenzrichtung niihere. Hs zeigt sich, daf eine 
also definierte regulire Kurve der erweiterten HKbene (Kap. 7, § 9) 
diese Kigenschaft bei einer Transformation letzterer durch reziproke 
Radien beibehilt. 

In diesem Kapitel versteht man schlechtweg unter einer [Curve 
eine Jordansche Kurve; sonst aber im Buche eine endliche regulire 
Kurve. 

Aufgabe 1. Seien f(t), y(t) im Intervalle a <t <b stetige 
Funktionen, und seien 

Lie (t), y = p(t). 


Dann ist die Punktmenge {(a, y)} abgeschlossen und im allgemeinen 
perfekt. 

Aufgabe 2. Seien f(t), p(t) im Intervalle a St <b stetige 
Funktionen, deren Ableitungen erster Ordnung im _ Intervalle 
a<t<b ebenfalls stetig sind, und sei ferner 


f+ HtsS0, e@atably fia) =e) —0, 
Niihert sich eime der Grofen f'(t)/9’(t), o’()/f' (t) emem Grenz- 
wert, wenn t gegen a konvergiert, so stellen die Gleichungen 
c=f), y= l(t) 
eine regulire Kurve vor. 


Aufgabe 3. Sei f(z) eine stetige mit einer stetigen Ableitung 
ausgestattete Funktion im Intervalle 0<g < 4< co, und sgei 
ferner 

t (oo) eal), 
Transformiert man die Ebene durch reziproke Radien, 


f— — eds ‘— Oe, 
Ege Y= ty 


y = f(a) 


in eine Kurve C’ iibergefiihrt, welche den Anfang zum Grenzpunkte 
hat und durch Hinzufiigung desselben noch ergiinzt werde. Man 
zeige, dai C’ eine reguliire Kurve ist, welche die positive a-Achse 
im Anfang beriihrt. 


ZL 


so wird die Kurve 
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Aufgabe 4. Sei C eine vom Anfang ausgehende regulire Kurve, 
welche die Abszissenachse dort beriihrt. Transformiert man die 
Ebene durch reziproke Radien (Aufgabe 8), so geht ein geeignet 
beschrankter Bogen von C dadurch in eine Kurve I: 


y = fiz) 


uber, wo f(x) stetig im Intervalle 0 < g < x < co ist und dort eine 
stetige Ableitung besitzt, und auBerdem 


fico "0: 


Aufgabe 5. Man untersuche die Kurven, welche durch die 
Gleichungen 
“z= f(t), y = (t) 


detiniert werden, wobei f(t) und g(t) im nicht-abgeschlossenen In- 
tervalle 
&<ti<t 


eindeutig und nebst den ersten Ableitungen stetig sind. AuBerdem 
soll stets 

P(t)? + ¢'(H? > 0 
sein; auch sollen mehrfache Punkte nicht vorhanden sein, d.h. die 


Gleichungen 
wv =f), y' =) 


sollen héchstens eine Lésung ¢ = ¢’ zulassen. 
Als erste Beispiele seien die in Polarkoordinaten durch die Glei- 
chungen gegebenen Kurven erwihnt: 


a) t= 1/0, Wires Ee ory 
b) = tanr, > US se 


§ 2. Das zweidimensionale Kontinuum. 


In einer Ebene sei eine Punktmenge von folgender Beschaffen- 
heit vorgelegt: 

a) jeder Punkt der Menge ist ein imnerer Punkt, d.h. zu jedem 
Punkte (», Yo) der Menge gibt es eine positive GréBe h derart, daB 
alle Punkte (a, y), wofir |x —a)|<h, |y —Y| <h ist, zur 
Menge gehéren; 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 11 
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b) die Menge héngt zusammen, d.h. je zwei Punkte der Menge 
lassen sich durch eine einfache reguliire Kurve miteinander ver- 
binden, deren Punkte simtlich zur Menge gehéren.?) 

Hine derartige Punktmenge nennt man ein zwetdimensionales 
Kontinuum. Wir werden es hiiufig in der Folge als einen Bereich T 
bezeichnen, doch wollen wir an dieser Stelle nicht unterlassen, den 
Leser darauf aufmerksam zu machen, dab, wenn in der Mathematik 
von einem Bereich die Rede ist, die Frage stets vor allem entschieden 
werden mu, ob der Rand mit dazu gerechnet werden soll oder nicht. 
Tm Falle eines Kontinuums wird in der Analysis der Rand niemals 
einbegriffen, und dies soll in der Folge auch von einem Bereich T 
gelten, sofern das Gegenteil nicht bemerkt ist. 

Wegen der Definition von Umgebung, Hiiufungsstelle, abge- 
schlossen, perfekt usw. vergleiche man das 1. Kapitel, § 8. 

Analytisch kann ein Bereich 7’ durch Ungleichungen definiert 
werden. Beispiele: 

1. das Innere eines Rechtecks: 


Be Pace sere) 


9. das Innere eines Kreises: 


a—r<a2<at+r, b—YVr—(¢—a)?<y<b+ Vr—(c¢—a); 

3. das Innere eines Dreiecks oder allgemeiner die Punkte (x, y), 
deren Koordinaten gleichzeitig den drei Ungleichungen geniigen: 

az+by+te>0, Or | op) =F bef, += 1, 2, 3, 
wobei noch vorausgesetzt wird, da es wenigstens einen Punkt gibt, 
wofiir die drei Relationen gleichzeitig bestehen;: 

4. der Streifen 

a<a<b, f(t)<y<f(x)+ 9, 

wo f(z) eine stetige Funktion von z im genannten Intervalle und q 
eine positive Konstante bedeutet. 


Zur Probe fihren wir den Beweis im Falle 4. aus. Sei (ay, yo) 
ein beliebiger Punkt des Streifens; dann ist 


t(2o) < Yo <f(#) + 9. 


1) Dieser Teil der Definition kann anders gefaBt werden, indem man etwa 
verlangt, daB die Verbindungskurve eine Jordansche sei. Andererseits geniigt 
die Voraussetzung, daB jene Kurve ein Polygonzug sei. Alle drei Definitionen 
laufen auf ein und dasselbe hinaus. 
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Man nehme eine positive GréBe 
k so an, daB gleichzeitig 
f (Xo) < Y —k, 
Yo tk <fla) +9 
sel. Sodann kann man nach 
Kap.1, § 4, Aufgabe 6 eine 
positive GréBe 6 finden, der- 


y-fherg 


art, daB gleichzeitig O 7 Ss 5 =a 
he) =< Yo — k, Fig. 41. 


Ytk<f(z)+ 9 


bleibt, sofern 2 —6d<4<2,+6 ist. Bezeichnet man die 
klemere der beiden GréBen k, 6 mit h, so wird der Bedingung 
a) der Definition geniigt. 

Um noch nachzuweisen, da8 Bedingung b) ebenfalls erfiillt ist, 
seien A: (2%, Yo) und B: (#,, y,) irgend zwei Punkte des Streifens. 
Ist msbesondere x» == 2%,, so lassen sich A und B direkt durch die 


Strecke 
L = Xo, YSySy baw. YSySY 


miteinander verbinden. Sonst kann man die gesuchte Verbindungs- 
kurve, wie folgt, herstellen. Sei t < x, Dann lassen sich zunichst 
die Punkte (2%, f(%) + 49), (41, f(w) -+ $g) durch die Kurve 


C: y = f(z) + 3g 


miteinander verbinden, worauf dann die Kndpunkte derselben (so- 
fern sie nicht bereits mit A bzw. B zusammenfallen) mit diesen 
Punkten durch geradlinige Strecken verbunden werden. 

Ist y = f(z) eine regulire Kurve, so sind wir bereits am Ziele. 
Sonst wird man der Kurve C auf Grund der spaiteren Entwickelungen 
dieses Paragraphen ein Polygonzug eimschreiben, welcher ganz im 
Streifen lauft; vgl. insbesondere Aufgabe 5 unten. 

Der Leser wolle den Beweis im Falle 8. durchfiihren, indem er 
bemerkt, daB jeder Punkt der Verbindungsstrecke der beiden 


Punkte (£1, 71), (2, %2): 
oe — f= (f,—&,)t, Y — | = (Nz —m)t, Say Pa 


zur Menge gebort, sofern dies von den Endpunkten gilt, da man 
dann hat: 


age + by +c; = (a,b, + bine + Ot + (a8, + Bim + 6) (1 — 2). 
11* 
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Uber den Rand eines Kontinuwns. Der Rand eines Bereiches T 
kann aber noch ganz anderer Natur sein, als man sich ihn gew6hn- 
lich denkt, wie folgende Beispiele zeigen. 

A) Der Bereich 7’ bestehe aus allen Punkten der oberen Halb- 
ebene (y > 0), die Punkte 
m age (m=1,2,... 
nl? mt? lm=0,+1,4+2,... 
ausgenommen. Hier gibt es isolierte Randpunkte, es gibt aber auch 
Randpunkte, die eine Kurve bilden, nimlich die Gerade y = 0. Durch 
keinen Bogen dieser Kurve werden jedoch alle in der Nachbarschaft 
desselben gelegenen Randpunkte erschopft. 

B) Der Bereich T bestehe aus den Punkten des in der oberen 
Halbebene gelegenen Halbkreises 


i 


e2 + y2 < 25, Opens 
mit Ausnahme der folgenden Punkte: in den Punkten der x-Achse: 
y=), Soe Uy ek, Ree 1, eas 


errichte man ein Lot auf derselben von der Linge 1, und zwar nach 
der Seite hin, wofiir y > 0 ist; die Punkte dieser Lote: 


2==0, In, LN ieoteg te | 


sollen nicht zu T gehoren. 

Hier gibt es Randpunkte, welche die merkwiirdige Higenschaft 
haben, da sich ein verainderlicher Punkt P von T' keinem davon 
als Grenzpunkt stetig nihern kann, ohne aus 1’ herauszutreten. 
Fassen wir etwa den Punkt 
A: z=0, y =4 


ins Auge. Von einem festen Punkte O von T aus kann ein Punkt P 
allerdings, lings eines ganz in TJ gelegenen Weges fortriickend, in 
eine beliebig kleine vorgegebene Nachbarschaft von A gelangen, etwa 
in einen um A beschriebenen Kreis vom Radius 6 < 4. Das sei nun 
einmal geschehen; der Punkt P liegt in diesem Kreise. Jetzt kann 
man eine zweite Umgebung von A so wihlen, daB P, um in diese 
zu gelangen, aus jenem Kreise wieder heraustreten und sich sogar 
von A um mehr als die Entfernung }$ zuriickziehen mu8. 

In diesem Beispiele bilden die Punkte von der ausgezeichneten 
Higenschaft des Punktes A bloB eine endliche Anzahl regulirer 
Kurvenstiicke, nimlich eine einzige geradlinige Strecke. Hinen all- 
gemeineren Fall erhaélt man, wenn man die Lote in den Punkten 
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einer in der Strecke y= 0, —1< 4 <1 gelegenen perfekten, in 
keinem Intervalle dichten Menge errichtet. Ein Beispiel einer solchen 
Menge wird spater mitgeteilt, vgl. $12. Ist x’ ein Endpunkt der 
dabei benutzten Intervalle (n), und A ein Punkt (2’, y’), wo0 < y’ <1 
ist, so kann sich P dem Punkte A zwar von der einen Seite her stetig 
nihern, nicht aber von der andern. Ist dagegen x’ eine Haufungs- 
stelle derartiger Endpunkte, ohne selbst ein Endpunkt zu sein, so 
kann P lings keines in T gelegenen Weges dem Punkte A zustreben. 

Durch dieses Beispiel wird der Begriff eines Randes bzw. eines 
Randstiickes nahegelegt, auf welchem Punkte dieser merkwiirdigen 
Higenschaft sogar tiberall dicht gesiiet sind. Ein solches Beispiel ist 
in der Tat nicht schwer herzuleiten. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einigen Sitzen tiber Kon- 
tinuen. 


1. Satz. Die Randpunkte emes endlichen Bereiches T bilden 
eine abgeschlossene Punktmenge. 


2. Satz. Ist C eme Kurve, welche ganz in emem Bereich T 
hegt, so hat der Abstand eines variabelen Punktes derselben von 
den verschiedenen Randpunkten von T ein positives Minimum. 


Der erste Satz ist evident. Zum Beweise des zweiten zeigt man 
allgemein, wenn { (x, y)} und { (2’, y’)} zwei beliebige abgeschlossene 
Punktmengen ohne gemeinsamen Punkt sind und man die untere 
Grenze der Entfernung V(# — a’)?+ (y— y’)? zweier Punkte der- 
selben voneinander mit x bezeichnet, daB es dann stets einen Punkt 
der einen Menge (x, y) und einen Punkt der anderen Menge (2’, y’) 
cibt, deren Entfernung voneinander genau x betrigt.+) 


83. Satz. Set P etm Punkt eines Bereichs T und ser Q ein 
zweiter Punkt, der T nicht angehdrt. Verbindet man P mit Q 
mittels eimer Kurve C, so wird mindestens ein Punkt von C zum 
Rande von T gehoren. 


4. Satz. StoBen zwer Bereiche, welche keinen gemeinsamen Punkt 
besitzen, léngs einer endlichen Anzahl regulérer Kurven und auferdem 
noch miglicherweise in einer endlichen Anzahl isolverter Punkte zu- 


1) Man vgl. Jordan, Cours d’analyse, Bd. 1, 2. Aufl., 1898, S. 24, § 30. 
Das Wort parfait wird daselbst im Sinne von abgeschlossen (nicht perfekt) ge- 
braucht. 

Fiir die allgemeinen Zwecke der Analysis hat Jordan den Begriff domaine 
(S. 22) zu weit gefaBt, da er z.B. die Punkte des Kreises 2?-++ y?S 1 nebst 
der Geraden z = 1,0 < | y| X 1, sowie die aus den beiden Kreisen 2? + y’ < 1, 
(a — 2)?+ y?<1 zusammengesetzte Menge mit einbegreift. 
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sammen, so bilden die inneren Punkte dieser Bereiche nebst den Punkten 
der Kurven (die Endpunkte letzterer ausgenommen) einen Bereich T.") 


5. Satz. Haben zwei Bereiche T, und Ty, einen gemeinsamen 
Punkt und ist jeder Randpunkt von T, entweder ein Rand- oder 
ein GuBerer Punkt von T., so hegt T, m T. 

Zusatz. Haben T, und T, einen gemeinsamen Punkt und fallen 
alle ihre Randpunkte zusammen, so sind sie miteinander rdentisch. 


Der Beweis dieser Sitze bietet keine Schwierigkeit und wird 
dem Leser iiberlassen. Wir fiigen noch als Aufgaben einige weitere 
Satze hinzu. 


Aufgabel. Sei P ein Punkt eines Bereiches T und Q ein Punkt, 
welcher nicht zu 7 gehért und auch kein Randpunkt von T' ist. Man 
zeige, daB es dann einen Randpunkt von T' gibt, dessen Abstand von 
Q weniger als derjenige des Punktes P von Q betrigt. 


Aufgabe 2. Seien 7,, T, zwei Bereiche ohne gemeinsamen 
Punkt. Dann bildet die Gesamtheit ihrer Punkte keinen Bereich T'. 


Aufgabe 8. Haben zwei Bereiche 7',, T, einen gemeinsamen 
Punkt, so bildet die Menge aller Punkte, welche mindestens einem 
dieser Bereiche angehéren, einen Bereich JT. Die gemeinsamen 
Punkte von 7, und T, bilden ein oder mehrere Kontinuen. 


Aufgabe 4. Man zeige, daB das Innere eines Kreises, dessen 
Mittelpunkt ein gewohnlicher Punkt oder eine Ecke einer einfachen 
reguliren Kurve ist, bei passender EKinschrinkung des Radius durch 
die Kurve in zwei Kontinuen zerlegt wird. 


Aufgabe 5. Liegt eine Kurve C in einem Bereich T, so laBt 
sich der Kurve ein Polygonzug einschreiben, welcher in T liegt. 


$3. Darstellung eines Bereiches durch eine unendliche Reihe von 
Teilbereichen. 


Die Entwicklung einer Funktion in eine unendliche Reihe von 
Funktionen findet ihr Analogon hier in dem folgenden 


Fundamentalsatz.?) Sei eim beliebiger Bereich T vorgelegt. 
Dann laBt sich eine Rethe von Bereichen Ty, T,,... angeben, 


1) Der Ausdruck zusammenstoBen ist so zu verstehen: ist P ein 
Punkt einer jener reguliren gemeinsarnen Randkurven C, welcher nur kein 
Endpunkt davon ist, so liegen keine weiteren Randpunkte in der Nihe von 
P als nur die Punkte von C. 

2) Hier mégen sowohl T als auch T,,, Kontinuen sein. Der Satz 
la8t sich indessen in leicht ersichtlicher Weise auch dem Falle anpassen, daB 
Randpunkte mit zu diesen Bereichen gezahlt werden. 
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welche sich eimzeln aus Quadraten zusammensetzen, ‘ineinander 
emngeschachtelt sind, und T gerade ausfiillen. Genauer ausgedriickt 
haben die Teilbereiche folgende Eigenschaften: 

a) jeder imnere wnd Randpunkt von T,, liegt sowohl in T 
ee eed Sere 

b) jedem Punkte P von T entspricht ein Wert von n, wofiir 
P in T,, legt.1) 


Wir denken uns den Bereich T in arithmetischer Weise (diesen 
Ausdruck im weitesten Sinne verstanden, vergleiche die Beispiele des 
vorhergehenden Paragraphen) festgelegt; dann kann der Bereich 1’, 
durch eine endliche Anzahl von Ungleichungen bestimmt werden, 
denn er setzt sich aus einer endlichen Anzahl von Quadraten zu- 
sammen, und ein Quadrat lat sich ja durch Ungleichungen erklaren. 

Sei 7 zunaichst endlich, und man fasse einen Punkt O von 
T ins Auge. Durch die Geraden 


m m’ 


l= on? gerd m, m =0, +1, +25... 


werde die Ebene in ein Quadratnetz eingeteilt. Bei geeigneter Wahl 
von nm =m, kann man dann erreichen, dafi einige der Quadrate 
Q1,Q2,--->Q, inklusive ihrer Rinder in 7 liegen und dai itberdies 
der Punkt O im Innern oder auf dem Rande eines derselben, welches 
wir t nennen wollen, liegt. Die Quadrate Q,,..., Q, bilden eine 
endliche Anzahl zweidimensionaler Kontinuen, die nirgends iiberein- 
ander greifen, die aber im allgemeinen gemeinsame Randstiicke be- 
sitzen werden. Gehen wir vom Bereiche ¢ aus und sehen wir zu, ob 
ein zweites Quadrat Q, lings einer ganzen Seite daran grenzt. Falls 
es ein solches gibt, so werde dasselbe auf Grund des 4. Satzes von 
§2 an diesen Bereich angefiigt. Dadurch entsteht ein neuer Be- 
reich ¢,, der ebenso wie ¢ inklusive seines Randes in T liegt und 
iiber keines der tibrigen k —2 Quadrate hinwbergreift. Am Bereiche 
t, wird jetzt dieselbe Uberlegung wieder angestellt und ¢, wird so 
womdglich durch eines der k — 2 wbrig gebliebenen Quadrate zu 
einem Bereiche ¢, ergiinzt, welcher ahnlich beschaffen ist, wie ¢ und 4. 

Wiederholt man diesen Schritt, so gelangt man schlieBlich zu 
einem Bereiche 7',, der den Punkt O enthilt, sich aus den Quadraten 
Q1,---,Q, baw. aus einem Teil derselben zusammensetzt, und nebst 
seinem Rande (der inzwischen in mehrere Stiicke zerfallen sein kann) 


1) Der Bereich T,, entspricht der Summe s,, der ersten m Glieder der un- 
endlichen Reihe, nicht dem einzelnen Gliede u,, derselben. 
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in T liegt. Dieser Bereich bildet nun das erste Glied der Reihe. 
Wie man leicht erkennt, ist er unabhangig von der Reihenfolge, in 
welcher die einzelnen Quadrate angehingt werden, nicht aber von der 
Wahl des Punktes O. Jedem Randpunkte P von Ty entspricht min- 
destens ein Randpunkt von 7, der héchstens um die Gréke 27 "°//2 
von P absteht. Sei hk, die kleinste Entfernung von einem Punkte des 
Randes von 7, bis zu einem Punkte des Randes von T (vgl. den 
2. Satz von § 2). Dann ist 0<h, <2°". Nach der 1. Aufgabe 
von $2 steht jeder Punkt des Bereiches Ty um mehr als hy vom 
Rande des Bereiches T ab. 

Wir wenden uns jetzt zur Herstellung des zweiten Bereiches 17’. 
Indem wir die Hinteilung der Ebene in Quadrate weiter fortsetzen, 
wihlen wir n = n, so, da die Diagonalen der Quadrate des Netzes 
kleiner als h, ausfallen —es muf also 2~"//2 <h, sei — und richten 
unser Augenmerk auf die neuen Quadrate Q,’,..., Q,, welche 
in 7, aber nicht in Ty liegen. An jeden Randpunkt von Ty) muh 
dann mindestens ein solches Quadrat stoBen, wie der Leser streng 
arithmetisch nachweisen kann. Und nun wird man, von 1’, aus- 
gehend, diesen Bereich durch sukzessive Adjungierung von Qua- 
draten Q,’ gerade so erweitern, wie vorhin beim Bereiche t geschehen 
ist. Das Ergebnis wird ein aus einer endlichen Anzahl von Qua- 
draten Q, Q’ bestehender, mit semem Rande in T gelegener Bereich 7’, 
sein, in welchem YT, nebst seinem Rande liegt, und welcher ferner, 
analog wie Ty, so beschaffen ist, dafi jedem Randpunkte P von T, 
mindestens ein Randpunkt von 7 entspricht, der héchstens um die 
GréBe 2-"7/2 von P absteht. 

Sei ferner h, die kleinste Entfernung von einem Punkte des Ran- 
des von 7, bis zu einem Punkte des Randes von 7’. Dann wird man 
einen Bereich 7, in ahnlicher Weise herstellen, wie soeben T,. Durch 
fortgesetzte Wiederholung des Verfahrens entspringt hiermit eine 
unbegrenzte Folge von Bereichen T,, T,,..., deren alle der Forde- 
rung a) des Satzes entsprechen, und es eriibrigt also nur noch zu 
zeigen, dafi auch der Forderung b) Geniige geleistet wird. 

Dazu verbinde man O mit P durch eine in T verlaufende Kurve C 
und bezeichne mit h die kleinste Entfernung von einem Punkte von 
C bis zum Rande von T (vgl. § 2, 2. Satz). Nimmt man dann k so 
an, daB 2-"1/2 <h wird, so wird C ganz im Bereiche 1’, liegen. 
In der Tat, wirde C aus 7, heraustreten, so miBte C nach dem 
3. Satze von § 2 einen Randpunkt A von 7, enthalten. Demnach 
gabe es einen Randpunkt von 7, dessen Abstand von A héchstens 
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2-":Y2 betragt und somit kleiner als h ware. Mit diesem Wider- 
spruch schliebt der Beweis des Satzes im Falle eines endlichen Be- 
reiches T. 

Erstreckt sich 7’ dagegen ins Unendliche, so sieht man leicht, 
wie die nétige Erginzung zu bewerkstelligen ist. Man kénnte etwa 
eine Reihe konzentrischer Kreise mit dem gemeinsamen Mittel- 
punkte O und den Radien R = 1,2,... nehmen und dann bei 
jedem Schritte des Verfahrens alle solchen Quadrate Q, aber auch nur 
diese, in Betracht ziehen, welche innerhalb des n*" Kreises liegen. 

Indem wir die Entwicklungen von §§ 6, 7 antizipieren, figen 
wir noch die folgende Erginzung des vorstehenden Satzes hinzu. 


Der Rand eines beliebigen T,, besteht aus einer endlichen Anzahl 
geschlossener reguldrer Kurven (Polygonztige), welche héchstens eine 
endliche Anzahl von Doppelpunkten besitzen. 

Die duperen Punkte von T,, bilden k Kontinuen, Z,,..-., ZU, 
wovon das eine aus dem Auferen einer einfachen reguliren ge- 
schlossenen Kurve (§ 6) besteht; jedes der iibrigen macht das 
Innere einer solchen Kurve aus. Daber kann k mit n wachsen, 
und zwar unter Umstinden unendlich werden. 


Wir bemerken vorerst, dai jede zum Rande von T,, gehérige 
Quadratseite ein zu 7, gehoriges Quadrat von einem nicht zu T, 
gehorigen Quadrat trennt, wie aus der Entstehungsweise von 1’, 
sofort ersichtlich ist. Fangen wir mit einer beliebigen Quadratseite 
an, welche zum Rande von 7, gehért. Dann reiht sich mindestens 
eine zweite solche Quadratseite ans Ende dieser, — welches Ende 
wir nehmen, ist da gleichgiltig. An letztere hingen wir wieder eine 
dritte Quadratseite des Randes an, und wiederholen den Schritt. 
Da der ganze Rand von 7, nur aus einer endlichen Anzahl von sol- 
chen Quadratseiten besteht, so mu die Fortsetzung des Prozesses 
schlieBlich zu einer Quadratseite fiihren, welche bereits einmal an- 
cetroffen ist. Hiermit stellt sich ee einfache regulare geschlossene 
Kurve J’; ein, welche ganz zum Rande von T,, gehért und die Ebene 
nach §6 in zwei Kontinuen zerlegt. Nach dem 1. Satze von § 7 
liect T,, ganz auf einer Seite von J’, also entweder ganz im Innern 
oder ganz auBerhalb dieser Kurve. Das auf der anderen Seite von 
I’, gelegene Kontinnum mége mit Y, bezeichnet werden. 

Ist der Rand von 7, hiermit noch nicht erschépft, so fange man 
mit einer zur Begrenzung gehérigen nicht an I’, beteiligten Quadrat- 
seite s an und wiederhole den obigen Prozef. Entweder erhalt man 
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auf diese Weise wiederum eine einfache reguliire geschlossene Kurve 
I,, welche ganz zum Rande von T,, gehért und die Ebene in zwei 
Kontinuen zerlegt, wovon das eine, T,, ganz auerhalb T,, und JY, 
liegt; oder aber man st68t auf einen Punkt von J. Im letzteren 
Falle wollen wir zu s zuriickkehren und vom anderen Ende dieser 
Seite ausgehen. Dann kénnen wieder dieselben beiden Fille ein- 
treten. Ergibt sich nun hier eine einfache regulire geschlossene 
Kurve, J/’,, so hat man im wesentlichen den fritheren Fall vor sich, 
da I’, die Ebene in zwei Kontinuen zerfillt, wovon das eine, T,, ganz 
auBerhalb 7, Z, liegt. Trifft dies indessen nicht zu, so wird man 
wieder zu J’, zuriickgefiihrt. In diesem Falle miissen aber die beiden 
anf J’, erhaltenen Endpunkte der bewuBten Kurve zusammenfallen. 
Denn sonst li8t sich aus dieser Kurve und einem Bogen C von I, 
wieder eine einfache regulire geschlossene Kurve zusammensetzen, 
die zum Rande von 7’, gehért und die Ebene in zwei Kontinuen zer- 
legt, wovon das eine & auSerhalb T,,, T, liegt. Hiermit stoBen wir 
aber auf einen Widerspruch, indem sowohl Y, als © an C grenzen, 
und zwar von verschiedenen Seiten her, da © auBerhalb T, liegt. Wir 
erhalten also auch in diesem Falle eine einfache regulire geschlos- 
sene Kurve J’, von der friitheren Beschaffenheit, nur hat diese 
jetzt einen Punkt mit J’, gemeinsam. Hier bilden J’, und J’, zu- 
sammengenommen eine regulire geschlossene Kurve mit einem 
Doppelpunkte. 

Sollten noch Randpunkte von T,, vorhanden sein, so werden 
wir wieder in derselben Weise verfahren. Hs kann jetzt vorkommen, 
daB die schrittweise hergestellte Kurve L mit einem Endpunkte A, 
an J’, und mit dem anderen Endpunkte A, an J’, heranreicht. Haben 
I’, und J’, keinen gemeinsamen Punkt — sonst unterscheidet sich 
ja der Fall nicht wesentlich von einem bereits behandelten —, so 
wird man L von A, aus weiter fortsetzen. Dies ist sicher méglich, 
da in diesem Falle vier zum Rande von T,, gehérige Quadrat- 
seiten in A, zusammenstoSen, wovon bisher erst drei in Betracht 
kamen. Dann muf L entweder in sich selbst oder in einem Punkte 
von J’, schlieBen, und im letzteren Falle mu8 dieser Punkt eben der 
Punkt A, sein. In allen Fallen stellt sich also eine weitere einfache 
regulire geschlossene Kurve I’, von der bewuBten Beschaffenheit ein. 

Wenn mehrere getrennte Kurven I, ..., J’; vorliegen, erfihrt 
die SchluBweise nur insofern eine Modifikation, daB die Kurve L mehr 
als zwei Kurven J’; antreffen kann, ehe sie schlieBt. Hiermit ist 
denn der Satz véllig bewiesen. 


§ 4. Vorbereitungen zum Beweise des Hauptsatzes von § 6. ab Gl 


Hangt der Bereich T einfach zusammen (vgl. unten, § 7), so 
wird auch jeder T,, einfach zusammenhingen, sofern man nur den 
einen Fall ausschhept, daB T sich ims Unendliche erstreckt und 
dabei einen ganz wm Endlichen belegenen Rand hat. 


Sollte T,, nimlich mehrfach zusammenhingen, so wird sein 
Rand zum Teil aus einer einfachen reguliren geschlossenen Kurve 
bestehen, innerhalb deren Randpunkte von T liegen. Da nun aber 
auch auberhalb dieser Kurve Randpunkte von T liegen, so wird man 
hiermit zu einem Widerspruch gefithrt. 


Aufgabe. Gegeben seien ein Bereich T und eine beliebig kleine 
positive GréBe «. Dann lift sich m so bestimmen, daB ein vor- 
gegebener Randpunkt von T um weniger als e von einem Randpunkt 
von 1’, absteht. Gilt der Satz gleichmifig fiir den ganzen Rand 
von T, im Falle T endlich ist? 


§ 4. Vorbereitungen zum Beweise des Hauptsatzes von § 6. 


Die Anschauung zeigt, daB einfach gestaltete geschlossene Kur- 
ven, wie z. B. ein Kreis oder ein Quadrat, die Ebene in zwei Teile 
— in ein inneres und in ein duBeres Gebiet — zerlegen, und man 
ubertraigt diesen Satz allgemein auf alle geschlossenen Kurven, sofern 
sie sich selbst nicht iiberschneiden. Allein fiir die Polygone ist der 
Satz schon nicht mehr anschaulich, denn man kann sich ja nur von 
einer 4uBerst beschrankten Klasse von Polygonen eine deutliche Vor- 
stellung machen. In der Tat beruht der Satz selbst fiir die allgemeinen 
einfachen Polygone blo8 auf einem Analogieschlusse. 

In der Analysis ist dieser Satz von grundlegender Bedeutung. 
Fiir ihre Zwecke geniigt es, inn in folgendem Umfange auszusprechen: 
Hine einfache regulire geschlossene Kurve teilt die Hbene in zwei Be- 
reiche. Wir haben uns in diesem und den beiden folgenden Para- 
graphen mit einem arithmetischen Beweise desselben zu _beschaf- 
tigen, welcher von Hrn. L. D. Ames herrithrt und wegen Strenge 
und Hinfachheit wohl als befriedigend angesehen werden kann.’) 


1) Bisher war meines Wissens nur ein Beweis des Satzes bekannt, und 
zwar derjenige des Hrn. Schoenflies: Géttinger Nachrichten, 1896, S. 79; 
der Satz wird daselbst nicht ganz in dem Umfange des Textes bewiesen. Hrn. 
Schoenflies gebiihrt auch das Verdienst, die Notwendigkeit eines arithme- 
tischen Beweises fiir die Analysis zuerst hervorgehoben zu haben. An Einfach- 
heit 1aBt jedoch sein Beweis zu wiinschen iibrig. Um einen geometrisch so 
nahe liegenden Satz arithmetisch zu begriinden, bieten sich nimlich in der 
Regel mehrere Wege dar. Schligt man einen bestimmten davon ein, so kann 
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Definition der Strecken. Unter einer Strecke % verstehen wir die 
aus der reguliren Kurve 
2= f(t) —ai+a, 
y = p(t) = dt + by 
f(t)? + oP = a? + 6? > 0 
bestehende Punktmenge {(z, y)}, der wir noch ein weiteres, geo- 
metrisch dem Sinne der Strecke entsprechendes Merkmal beifiigen, 


indem wir zwischen den beiden Permutationen der extremen Punkte 
A: (9, Yo) und B: (a,, y,) unterscheiden: 


MW = [(Xo, Yo)» (*1, Ys) ] = [A, B). 
Der Punkt (2, yo) hei®t der Anfang, und (a,, y;) hei®t der Hnd- 
punkt der Strecke. Diesen entsprechen in beliebiger Reihenfolge die 
Parameterwerte fo, t,. 
Zwei Strecken X= [(2, Yo), (1, Ya)] und W’ = [(a9’, Yo’), (@1's Yr’) J 
heiBen einander gleich, wenn 


beer hy 


@, — Lo = 2’ — XM, Yi — Yo = Yi Yo. 
ist. Sie heiSen einander entgegengesetat gleich, wenn 
Ty — Xp = — (%,' — X), Yi — Yo = — (Yr — Yo) 
ist; in Zeichen: YU = Y’ bzw. XY = — YA’. Es ist insbesondere 
[A, B] = —[B, A]. 


es einem leicht begegnen, dafi man bald in ein Gestriipp von geometrischen 
Tatsachen gerat, deren jede eine besondere Arithmetisierung erfordert, so da 
man sich genétigt sieht, den Angriff von einer anderen Seite zu versuchen. 
Im vorliegenden Falle fiithrt der Weg, den Hr. Ames gegangen ist, direkt zum 
Ziele; man vergleiche Ames, Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, Bd. 10 (1904), 
S. 301, sowie Amer. Journ. of Math., Bd. 27 (1905). Andere Beweise sind 
spater von G. A. Bliss, Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, Bd. 10 (1904), S. 398 
und von O. Veblen, Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 5 (1904), S. 365, 
sowie ebenda Bd. 6 (1905) gegeben worden. Der Veblensche Beweis ist ein 
geometrischer und beruht direkt auf dem von Hrn. Veblen in der zuerst ge- 
nannten Abhandlung aufgestellten Systeme von Axiomen der Geometrie. In- 
dessen ziehen wir hier eine arithmetische Behandlung deshalb vor, weil sich der 
Leser hierbei mit neuen Begriffen und Beweismethoden wenig zu plagen braucht, 
er gelangt mit seinen analytisch definierten reguliren Kurven und den ihm 
gelaufigen Beweismethoden bequemer zum Ziele. 

Es sei noch auf die Untersuchungen von ©. Jordan, Cours d’analyse, 
Bd. 1, 2. Aufl., 1893, S.90 verwiesen, wo der Satz, unter Annahme seiner 
Richtigkeit fiir Polygone, allgemein fiir Jordansche Kurven (§ 1) begriindet 
wird. Jordan beweist hiermit mehr als die Funktionentheorie gebraucht; 


dagegen macht er Voraussetzungen, welche diese Theorie streng begriindet 
wissen will. 
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Unter der Linge einer Strecke versteht man die Entferaung 
zwischen ihren Endpunkten: 

V (a, — )® + (Y= Yo)? 

Definition des Winkels. Den Winkel zwischen zwei Strecken 
faBt man in der Geometrie als die Figur auf, welche durch gleiche 
Strecken mit gemeinsamem Anfang gebildet wird, und man ordnet 
demselben eine Zahl zu, welche man dann als das Winkelma’ oder 
schlechtweg als den Winkel bezeichnet. Diese Zahl definieren wir, 
wie folgt: Unter dem Winkel zwischen zwei Strecken 


W = [(X, Yo)» (41, yx)] und W’ = [(a’, yo’), (a1 y1')], 
in Zeichen +) 
6= x(U,W), 
versteht man jede Losung 6 der beiden simultanen Gleichungen?) 


LYi— Yo. = (a Xp) | 


CON Oa ae 
| Ly — Ly Y1 — Yo | 
(1) | 
ApAA Ie: hy ci fe He i 
Ly — Lo Y1 — Yo | 
wo 


w-1—= Y(a — ao)? + (Yr — Yo)® Var — ao’)? + (Yr — Yo)? 
ist. Doch greift man hiufig blo8 eine Losung heraus und nennt diese 
schlechtweg den Wert des Winkels. Bei dieser Definition treten die 
beiden Strecken unsymmetrisch auf; vertauscht man sie, so wechselt 
der Winkel sein Vorzeichen: 


<x (ML, W’) = — x (W’, A). 


Zwei gleiche Strecken bilden denselben Winkel mit einer gegebenen 
Strecke und den Winkel 0 miteinander; zwei entgegengesetzt gleiche 
Strecken bilden den Winkel a miteinander. 

Vermége der Funktionaleigenschaften der analytisch definierten 
trigonometrischen Funktionen (vgl. Kapitel 12, § 5 et seq.) begriindet 
man fiir die also eingefiihrten Winkel die gewohnlichen geometri- 
schen Higenschaften, zum Beispiel: 


x (UW, B) + « (B, 6) = x (A, ©). 


1) Haben die Strecken 9% —[A, B] und Y’ =[4’, B’] die Anfangspunkte 
A und A’ gemein: A = A’, so wird auch @= < BAB’ geschrieben. 

2) Hierbei darf man sich selbstverstindlich nicht auf die geometrische 
Definition von sin 6, cos @ stiitzen. Wegen einer arithmetischen Definition 
dieser Funktionen sei auf Kapitel 12, § 5 verwiesen. 
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Der vorstehenden Definition zufolge wird der von den Strecken 


a pee Se ae 

i y=b,t+), a,?+b>0 
und 

ay" x= a,'t+ ei ioc te ty 

v* ” geben es ay’? +d,2> 0 


gebildete Winkel 6 = < (, 2’), falls der Parameter t so gewihlt 
ist, daB der Anfang (29, Yo) und der Anfang (@’, Yo’) den Parameter- 
werten ft) bzw. t)’ entsprechen, mittels der Koeffizienten a,b, usw. 
durch die Formeln ausgedriickt: 


ey te ty ay’ + bb,’ 

L a SS aie pee 

(2) Vay? + by? Vay"? + by 
in) oe 


Vay? + by? Vay’? + b,? 
und hiingt somit nur von den Koeffizienten von ¢t, nicht von den 
konstanten Termen ab. 


Halbstrahlen. Unter einem Halbstrahl versteht man die aus den 
Punkten (a, y): 
r=a4,t+ a, tb St<co 
y=b,t+ by a? + b,? > 0 


bestehende Punktmenge {(«, y)}. Durch den Anfang A: (ao, Yo), 
welcher dem Parameterwerte t = t, entspricht, und einen beliebigen 
zweiten Punkt (z,, y,) des Halbstrahls wird eine Strecke [(2, Yo), 
(,, y,)] definiert, und alle derartigen Strecken bilden den Winkel 0 
miteinander. Den Winkel zwischen zwei Halbstrahlen baw. zwischen 
einem Halbstrahl und einer Strecke definieren wir gerade so, wie 
vorhin, und messen denselben durch denjenigen Winkel, welcher 
entsteht, wenn man jeden der beteiligten Halbstrahlen durch eine 
auf die soeben erklirte Weise ihm zugeordnete Strecke ersetzt und 
den Winkel zwischen diesen Strecken nimmt. ~» Wie man sieht, wird 
der Winkel auch in diesem Falle durch die Formeln (2) gegeben. 

Insbesondere bildet die Strecke baw. der Halbstrahl {{ mit der 
positiven z-Achse einen Winkel a, wo 


(3) cos @ = ——s sina =——23 


Varpoe 9 Vat ot 
Ein Halbstrahl wird somit durch den Anfang A: (a, yo) und den 
Winkel «, (3) bestimmt. 
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Invariante Higenschaften. In der Geometrie bedient man sich 
a) einer starren Bewegung der Ebene in sich, b) einer Transforma- 
tion von einem rechtwinkligen Koordinationssystem auf ein zweites 
solches, wobei die Ordinatenachse gegen die Abszissenachse im neuen 
System ebenso orientiert ist wie im alten. Beide Transformationen 
driicken sich analytisch durch die Formeln aus: 
4 £= x cosa—y’ sina+t ay 
4 y=a2 sna+t y’ cosat+ yy é 
Bei rein arithmetischen Betrachtungen handelt es sich allein um 
diese Transformation. Durch Ausrechnung findet man nun, daf sich 
dre Linge einer Strecke, sowie die Winkelmafe invariant gegeniiber 
der Transformation (4) verhalten. 


§ 5. Fortsetzung: Ordnung eines Punktes; zwei Hilfssatze. 


Wir fithren jetzt emen fiir die folgenden Entwicklungen wich- 
tigen Begriff ei, namlich die Ordnung eines Punktes in bezug auf 
eine geschlossene Kurve 


C: a=ft), y=, 


wo f(t) und g(t) die primitive Periode w haben. Sei O: (&, 7) ein 
beliebiger Punkt der Ebene, der nur nicht auf C liegt, und sei 
P: (x, y) em Punkt von C. Dann ist der Winkel 0, welchen die 
Strecke OP mit der positiven z-Achse bildet, eine mehrdeutige 
Funktion des Parameters t, deren Werte sich um Vielfache von 27 
voneinander unterscheiden und zu eindeutigen stetigen Funktionen 
zusammengefaBt werden kénnen; vgl. 1. Kap., § 11. Verstehen wir 
unter 6(t) schlechtweg eine von diesen Funktionen und greifen wir 
einen beliebigen Punkt P’: t = ?t’, von C heraus, so erhalten wir 


O(t' +w) = O(t’) + Qnx, 


wo n eine ganze Zahl bedeutet. Diese Zahl definieren wir als die 
Ordnung des Punktes O in bezug auf die Kurve C. Die Ordnung 
hangt nicht von der Wahl des Punktes P’ ab; denn die Differenz 


6(t + w) — O(t) 


ist eine stetige Funktion von t, welche stets gleich einem Vielfachen 
von 2a ist und fiir t = t’ den Wert 2nz hat, darum behilt sie diesen 
Wert durchweg bei. Auch hingt die Ordnung, vom Vorzeichen ab- 
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gesehen, nicht von der besonderen Wahl des Parameters ¢ ab. Wird 
nimlich ¢ durch einen neuen Parameter 


t= x4) 

ersetzt (vgl. $1, Formel (3)), so hat die Ordnung, welche doch als 
die einer primitiven Periode @ bzw. w entsprechende Differenz in 
den Funktionswerten 6(t’ +) — O(t’) baw. O(t’ + @) — O(7’) 
definiert ist, offenbar denselben bzw. den entgegengesetzten Wert. End- 
lich kann man die positive -Achse durch jeden anderen Halbstrahl 
der Ebene ersetzen, ohne die Ordnung des Punktes O dadurch zu 
iindern. Uberhaupt ist die Ordnung invariant in bezug auf jede 
Transformation (4) des vorhergehenden Paragraphen. 

1. Satz. Alle Punkte gleicher Ordnung bilden ein oder mehrere 
Kontinuen. ; 

Mit anderen Worten haben alle Punkte einer bestimmten Um- 
gebung des Punktes O: (&, 7) gleiche Ordnung. Sei nimlich O,: 
(yn, €) ein zweiter Punkt der Umgebung |x —é)|<h, |y—m| <h, 
und seien @(t) und 6,(t) die Winkel, welche die Strecken OP baw. 
O,P mit der positiven a-Achse bilden. Schreibt man die Formel hin, 
welche cos (6, — 8) als eine Funktion von &, 7, ¢ darstellt, so er- 
hellt sofort, daB bei passender Hinschriinkung von h 


cos (0, — 0) > 0 
bleibt, was auch immer ¢ fiir een Wert annehmen mége. Daraus 
schlieBt man, daB es bei geeigneter Wahl von h eine eindeutige ste- 


tige Bestimmung der Funktion 6,(t) gibt, welche sich von 0(t) um 
weniger als 2/2 unterscheidet. Aus den Gleichungen 


6(t +o) = O6(t) + 2nz, 
6,(t + w) = 0,(t) + 2nyx 
folgt dann, daB n = n, ist, w.z. b. w. 


2. Satz. Kénnen zwei Punkte O, O' durch eine die Kurve C 
nicht treffende Kurve I’ miteinander verbunden werden, so haben sie 
dieselbe Ordnung. 


Die Kurve I” werde durch die Gleichungen 
t=(t), y=), t#StsSh, 


dargestellt, wobei 2) =p (ty), Yo = p(t) die Koordinaten des Punktes O 
sind. Alle in der Nihe von t, gelegenen Werte von t, bat say 


§ 5. Fortsetzung: Ordnung eines Punktes; zwei Hilfssitze arr 


liefern Punkte von J’, die in der Nahe von O liegen, und diese haben 
nach dem vorstehenden Satze dieselbe Ordnung wie O. Nun lasse 
man h wachsen. Entweder bleiben die Punkte von J’, welchen Werte 
von ¢t im Intervalle t; < t < h entsprechen, stets von derselben Ord- 
nung wie O — dann wird aber der Satz schon zugestanden —, oder 
aber solche Werte von h haben eine obere Grenze ¢, die kleiner als 
i, ist. Demgema8 miissen in jeder Umgebung des Punktes (2, y), 
wo ££ = g(t), y = y(t) ist, Punkte von verschiedenen Ordnungen 
liegen. Dies fiihrt aber zu einem Widerspruch. Denn dem soeben 
bewiesenen Satze zufolge miissen alle Punkte einer bestimmten Um- 
gebung von (x, y) gleiche Ordnung haben. Hiermit ist der Satz be- 
wiesen. 


Zusatz. Set IM die Menge aller Punkte der Ebene, welche eine 
bestummte Ordnung haben. Dann liegen die Randpunkte von WN alle 
auf C. 


Wir wollen jetzt zwei Hilfssitze aufstellen, auf welche Hr. Ames 
seinen Beweis des Hauptsatzes von § 6 stiitzt. 


Erster Hilfssatz. Sei C ewe geschlossene Kurvet), und sev A 
ein Punkt derselben, in dessen Umgebung C lediglich aus eimem 
einfachen Bogen 


Py =f(2) 


besteht, wo f(x) eine im Intervallea <x <b 
eindeutige stetige Funktion von x ist. Dann 
gibt es in der Ndhe von A Punkte, deren 
Ordnungen sich wm bezug auf C um 1 von- 
einander unterscheiden. 


Sei A: (2%, Yo) ein Punkt von J’ und man 
nehme zwei Punkte B: (%, Yo +h) und B,: Fig. 42. 


1) Fitr unsere Zwecke kommen nur einfache geschlossene regulare Kurven 
in Betracht. Doch gilt der Beweis ungeindert fiir Jordansche Kurven, welche 
nur einen Bogen I” der genannten Beschaffenheit besitzen. 

Andererseits ist die Giiltigkeit des Satzes nicht an eine besondere Wahl 
der Koordinatenachsen gebunden. Kann man nimlich die Kurve C mittels 
der Transformation (4), § 4 in eine Kurve C’ iiberfithren, welche einen Bogen J” 
der bewuS8ten Beschaffenheit besitzt: 

The), 
so gilt der Satz auch fiir C und den I” entsprechenden Bogen J’. Denn die in 
Betracht kommenden Winkel verhalten sich invariant gegentiber der Trans- 
formation (4). 
Osgood, Funktionentheorio. I. 5. Aufl. 12 
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(os Yo —h) so an, da® kein Punkt der Strecke [B, B,] mit Aus- 
nahme von A auf C liegt. Von den Punkten B und B, aus lege 
man dann bzw. zwei Strecken BP, B,P an einen verinderlichen 
Punkt P von C und fiihre man die Winkel 


0 = 2 ABP, o, = ~< 4B P 


ein. Denken wir uns den Anfang in den Punkt A verlegt, so ist 


sin? = = ny, = ahs 
Q 01 
008 P= 2H cos ? a hoky 
Q1 
= 2+ h— yy ey = a + (h+ y)? 
Hieraus findet man, indem man noch y = # — %, eintrigt +): 
sin yp = 2"* con ae 
ws 001 ” a @@1 


Es handelt sich um den Beweis, dah 
ln—m|=1 
Blt, +o) = Oty) + 2nx, 
H(t, tow) = O,(t,) + Anz. 
Sei #(t,) = A(t.) = 0, dann ist auch p(t,) = 0, und 
p(t, +o) = H(t, +o) —A(t, +o) = 2(n —n)a. 


Wir wollen die Wertainderungen von y, als Funktion von t betrachtet, 
im Intervalle t, St St, +o verfolgen und zeigen, dab der Ge- 
samtzuwachs p(t, + w) — p(t,) entweder 22 oder — 2 betrigt. 

Den Punkten ¢ des Intervalls t, <t <t, +6 entsprechen bei 
geeigneter Wahl von 6 Punkte P, welche entweder alle rechts oder 
alle links von der Strecke [B, B,]| liegen und wofitr also durchweg 
entweder z > 0 oder  < 0 ist. Nehmen wir an, der erste Fall liege 
vor. Dann wird im genannten Intervalle 


0 < p(t). 
Andererseits fasse man das Intervall (t, + wo) —6 <t < (t, +o) 
ins Auge. Seinen Punkten entsprechen Punkte P, wofiir 2 < 0 
ist, und demgemaS wird dort 
p(t) < pt, +o) =2(n —n,)a 
sein; denn y(t) ist stetig, und sin p ist hier negativ. 


ist, wo 


1) In der Figur ist #, ein negativer Winkel, und demnach bedeutet p die 
Summe der beiden Winkel #, #,, je absolut genommen. 
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Wir wollen ferner zeigen, daB y(t) im Intervalle t, << t <t, + @ 
kemen Wert annimmt, welcher ein ganzzahliges Vielfache von 2a 
ware. Dazu miBte naimlich erstens 


si =O. eealcOn a0, 
sodann auch 
cosy=1, also h? —y? = 90; 


sein. Nun liegt aber kein Punkt von C aufer A auf der Strecke 
[B, B,], folglich ist fiir die in Betracht kommenden Punkte | y | > h, 
und der letzten Bedingung wird somit nicht geniigt. 

Aus dieser Uberlegung geht nun hervor, da% fiir alle Werte von 
t im Intervalle t, <<t<t, +o 


0< p(t) < 2 


ist. Nun niahert sich die stetige Funktion y(t) beim Grenziibergang 
lim ¢ = (¢, + q@)~ ihrem Grenzwerte y(t, + @) von unten her. Mit- 
hin kann derselbe nicht null sein, und es bleibt somit nur noch die 
eme Moéglichkeit iibrig, 


w(t, +o) = 2(n —n)a = 2x. 
Daher ist n—nm = 1. 


Im Falle, daB die dem Intervalle t, <¢t <t, +6 entsprechen- 
den Punkte P links von [B, B,] liegen, ergibt sich im dhnlicher 
Weise, daB n —n, = —1 ist. 


Zweiter Hilfssatz. Ser T em be- 
liebiger Bereich und ser 


Cree Yl (2) 5 OSes D 
bzw. C—O); AS ya B 


ewe Kurve, welche 
hochstens mit Aus- 
nahme threr End- 
punkte in T liegt. C 
Daber soll die 
Funktion F (2) 
bzw. D(y) im threm 
Defimtionsinter- 
valle eondeutig und Fig. 43. 
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stetig sein.) Fallen nun beide Endpunkte von C mit Randpunkten 
von T zusammen, so wird T durch C héchstens in zwet Bereiche zerlegt. 
Sonst bilden die Punkte von T, welche nicht auf O legen, immer noch 
einen einzigen Bereich. 


Nehmen wir an, daB der Bereich 7’ im ersten Falle durch C zer- 
fillt wird, und bezeichnen wir die durch die Entfernung der Punkte 
yon C aus T entstandene Menge mit 7-. Dann besteht 7’ aus meh- 
reren Kontinuen. Seien A und B zwei Punkte von ZJ’-, welche nicht 
miteinander verbunden werden kénnen, ohne aus J'- auszutreten. 
Wir wollen zeigen, daB dann ein beliebiger dritter Punkt P von T'- 
entweder mit A oder mit B verbunden werden kann. Zu dem Zwecke 
verbinde man zuniichst A mit P durch eine in 7 verlaufende regulire 
Kurve 

L: f= 70); y = p(t), OS a1; 


wobei ¢ = 0 dem Punkte A entspreche. Wird C von L getroffen, 
— sonst wird ja die Behauptung zugegeben, — so seien ¢, und f, 
der kleinste baw. der gréBte Wert von t, der einem Schnittpunkte 
dieser Kurven entspricht: 


t=t, Q, = (2%, y1); t= te, Qe = (Xe, Yo)- 


Ferner verbinde man A mit B durch eine zweite in T' verlaufende 
reguliire Kurve L’ und zeichne man wieder den ersten und den letzten 
Schnittpunkt derselben mit C auf: Q,’ = (ay', yy'); Qe’ = (@e', Yo’). 
Alsdann fasse man einen Bogen J" von C ins Auge: 


LF; pa Eley, t<eos et ape d; 


welcher alle vier Punkte Q,, Qs, Q1’, Qe’ im Innern enthilt.2) Jetzt 
kann man eine positive GréBe h finden, derart, daS sowohl der 
Bereich (man vergleiche § 2, Beispiel 4) 


dee Med AES 1 F(z)<y <F(a#) +h 
als auch der Bereich 


Das a<ir<p, Kla—h <y sPe@) 


1) Wir sprechen den Satz noch fiir den zweiten Fall «= @ (y) bloB der 
Einfachheit der Anwendung halber aus. 

2) Wir beschranken uns hier auf die erste Formel y= I(x), da die Ent- 
wicklung im zweiten Falle = @(y) parallel verliuft. Im iibrigen geniigt es, 
den Satz bloB im ersten Falle zu beweisen, um darauf durch die Transfor- 
mation (4) von § 4: 2’ = y, y’ = —~z dem zweiten Fall gerecht zu werden. 
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in T und somit auch in T- liegen. Vermége eines Teiles des Bogens 
AQ,’ von L’ wird dann A mit einem der Bereiche T,, T, durch eine 
ganz in T~ verlaufende regulare Kurve verbunden. Darum wird es 
notwendig der andere dieser Bereiche sein, welcher durch einen Teil 
des Bogens BQ,’ von L’ mit B verbunden wird, denn sonst kénnten 
ja A und B mittels dieser beiden Bogen und einer dritten im be- 
treffenden 7, verlaufenden reguliren Kurve miteinander verbunden 
werden, ohne 7’ zu verlassen. Andererseits wird P durch einen Teil 
des Bogens PQ, mit einem der beiden Bereiche T,, 7, verbunden, 
woraus dann folgt, daB P entweder mit A oder mit B durch eine in 
T- verlaufende regulire Kurve verbunden werden kann. Damit ist 
der erste Teil des Satzes bewiesen. 

Um den Beweis des zweiten Teiles zu fiihren, nehmen wir an, 
daB etwa das Ende « = b, y = F(b) von C in T liege, und kon- 
struieren dann unter der Voraussetzung, daB es een Punkt B gebe, 
welcher mit A nicht verbunden werden kinnte, ohne J'~- zu verlassen, 
wiederum die Punkte Q, und Q,. Sei 


His yer (2), OO Sait (== DB 
ein Bogen von C, welcher die Punkte Q, und Q, enthalt, und man 
stelle die Bereiche T,, T,, wie vorhin, her. Darauf ergiinze man die- 
selben unter Benutzung des 4. Satzes von §2 mittels des Halb- 


kreises 

b<a<b+h, — Vh? — (« —b?<y <F (b) + Vi? — (x —b)? 
za elem ee Bereiche J, welcher ae bei eventueller 
weiterer Beschrankung von h auch in 7’~ liegen wird. Daraus er- 
sieht man, daB beide Punkte A und B mit 7 verbunden werden 
kénnen, ohne T- zu verlassen, und hiermit ist der Satz bewiesen. 


§ 6. Der Fundamentalsatz. 

Wir sind jetzt in der Lage, den bereits in § 4 angekiindigten 
Hauptsatz zu beweisen, welchen wir in folgendem Umfange aus- 
sprechen. 

Hauptsatz. Hine einfache geschlossene reguliire Kurve teilt dre 
Ebene in zwei Kontinuen, wovon das eine im Endlichen liegt, wihrend 
sich das andere ins Unendliche erstreckt. Die Kurve bildet die volle 
Begrenzung eines jeden der beiden Bererche. 

Nach dem ersten Hilfssatze von § 5 zerfallen die Punkte der 
Ebene in Bereiche mindestens zweier verschiedener Ordnungen in 
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bezug auf die vorgelegte Kurve C. Demgemiif wird die Ebene durch 
C mindestens in zwei verschiedene Bereiche zerlegt. 

Andererseits schlie8t man vermége des zweiten Hilfssatzes, daB 
die Ebene durch C hochstens in zwei Bereiche zerfillt wird. Man 
zerlege niimlich C nach dem Satze von §1 in aufeinander folgende 
Bogen C,,..., Cy, wovon sich jeder durch eine Gleichung von der 


Gestalt y=F(z) baw. «= O(y) 


darstellen 1i8t. Aus der vollen Ebene, welche doch einen Bereich T 
bildet, hebe man dann zuerst die Punkte von C, heraus. Dadurch 
wird die Ebene zufolge des 2. Hilfssatzes nicht zerstiickelt. Hier- 
auf hebe man noch die Punkte von C, heraus, wodurch wieder keine 
Zerlegung eintritt; usw. Erst der Bogen C,, st6Bt mit beiden End- 
punkten an den Rand des vorhergehenden Bereiches und ruft somit 
eine Zerlegung héchstens in zwei Bereiche hervor. Darum wird die 
Ebene durch C in genau zwei Kontinuen zerlegt. 

Nach dem Zusatze des 2. Satzes, § 5, liegen die Randpunkte 
dieser beiden Bereiche alle auf C. 

Die entfernten Punkte der Ebene — d.h. alle Punkte, welche 
auBerhalb eines bestimmten Kreises 2? + y? = R? liegen — haben 
offenbar die Ordnung 0. Demgemi8B kénnen wir das AuBere der 
Kurve C als diejenige Punktmenge definieren, deren Punkte die 
Ordnung 0 haben. Das Innere besteht dann aus den Punkten von der 
Ordnung 1 bzw. aus denjenigen von der Ordnung — 1. Dieser Be- 
reich liegt innerhalb jenes Kreises, also im Endlichen. 

Hiermit ist der Satz véllig bewiesen. 


Satz. Sei T ein endlicher Bereich, dessen Begrenzung von den 
Punkten einer einfachen geschlossenen reguléren Kurve C gebildet wird. 
Dann fallt T mit dem Innern von C zusammen. 


Denn die Punkte von T liegen innerhalb C, sonst wiirde es ja 
méglich sein, einen Punkt von T mit einem entfernten Punkte der 
Ebene zu verbinden, ohne C zu iiberschreiten. Demnach sind also 
alle Bedingungen des Zusatzes vom 5. Satze von § 2 erfiillt, womit 
denn der Beweis geliefert ist. 


Aufgabe 1. Sei C, eine einfache nicht-geschlossene regulire 
Kurve. Man zeige, da C, durch eine zweite derartige Kurve CO, zu 
einer einfachen geschlossenen reguliren Kurve C ergiinzt werden kann. 


Aufgabe 2. Man zeige, daB der Kurve C, der 1. Aufgabe zwei 
Bereiche T*, T- zugeordnet werden kénnen, welche keinen gemein- 
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samen Punkt haben und beide an C, stoBen, derart, daB die Um- 
gebung eines jeden Punktes von C,, die Endpunkte ausgenommen, 
ausschlieBlich aus Punkten von C,, T+, T- besteht, und zwar be- 
teiligen sich Punkte sowohl von T+ als von T- an jeder solchen 
Umgebung. 

Nach § 2, Aufgabe 4, wird die Umgebung eines jeden Punktes 
von C,, der nur kein Endpunkt ist, durch C, in zwei Kontinuen zer- 
legt, wovon dann das eine in T-, das andere in T* liegt. 

Insbesondere kénnen T+ und T- so gewahlt werden, daB jeder 
Punkt dieser Bereiche von einem ihm entsprechenden Punkte von QO, 
um weniger als die willkiirlich vorgegebene positive GréBe h absteht. 


§ 7. Weitere Saitze aus der Analysis situs. 


An den Hauptsatz des vorhergehenden Paragraphen, sowie an 
das zur Begriindung desselben verwendete Verfahren kniipft sich 
noch eine Reihe von Satzen aus der Analysis situs, wovon wir einige 
der wichtigsten in diesem Paragraphen betrachten wollen. Wir 
schicken zunichst den folgenden Satz voraus. 


1. Satz. Besteht der Rand ewes Bereiwches T zum Teil oder ganz 
aus emer einfachen geschlossenen reguldéren Kurve C und liegt ein 
Punkt von T wm (auferhalb) C, so legt T ganz in (auperhalb) C. 


Der Satz folgt unmittelbar aus dem 5. Satze von § 2. 

Unter einem Riickkehrschnitt versteht man eine einfache reguliire 
geschlossene Kurve, welche in einem gegebenen Bereiche 7 gezogen 
ist. Als Querschnitt bezeichnet man jede einfache Kurve, deren End- 
punkte sich am Rande von T befinden, welche sonst aber in T liegt, 
und wovon auBerdem jeder an keinen Endpunkt stoBende Bogen 
regular ist. 


2. Satz. Hin Riickkehrschnitt I" zerlegt einen Bereich in zwei 
Bereiche, wovon der eine in I’, der andere auferhalb I’ liegt. Jeder 
Punkt von I’ ist ein Randpunkt beider Bereiche. 


Der erste und der letzte Teil des Satzes ist eine Verallgemeine- 
rung des Hauptsatzes von § 6 und wird durch denselben Beweis be- 
griindet. Der zweite Teil ergibt sich aus dem 1. Satze. 

Aus den vorhergehenden Entwicklungen folgert man noch den 


Zusatz. Besteht T aus dem Innern einer einfachen reguldren 
geschlossenen Kurve, so liegt das Innere eines Riickkehrschnittes I” 
in T, das dupere von T liegt auperhalb I, und die iibrigen Punkte 
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der Ebene (mit Ausnahme von I’ und der Randpunkte von T) bilden 
einen endlichen, in T enthaltenen Bereich, dessen Begrenzung aus 
IT’ und dem Rande von T besteht. 


Eine Menge St der Randpunkte eines Bereiches 7’ bildet ein 
einziges Randstiick, wenn folgende Bedingungen erfillt sind: 

a) es gibt einen Riickkehrschnitt derart, daB alle auf der einen 
Seite desselben befindlichen Randpunkte von T zur Menge ®t ge- 
hoéren; 

b) es gibt keinen Riickkehrschnitt derart, daB ein Teil von R 
innerhalb und ein anderer Teil auerhalb desselben liegt. 

Erstrecken sich insbesondere mehrere Randkurven ins Unend- 
liche, so werden diese hiernach stets nur als ein einziges Randstiick 
gezihlt. Ein Randstiick, welches aus mehr als einem Punkte besteht, 
ist iibrigens eine perfekte Menge. 


3. Satz. Hin Querschnitt, dessen Endpunkte in ein und demsel- 
ben Randstiicke legen, zerlegt den Bereich in zwet Bereiche. Lregen 
dagegen seine Endpunkte in zwei verschiedenen Randstiicken, so zer- 
fallt der Bereich nacht. 


Man teile den Querschnitt zunichst in drei Bogen 4B, BC, 
CD, wo A und D am Rande liegen, wihrend sich BC in der Ge- 
stalt y = F(x) baw. « = D(y) darstellen liBt; vgl. den Satz von 
§ 1. Im iibrigen sollen B und C gewoéhnliche Punkte des Querschnitts, 
also keine Eeken sein. Sind AB und CD regular, so zerlegen sie 
den Bereich T nicht; vgl. den 2. Hilfssatz, § 5. Im anderen Falle 
ist eine weitere Uberlegung nétig, welche auch zugleich erfolgen soll. 
Hebt man nun noch den Bogen BC fort, so zerfallt der Bereich nach 
jenem Hilfssatze hochstens in zwei Teile. Sei M: (a9, yo) ein Punkt 
des Bogens BC, welch letzterer in der Gestalt y = F(x) darstellbar 
sei, und seien M,: (Zp), Yo + h) und My: (a, Yo — h) zwei benach- 
barte Punkte von M. Ist soeben bei der Forthebung von BC keine 
Zerstiickelung von T eingetreten, so kann man jetzt M, mit M, 
durch eine einfache regulire Kurve verbinden, welche in 7’ verliuft 
und den Querschnitt gar nicht, die Strecke M,M, nur in deren 
Endpunkten trifft. Aus dieser Kurve nebst der Strecke M,M, 
laBt sich sodann ein Riickkehrschnitt von JT zusammensetzen, 
welcher die Punkte A und D voneinander trennt. Das geht aber 
nicht an, wenn A und D zu einem einzigen Randstiicke gehdren, 
und hiermit ist nun der erste Teil des Satzes bewiesen. 
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Die vorhin erwihnte Erganzung soll nun erbracht werden. Wir 
wollen zunichst bloB die Punkte von AB aus T fortheben. Die 
resultierende Menge St hat nur innere Punkte, denn alle in T ge- 
legenen Haufungssttellen von AB gehdren zu dieser Menge. Dem- 
nach besteht Jt aus einem oder mehreren Kontinuen. Seien P, Q 
zwei beliebige Punkte von St. Ich behaupte: P und Q lassen sich 
durch eine einfache regulire Kurve miteinander verbinden, ohne aus 
Yt hinauszutreten. Durch eine solehe Kurve L des Bereiches T 
koénnen sie schon nach Voraussetzung verbunden werden. Trifft L 
die Kurve AB, so hiiufen sich die Schnittpunkte jedenfalls nicht 
in der Nahe von A, und darum kann man einen Bogen AB’ von 
AB bestimmen, welcher einschlieBlich des Endpunktes B’ frei von 
Schnittpunkten ist. Fangen wir jetzt wieder von vorne an und heben 
wir blo8 die Punkte von A B’ aus T fort, so liegen P und Q in einem 
einzigen der sich also ergebenden Kontinuen, welches auch B’ als 
Randpunkt besitzt. Letzteres wird aber nie zerstiickelt, wenn der 
Bogen BB’ nach Art des Vorganges beim Beweise des Hauptsatzes 
von § 6 in Teilbogen zerlegt wird und diese der Reihe nach fortge- 
hoben werden. Demnach lassen sich P und @ auch durch eine in 3 
verlaufende regulire Kurve miteinander verbinden, und mithin be- 
steht Jt aus eimem einzigen Kontinuum. Wendet man nun das so- 
eben erhaltene Resultat auf Nt an, indem man die Punkte von CD 
aus Jt entfernt, so ergibt sich schlieBlich, da’ T durch Forthebung 
der Punkte von 4B und CD nicht zerfallt, w. z. b. w. 

Um jetzt den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, beginnen wir 
wieder mit der Forthebung der Bogen AB und CD, wodurch ein 
Bereich T- entstehe. Die Randstiicke von T-, wozu AB und CD 
gehéren, mogen mit t, und 9, bezeichnet werden; davon wird wenig- 
stens eines im Endlichen liegen. Sodann lat sich ein Rickkehr- 
schnitt J” ziehen, der das eine Randstiick — St, wollen wir sagen — 
im Innern enthalt, wihrend %, auBerhalb I liegt. Man konstruiere 
jetzt zwei Streifen T,, T,, welche beide an den Bogen BC stoben, 
wie dies beim Beweise des 2. Hilfssatzes, § 5, geschah, ohne einen 
Randpunkt von T- zu umfassen. Diese Streifen liegen beide in T- 
und werden durch einen auch in T- gelegenen Bogen von J” mitein- 
ander verbunden. Andererseits schlieBt man unter Wiederaut- 
nahme des beim genannten Beweise verfolgten Gedankenganges, dab 
ein beliebiger Punkt P von J- entweder mit T, oder mit T, durch 
eine einfache regulire in T- verlaufende Kurve verbunden werden 
kann. Damit ist der Satz véllig bewiesen. 
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Hin endlicher Bereich der Ebene héingt einfach zusammen, wenn 
er durch jeden Querschnitt zerfillt. Dasselbe gilt auch von einem 
Bereiche, dessen Rand sich ins Unendliche erstreckt. Die ganze 
endliche Ebene?) hei8t ebenfalls einfach zusammenhdngend. Man 
zeigt leicht, daB jedes der beiden Stiicke, in welche ein solcher 
berandeter Bereich zerlegt wird, wieder einfach zusammenhingt. 


4, Satz. Damit ein berandeter Bereich T einfach zusammen- 
hinge, ist notwendig und hinreichend, dab der Rand nur aus evnem 
einzigen Stiicke bestehe, oder auch, was auf dasselbe hinauskommt, 
daB einer der beiden Teile, in welche ein beliebiger Riickkehrschnatt 
den Bereich zerlegt, nur aus Punkten von T' bestehe. 


5. Satz. Ist T ein Bereich, dessen Rand aus n Stiicken besteht, 
so lat sich T durch Ausfiihrung von n —1 Querschnitten im ewmen 
einfach zusammenhingenden Bereich verwandeln, und zwar kann man 
einerseits niemals mehr als n —1 Querschnitte ziehen, ohne T zu zer- 
stiickeln, wihrend T andererseits niemals durch weniger als n—1 
Querschnitte zu einem einfach zusammenhiingenden Bereich wird. 


Definition. Hin Bereich T heibt n-fach zusammenhdngend, 
wenn er durch Ausfithrung von » —1 Querschnitten in einen einfach 
zusammenhiingenden verwandelt werden kann. Dafiir ist notwendig 
und hinreichend, da dessen Rand aus n Stiicken bestehe. 


6. Satz. Sind n einfache reguldre geschlossene Kurven gegeben, 
derart, dafi jede derselben auferhalb aller anderen legt, so bilden die 
Punkte der Ebene, welche gleichzeitig auperhalb aller der Kurven 
liegen, einen n-fach zusammenhdngenden Beretch. 


1) Ein berandeter Bereich der erweiterten Ebene (Kap. 7, §9) hdngt 
einfach zusammen, wenn er durch jeden Querschnitt zerfallt. Im iibrigen heiBt 
die unberandete erweiterte Ebene einfach zusammenhingend. 

In der Physik ist der Begriff des einfachen Zusammenhanges auch von 
durchgreifender Bedeutung. Man denke etwa an das Kriftefeld 

; (x, 4) 
—" x 1 
aay’ i weet fete iy = sien v4, 

Dasselbe ist nicht konservativ, der Wert des Integrals hingt mit vom Inte- 
grationswege ab, trotzdem die Bedingung 6X/dy=0Y/0z erfiillt ist. Der 
Bereich des Kriftefeldes besteht aus der ganzen endlichen Ebene exkl. des 
einzigen Punktes (0,0). Auf einen solchen unberandeten Bereich haben wir 
den Begriff des Zusammenhanges nicht ausgedehnt. Wir kénnen den be- 
wuBten Bereich aber auch als in der erweiterten Ebene belegen denken. 
Dann hat er zwei Rander, nimlich den Anfang und den Punkt co. Durch 
einen diese Punkte miteinander verbindenden Querschnitt zerfallt der Bereich 
nicht, womit er sich denn als mehrfach zusammenhiingend erweist. 
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Sind n —1 solche Kurven gegeben und liegen sie ebenfalls auper- 
halb emander, jedoch innerhalb einer n”, so begrenzen alle n Kurven zu- 
sammengenommen einen endlichen n-fach zusammenhingenden Bereich. 


§ 8. Innere Normale und Integration in positivem Sinne tiber den 
Rand eines Bereiches. 


Unter der Tangente und der Normale einer reguliren Kurve 


Cr @«=f), y=) 
in einem gewoéhnlichen Punkte x) = f(t), Yo = v(t.) versteht man 
die Gerade 

f (to) (Y — Yo) = 9 (to) (% — 2p) 


bzw. 


P' (to) (Y — Yo) +H (bo) (@ — Xo) = 0. 


Sei T ein Bereich, dessen Begrenzung zum Teil oder ganz aus 
einer einfachen reguliren geschlossenen Kurve C besteht, wobei sich 
ubrigens in der Nihe keines Punktes derselben zu C nicht gehérige 
Randpunkte von T' befinden diirfen. Als innere Normale in einem 
gewohnlichen Punkte P von C bezeichnen wir dann denjenigen 
von P ausgehenden Halbstrahl n, welcher mit der Normale zu- 
sammenfallt und zunichst in den Bereich T eintritt. Sei » der Winkel, 
welchen » mit der positiven x-Achse bildet, und sei tT = »y — a7/2. 
Denjenigen Halbstrahl, der von P ausgeht und den Winkel rt mit 
der positiven x-Achse bildet, nennen wir die positive Tangente im 
Punkte P; vgl. Fig. 35, $5. 137. Er liegt in der Tangente in diesem 
Punkte, Die Definition beriicksichtigt zugleich beide mdéglichen 
Orientierungen der positiven Koordinatenachsen gegeneinander. 
Ferner ist 
== e810 : its merit a Os 

Vi)? + ¢'(? Vi 2+ 9?’ 
wo é, je nach der Wahl des Parameters ¢, den Wert 1 oder — 1 hat 
und sich spiter als die Ordnung eines inneren Punktes von C er- 
weisen wird. 

Ist dagegen eine einfache reguliire geschlossene Kurve vor- 
gelegt, welche nicht als Randkurve eines Bereiches angesehen wird, 
so soll die positive Tangente von C, wie folgt, erklirt werden. Man 
betrachte das Innere 7 von C; dann wird der Kurve C, als Rand- 
kurve des Bereiches 7’ aufgefaBbt, nach der vorstehenden Definition 
eine positive Tangente zugeordnet, und letztere ist es eben, welche 


COS T 
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als die positive Tangente der vorgelegten Kurve C definiert wer- 
den soll. 


Satz. Hat e in einem Punkte von C den Wert 1, so hat ¢ in yedem 
Punkte von C diesen Wert. 


Der Satz ist gleichbedeutend mit folgendem: Die Ebene der Ana- 
lysis ist keine Doppelfliche. 

Wir setzen voraus, daB8 7’ im Innern von C liegt. Der Beweis 
fiir den anderen Fall verliuft diesem parallel. 

Sei P: (2, Yo) ein gewéhnlicher Punkt von C. Man nehme die 
innere Normale und die positive Tangente zur positiven y’- bzw. 
x’-Achse eines neuen Koordinatensystems. Arithmetisch heiBt das, 
da8 man die Transformation von § 4 ausiibt: 

, { © = @' COS T — y' SiN T) + Qo, 
©) | y= 2' sin tT) + y' COS T) + Yo; 


und dann die transformierte Kurve 


CO: ww =A), y= 


ins Auge faBt. Die Ordnung des Innern von C’ ist bekanntlich gleich 
der Ordnung des Innern von C und werde eé’ genannt. Der Beweis 
wird nun geliefert, indem wir feststellen, daB 


&'f’ (to) ; gin T) = &’ gp (to) 
© VE (te)? E (to)? 


cos T) = ——— 
: Vi’ (to)? +’ (to)?’ 
ist. In der Tat ergibt sich aus (1): 


{ £OQ =fh'O cos t — gy'(t) sin T%, 


@) lo’) =f’ sin t) + 9’) 608 T, 
(3) f(D)? + y(t)? = fi ()? + vi ()? > 0. 
Im ubrigen ist 
(4) gto) == 0, also fx’ (to)? > 0. 
Anderseits seien B: (z’ = 0, y’ = h) und B,: (a = 0, y’ = —h) 


(h > 0) zwei Punkte der Umgebung von P. Dann hat B,, als iuBerer 
Punkt von 7, die Ordnung 0. Dagegen wird der innere Punkt B, 
wie man aus dem Beweisverfahren des 1. Hilfssatzes von § 5 erkennt, 
die Ordnung 1 haben, falls 2’ in der Nahe von P zugleich mit t wiichst; 
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im anderen Falle hat B die Ordnung —1. Demgem&8 wird gleich- 
zeitig entweder 


da’ ; : 

oder 
da’ , , 
Wich) <0, &=—1 


sein, also hat man in allen Fallen 


Seb ee &’ fy’ (to) ast 
Vit (t9)? + pr’ (t Aa | fi’ (to) : 


Setzt man endlich in (2) t =t, und multipliziert man diese 
Gleichungen mit 


eV Ey + Y Ltn) pea? Vb (to)? 2+ vy iy , 
so kommt 
e'f' (to) . eG (to) 
Vibe teh? | Vide 


In der Integralrechnung bedient man sich des geometrischen 
Begriffs des Sinnes, in welchem eine Kurve durchlaufen wird, um 
das Vorzeichen festzulegen, welches einem iiber den Rand eines Be- 
reichs erstreckten Integrale beigelegt werden soll. Arithmetisch ent- 
sprechen wir diesem Bediirfnisse durch folgende Definition, welche 
an den soeben erklirten Begriff der positiven Tangente ankniipft. 
Sei S ein Bereich, dessen Rand C aus einer oder mehreren einfachen 
reguliren geschlossenen Kurven besteht, und seien P, Q zwei lings 
C eindeutige stetige Funktionen von x, y. Unter dem in positivem 
Sinne iiber C erstreckten Integrale 


(5) | Pda + Qdy 


COS. T5== w. Zz b. w. 


verstehen wir die Summe der iiber jede Kurve des Randes er- 


streckten Integrale 
1 


fe cos tT + Q sin t) ds 
0 


wobei t den von der positiven Tangente mit der positiven z-Achse 
gebildeten Winkel und 1 die Linge der jeweiligen Randkurve be- 
deutet. Unter ersichtlicher Modifikation des Wortlauts paBt die 
Definition auch fiir den Fall einer einfachen reguliiren geschlossenen 
Kurve C, welche nicht als Randkurve eines Bereiches aufgefabt wird. 


190 I, 5. Mengenlehre 


Satz. Set S ein von einer oder mehreren einfachen reguldren ge- 
schlossenen Kurven begrenzter regulérer Bereich und set I” ein Quer- 
schnitt, wodurch S in zwei Bereiche, S,, S_, zerlegt wird. Dann ist 


[ Pdx + Qdy = [Pde + Qdy +f Pde +Qdy, 
C i G 


wobei die Integrale je in positivem Sinne bzw. iiber C, Cy, Cy erstreckt 
werden. 


Seien 0’, OC” die zu C, baw. C, gehdrigen Teile von C, so dab 
sich also C, aus C’ und I’, C, aus C” und J” zusammensetzt. In jedem 
gewohnlichen Punkte von C’ fallt die innere Normale des Bereiches S; 
mit der innern Normale von S zusammen, und darum liefert C’ den- 
selben Beitrag zum ersten wie zum zweiten Integrale. Ebenso liefert 
C” denselben Beitrag zum ersten wie zum dritten Integrale. Da- 
gegen bildet die innere Normale von S$, in jedem gewohnlichen 
Punkte von J’ den Winkel z mit der inneren Normale von S, in 
demselben Punkte, was zur Folge hat, daB der von J" herrithrende 
Beitrag zum zweiten Integral entgegengesetzt gleich dem _ ent- 
sprechenden Beitrag zum dritten Integral ist. 

Sei andererseits /*° ein Querschnitt, wodurch S nicht zerfallt, 
und sei S, der aufgeschnittene Bereich. Dann ist 


(fPae+Qay = [ Pas + Qdy. 
C Cr 


$ 9. Zerlegung eines reguliren Bereiches in Teilbereiche von 
normalem Typus. 


Hinen reqguliéren Bereich haben wir bereits in Kap. 2, §2 des 
niheren definiert. Der allgemeinste derartige Bereich entsteht, in- 
dem man mit dem Innern einer einfachen regulairen geschlossenen 
Kurve (nebst Rande) beginnt und in diesem Bereiche einen Riick- 
kehrschnitt bzw. einen Querschnitt mit zusammenfallenden End- 
punkten zieht. Das Innere der letzten Kurve wird aus dem ge- 
nannten Bereiche entfernt, und der ProzeB wird endlich oft wieder- 
holt. Alsdann bringt man neue Randpunkte an, falls der Rand aus 
mehr als einem Stiick besteht, indem man Querschnitte konstruiert, 
deren Punkte dann doppelt zihlen. Endlich verwandelt man der 
Reihe nach in Randstiicke eine endliche Anzahl regulirer Kurven- 
stiicke, deren jedes entweder ganz im Innern des jeweiligen Bereichs 
hegt oder héchstens einen Endpunkt am Rande desselben hat; 
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auch diese Punkte werden bis auf die freien Endpunkte doppelt 
gezihlt. Selbstverstandlich kénnen einige oder auch alle die Kur- 
ven dieser verschiedenen Gattungen bis auf die duBere Begrenzung 
fehlen. 

Wir wollen in diesem Paragraphen einen arithmetischen Beweis 
fir eine gewisse Zerlegung eines regularen Bereiches geben, deren 
man sich bei der Ableitung einer Reihe von grundlegenden Satzen 
der Analysis bedient. Es handelt sich namentlich um die Arith- 
metisierung des Bereiches der unabhingigen Verinderlichen in der 
Integralrechnung und der Funktionentheorie. 


Definition eines Bereiches o. Unter einem Bereich o ver- 
stehen wir zunichst einen zweidimensionalen abgeschlossenen Be- 
reich, welcher aus den Punkten (z, y) besteht, wofiir 


0<aSa, 9(e) Sy Sf(2) 


ist. Hierbei sollen f(x), w(x) 1m abgeschlossenen Intervalle0 < ¢ <a 
eindeutige, stetige, mit stetigen Ableitungen erster Ordnung ver- 
sehene Funktionen von «x sein, welche innerhalb des Intervalls der 


Ungleichung geniigen: 
p(a) < f(z), OS=ah s 


Fur unsere Zwecke sind es insbesondere Bereiche o von zweier- 
lei Typen, die in Betracht kommen. 


Typus I. g(xv)=0. Typus II. {(0)=(0)=0, p(a) +0. 


Fig. 44. 


Bin besonderer Fall des zweiten Typus ist die Schnabelspitze, 
doch kann die Gerade y = xy'(0) sowohl von einer, als auch von 
beiden Kurven unendlich oft getroffen werden. Beispiel: 


g(a) = x sin 1/2, a> 0; (0) = 0. 


Hierauf erweitern wir die Definition des Bereiches o, so da sie 
jeden Bereich umfaft, welcher durch eine oder mehrere der folgenden 
Transformationen aus einem der soeben definierten Bereiche o her- 
vorgeht: 
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a) eine Parallelverschiebung; 
b) eine Drehung um den Winkel 2/2; 
ce) eine Spiegelung in der w-Achse. 
Arithmetisch wird der neue Bereich o mittels einer der Transfor- 
mationen definiert: 
[&— % = ex, L— Ly = ey’, 
ly = Yo =nY', Y — Yo= 12, 
wobei (a, y) einen beliebigen Punkt des neuen Bereiches o und 
(x’, y’) den entsprechenden Punkt eines der vorhin definierten Be- 
reiche o bedeuten, wiihrend die Koeffizienten ¢, 7 unabhiingig von- 
einander die Werte 1 und — 1 annehmen. 
Wir wenden uns nunmehr zu der in Aussicht genommenen Zer- 
lezung, welche durch nachstehenden Satz genau priizisiert wird. 


Theorem. Lin reguldrer Bereich lapt sich in ewe endliche An- 
zahl von Bereichen o zerlegen. 


Um das Wesentliche an dem Beweise hervortreten zu lassen, 
wollen wir zuvérderst voraussetzen, daB der Rand C des vorgelegten 
Bereiches S lediglich aus einfachen reguliiren geschlossenen sich 
gegenseitig nicht treffenden Kurven ohne Hcken bestehe. Hierbei 
wird man bereits mit Bereichen o von Typus I auskommen. Man 
teile die Ebene mittels der Geraden 


t=, Yy=p mn=0, +1, +2,..,, 
in ein Quadratnetz ein. Hier soll die natiirliche Zahl w zunichst 
so groB genommen werden, da einige der Quadrate inklusive ihrer 
cy Rinder innerhalb S 
legen. Solehe werden 
zu den betreffenden 
Bereichen o gerech- 
net. Und nun wollen 
wir zeigen, daB wu 
fernerhin so gewablt 
werden kann, dai 
auch die iibrigen 
Quadrate, welche 
einen inneren Punkt 
mit S gemein haben, 
entweder einzeln oder 
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in Paaren durch C in zwei Bereiche zerlegt werden, wovon der 
eine in S liegt, und zwar ist dieser entweder schon ein Bereich 
o von Typus I oder aber er besteht aus zwei solchen. 

Um einen beliebigen Punkt P einer Randkurve 


C: «#=f(), y=) 
kann man einen Kreis beschreiben, welcher einen P enthaltenden 
Bogen derart abgrenzt, daf die Schwankung von t, wo 
=S erie) ee sy t= —— Or S 
Vi? + ¢' (0? Vi Or + ¢'(o* 
ist, in den Punkten desselben die GréBe z/6 nicht iiberschreitet: 


lev |S5- 
Ferner soll der Kreis au8er diesem Bogen keinen weiteren Randpunkt 
von S in seinem Innern oder auf seinem Rande enthalten. Es ist 
klar, da8 jeder kleinere Kreis um P derselben Higenschaften teil- 
haftig wird. Sei @ die obere Grenze der Radien solcher Kreise um P, 
welche den vorstehenden Bedingungen geniigen. Ferner sei h die 
untere Grenze dieser Werte o fiir die siimtlichen Punkte P des ganzen 
Randes von S. Da8 h > 0 ist, beweist man in wohl bekannter Weise. 
Jetzt wollen wir w so annehmen, da die Diagonale eines Qua- 
drats des Netzes von der Seitenliinge x kleiner als h/2 ausfillt: 


“V2 <3 - 


x 
| 
NI 
: 


damit ein Quadrat, welches een Randpunkt P im Innern oder auf 
seiner Grenze enthalt, nebst den acht anstoBenden Quadraten inner- 
halb eines um P beschriebenen Kreises vom Radius h’ liegen wird, 
wobei 2%//2 <h’ <h ist. Wie man sieht, gelten die also bestimm- 
ten GréBen x, h’ gleichmafig fiir den ganzen Rand von S. 

Hiermit ist mw endgiiltig bestimmt. Die Quadrate des Netzes, 
welche einen inneren Punkt mit S gemein haben, legen zum ‘Teil 
nebst ihren Randern ganz innerhalb S und sind bereits als Bereiche o 
aufgenommen worden. Um fiir die tibrigen noch die vorhin auf- 
gestellte Behauptung zu erweisen, zeichnen wir zuerst alle Punkte 
von C auf, in welchen C parallel zur x- Achse verliuft. Sei P ein sol- 
cher Punkt und sei 


Q: MStSuyt%, Yo SYSYM 1%; 


ein Quadrat, welches sowohl P (im Innern oder am Rande) als auch 
Osgood, Funktionentheorie. I. 6. Aufl. 13 
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innere Punkte von S enthilt. Dann lassen sich diejenigen Punkte 
von C, welche in Q und den acht benachbarten Quadraten: 


Ly—X*SLSM++AW, Yo—#* SY + 2x 
liegen, durch die Gleichung darstellen: 


y = f(z), 


wo f(z), sowie f’(z) im Intervalle 4—x S25 a+ 2 stetig 
sind und im iibrigen 


if (2) |S1/V8 


ist. Trifft diese Kurve keine zur x-Achse parallele Seite von Q, so 
zerlegt sie Q schon in zwei Bereiche, wovon der eine in S legt und 
ein Bereich o von Typus I ist. Im anderen Falle sei es die Seite 
Y = Yo + %, welche von C getroffen wird, und man betrachte das 
Rechteck: 


R: % Stsm%+%, Yo SY S Yo + 2x. 


Da die Schwankung der Funktion f(x) im Intervalle z S « S a+ 
die GréBe x//8 nicht tibertrifft, vgl. Kap. 1, § 6, Aufgabe 4, so gilt 
fiir R derselbe SchluB wie vorhin fiir @. Der also gewonnene Be- 
reich o wird nicht immer in Q liegen. Man kann ihn aber stets durch 
die Gerade y = yo + (1 —1///8) in zwei neue Bereiche o spalten, 
deren jeder in einem Quadrate mit der Seitenliinge x liegt. 

Jetzt ziehe man einen zweiten, dem Innern des soeben benutzten 
Quadrats Q baw. Rechtecks R (beide mégen der Kiirze halber mit KR 
bezeichnet werden) nicht angehérigen Punkt in Betracht, in welchem C 
parallel zur 2-Achse verliuft, und stelle man dieselbe Uberlegung 
wieder an. Das dabei benutzte neue Rechteck St’ wird keinen innern 
Punkt mit dem friiheren $i gemein haben. Denn sonst hiatten R 
und i’ ein Quadrat gemein, welches dann im Innern oder auf seinem 
Rande Punkte von zwei getrennten Bogen des Randes C enthielte, 
und das geht eben nicht an. 

Man wiederhole das Verfahren, so lange noch unerledigte Punkte 
vorhanden sind, in welchen C parallel zur z-Achse verliuft. Der 
ProzeB mu eventuell schlieBen, da es ja nur eine endliche Anzahl 
von Quadraten gibt, die iiberhaupt in Betracht kommen kénnen. 
Nachdem nun diese Punkte alle erledigt sind, ziehe man die Punkte 
heran, in welchen C' parallel zur y-Achse verliuft, und verfahre mit 
diesen in ahnlicher Weise. Hierdurch entsteht eine zweite Reihe von 
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Bereichen o, die jedenfalls nicht tibereinander greifen. DaB sie aber 
auch nicht mit den fritheren Bereichen o in Kollision geraten, geht 
daraus hervor, daf + hier einen Wert hat, wofiir | cot 7| <1/J/8 ist, 
wihrend ja bei den anderen Bereichen | tan t | S 1/1/38 war. 

Jetzt bleibt eine endliche Anzahl von Randbogen iibrig, welche 
nirgends parallel mit einer Koordinatenachse sind. Folglich wird 
jedes Quadrat, in welches einer dieser Bogen eintritt, dadurch in 
zwei Bereiche zerlegt, wovon der eine in S liegt und entweder schon 
ein Bereich o ist oder doch durch eine Parallele zu einer seiner Seiten 
in zwei Bereiche o zerfallt. Endlich kann es noch Quadrate geben, 
welche nur eine Ecke mit C gemeinsam haben, sonst aber in S liegen. 
Hin solches Quadrat kann direkt als ein Bereich o aufgenommen 
werden. Will man aber vermeiden, daB ein Bereich o bloB mit einem 
Punkte an C heranreicht, so kann man das in Rede stehende Qua- 
drat zunachst mit einem anstoBenden Bereich o vereinigen, um dann 
den neuen Bereich, wie ersichtlich moéglich, in Bereiche o der bisher 
betrachteten Art wieder zu zerlegen. 

Es koénnte noch der EHinwand erhoben werden, da’ die Riander 
der in Betracht gezogenen Bereiche o stellenweise zusammenfallen, 
daB also der vorgelegte Bereich S nun doch nicht so zerlegt sei, wie 
in Aussicht genommen. Fiir die Anwendungen ist dies nicht stérend. 
Um jedoch eine einwandfreie Formulierung des Satzes zu haben, 
k6énnen wir uns, wie folgt, ausdriicken. 


Ein regulérer Bereich S laft sich durch eme endliche Anzahl von 
Bereichen o iiberdecken, welche hichstens in thren Randpunkten iiber- 
emander greifen und jeden Punkt von S mindestens einmal enthalten. 


Hiermit ist der Beweis des Satzes in dem in Aussicht genom- 
menen Umfange erbracht. Will man w durch einen gréferen ganz- 
zahligen Wert ersetzen, so lat sich die neue Hinteilung dadurch be- 
werkstelligen, daf jeder der obigen Bereiche fiir sich in leicht ersicht- 
licher Weise in kleinere Bereiche o zerlegt wird. 


Ecken und Spitzen. Indem wir jetzt an den Fall herantreten, 
daB Ecken und Spitzen vorhanden sind, setzen wir immer noch 
voraus, daf& der Rand von S aus einfachen reguliren geschlossenen 
sich gegenseitig nicht treffenden Kurven bestehe. Durch passende 
Wahl des Index « Ges Netzes kénnen wir zunichst erreichen, dah 
die Umgebung einer Ecke oder Spitze in Bereiche o zerlegt wird. 
Hebt man diese Bereiche fort, so hat der neue Bereich S’ nur Ecken, 
— das Auftreten von Spitzen kann man hier offenbar durch ge- 

13* 


196 I, 5. Mengenlehre 


schickte Wahl jener Bereiche o vermeiden —, und zwar wird stets 
mindestens eine Seite einer Ecke von einer geradlinigen Strecke ge- 
bildet, welche in einer Geraden des Netzes liegt. Jetzt wird man 
die friihere Uberlegung mit der folgenden Modifikation wiederholen. 
Der Rand OC’ von S’ besteht aus einer endlichen Anzahl regulirer 
Kurvenstiicke. Sei P ein beliebiger Punkt 
von C’, und man beschreibe einen Kreis 
um P, dessen Inneres durch C’ in zwei 
Kontinuen zerlegt wird. Der Radius dieses 
Kreises soll nun so beschrinkt werden, 
daB der Kreis héchstens eine Ecke von C’ 
enthilt, und daB auBerdem die Schwankung von t in den im Kreise 
befindlichen Punkten ein und desselben Kurvenstiickes die GréBe 
x/6 nicht tiberschreitet. Von hier ab verliuft der Beweis wie im 
friiheren Falle. 

Der allgemeinste Fall wird nunmehr auf die bereits erledigten 
zuriickgefiihrt, indem man S durch eine endliche Anzahl regulirer 
Querschnitte in Bereiche der vorstehenden Art verwandelt. 


Fig. 46. 


Aufgabe. Man zeige, daB der Gesamtflicheninhalt der an den 
Rand C stoBenden Bereiche o durch passende Wahl von yw beliebig 
klein gemacht werden kann. 


§ 10. Zusammenstellung eines einfach zusammenhingenden 
Bereiches aus Teilbereichen von normalem Typus., 


Nach dem Hauptsatze von §3 kann ein Bereich J in eine un- 
endliche Reihe von Teilbereichen entwickelt werden, wovon ein jeder 
aus einer endlichen Anzahl von Quadraten besteht. Im Falle T im 
Endlichen liegt und einfach zusammenhingt, wurde auch gezeigt, 
daB die Teilbereiche 7’, ebenfalls einfachen Zusammenhang aufweisen. 
An das Resultat des vorhergehenden Paragraphen ankniipfend, wollen 
wir jetzt beweisen, daB ein einfach zusammenhingender regulirer 
Bereich S durch eine endliche Reihe dargestellt werden kann, deren 
einzelne Glieder je aus einem Bereiche o bestehen, wihrend die 
Summe der ersten n Glieder derselben stets einen einfach zusammen- 
hangenden Bereich bildet. Wir sprechen den Satz, wie folgt, aus: 


Hauptsatz. Ist S ein einfach zusammenhingender regulérer Be- 
reich, und sind o,,...,0y die Bereiche o, in welche sich S nach dem 
Satze von § 9 zerlegen lapt, so existiert eine Reihe einfach zusammen- 
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hiingender Bereiche S,,...Sy, wovon der erste S, mit o,, einem be- 
luebigen der Bereiche o, und der letzte Sy mit S zusammenfillt und 
welche im iibrigen so beschaffen sind, daB S;, aus S;,_, durch Hinzu- 
fiigung ewes geeigneten jener Bereiche, o;,, entsteht. 


Der erste Schritt ist einfach. Als Bereich oy darf man einen 
beliebigen der an C stoBenden o-Bereiche nehmen, der nur nicht 
mit o, zusammenfallt, denn der innerhalb S belegene Teil des 
Randes desselben nebst den beiden Endpunkten gibt einen Quer- 
schnitt des Bereiches S ab und teilt S somit nach §7 in zwei 
einfach zusammenhingende Bereiche. 

Beim niachsten Schritte kann man indessen oy_, nicht immer 
beliebig am Rande wahlen, denn S,_, kann ja méglicherweise durch 
die Entfernung eines Bereiches o zerfallen. Sei XY einer der also 
entstehenden Bereiche, welche o, nicht enthalt, und sei o’ ein 
Bereich von 2, der an den Rand von S,_, stéBt. 

Jetzt gehen wir wieder von S,y_, aus und entfernen wir diesmal o’. 
Sollte dadurch S,_, abermals zerfallen, so muf einer der Teilbe- 
reiche, &”, in » enthalten sein. Denn ewmem der Teilbereiche mu 
ja o angehdéren, und dieser Bereich umfa8t offenbar den ganzen Rest 
von Sy_,, der auBerhalb 2 liegt, vielleicht auch einen Teil von 2, 
jedenfalls aber nicht den ganzen Rest von 2' nach Forthebung von 
o’, denn sonst wiirde ja Sy_, nicht zerfallen. 

Hiermit sind wir nun am Ziele, denn 2X” besteht ja aus weniger 
Quadraten als X. Durch Wiederholung des Verfahrens gelangt man 
immer zu neuen Bereichen, 2”, 2””,..., mit stets abnehmender 
Quadratzahl, und da S,y_, nur endlich viele Quadrate besitzt, so 
mu der Proze8 eimal schlieBen. 

So haben wir denn einen Bereich Sy_, erlangt. Von hier ab 
wiederholt sich bloB die SchluBweise, womit wir denn endlich bei 
einem Bereich S, = o, anlangen. 

Fiir andere einfach zusammenhingende Bereiche lift das Theo- 
rem auf eine Entwicklung schlieBen, welche mit dem letzten Satze 
von § 3 im wesentlichen identisch ist. 


Zusatz.1) Set T ein einfach zusammenhiingender Bereich, und 
set A ein Punkt von T. Dann lapt sich ene unendliche Folge ein- 


1) Der Zusatz ist nur fiir den Fall ausgesprochen, dafi T ein Kontinuum 
ist. Soll der Rand von T mit zum Bereiche gerechnet werden, so sind leichte 
Modifikationen in der Formulierung nétig; vgl. Anm. 1), S. 166. 
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fach zusammenhingender, den Punkt A wm Innern enthaltender regu- 
lérer Bereiche T angeben, welche folgendermafen beschaffen sind: 


a) T,, liegt inkl. seines Randes in T; 

b) Ty. geht aus T,, hervor, indem ein Quadrat zu T, hinzu- 
gefiigt wird; dabei braucht die Diagonale dieses Quadrats, sowte der 
gribte Durchmesser von T, eine vorgegebene positive Gripe h nicht 
zu iiberschreiten; im iibrigen darf T, als Quadrat gewdhlt werden; 

c) jeder vorgegebene Punkt von T, sowie jeder vorgegebene 
inklusive seines Randes in T gelegene Bereich wird eventuell inner- 
halb eines bestimmten T’,,, und daher auch innerhalb jedes spédteren 
Tra, n > m, zu legen kommen. 


Der Beweis von Satz B’), Kap. 4, §8 ergibt sich direkt aus 
diesem Satze, indem man bloB Satz B) des genannten Paragraphen 
auf den Bereich J, anwendet und bemerkt, daB die in T, einmal 
definierte Funktion F(a, y) beim Ubergange von T, zu Th44 
keine Anderung mehr erleidet. 


Anwendung auf mehrdeutige Funktionen. 


Die Siitze von Kap. 1, § 11 lassen sich auf Funktionen zweier 
Variabelen, wie folgt, iibertragen. 

1. Satz. Vorgelegt sev eme mehrdeutige Funktion, deren De- 
finitionsbereich T einfach zusammenhinge.) Jeder Stelle (a, Yo) 
von T' sollen sich 


a) eimme bestimmte Umgebung 
[em h<hs “[yaeleen und 
b) ewe Rethe je wm derselben ausnahmslos definierter eindeutiger 
Funktionen 
4 =f,(z, y) Z = fo(x, Y)yeee, 


so zuordnen lassen, dap zwischen diesen Funktionswerten und den 
Werten der vorgelegten mehrdeutigen Funktion in der genannten Um- 
gebung eine ein-eindeutige Beziehung statt hat. 

Dann wird eine ahnliche Zusammenfassung der Werte der mehr- 
deutigen Funktion auch im GroBen miglich sein; d.h. es wird eine 


1) Der Satz laBt sich in ersichtlicher Weise erweitern, wenn man den 
unendlich fernen Bereich der Ebene einfiihrt; vgl. S. 186, Anm., 


$10. Zusammenstellung eines einfach zusammenhangenden Bereiches usw. 199 


Rethe je im ganzen Definitionsbereiche T eindeutig definierter Funk- 
tionen geben, deren Werte geradezu den Wertvorrat der mehrdeutigen 
Funktion einmal, aber auch nur einmal liefern. 


Wir beschranken den Beweis auf die beiden fiir die Praxis wich- 
tigen Falle: 

i) der Bereich T ist regulir, §9, und mége demgema8 mit S 
bezeichnet werden; 

ii) der Bereich T ist ein Kontinuum, wozu also die Randpunkte 
nicht gerechnet werden. 

Im Falle i) bedarf vor allem der Begriff: Umgebung eines Rand- 
punktes einer naheren Erklirung. Ist P ein Punkt des Randes C 
von S und beschreibt man einen Kreis um P als Mittelpunkt, so wird 
das Innere des Kreises durch C im allgemeinen in eine endliche An- 
zahl von Bereichen zerlegt, wovon n in S liegen. Bei Verkleinerung 
des Radius kann sich die Zahl n andern, doch sieht man, daB n fiir 
alle unterhalb einer bestimmten GrdBe gelegenen Radien einen festen 
Wert hat. Ist nun dieser Wert von n gréfer als 1, so miissen die 
n Bereiche als getrennte Umgebungen des Randpunktes P gerechnet 
werden, welch letzterer auch als ein n-facher Randpunkt gezahlt 
wird. 

Nach dieser Erklirung verliuft der Beweis im Fall i) ahnlich 
wie in Kap. 1, §11, indem man 8S zunichst in Bereiche o zerlegt 
und dann zeigt, daB, wenn der Satz nicht richtig ware, er dann 
mindestens fiir einen Bereich o’ falsch sein mite. Hierauf zerlegt 
man o’ weiter in ersichtlicher Weise. 

Zur Behandlung von Fall ii) zieht man blo den Zusatz, S. 197 
heran und wendet das Ergebnis von Fall i) auf die Bereiche 1’, an. 
Von hier ab verlaiuft der Beweis wie friither, Kap. 1, § 11. 


2. Satz. Zu den Voraussetzwngen des 1. Satzes fiige man noch 
die beiden weiteren hinzu; 

c) in jedem Punkte von T sollen sich je zwei Werte der mehr- 
deutigen Funktion um mehr als eime bestummte positive Konstante G 
vonemander unterscherden; 

d) die Funktionen f,(x, y) sollen so gewahlt werden kinnen, dap 
sie stetig sind. 

Dann lassen sich die eindeutigen Funkitonen, auf die sich nach 
dem 1. Satze die Werte der mehrdeutigen Funktion verteilen, so bestum- 
men, und zwar, von der Reihenfolge abgesehen, nur auf eine einzige 
Weise, daB auch sie im ganzen Bereich T stetig sind. 
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Die Bedingung c) kann durch jede der folgenden Bedingungen 
ersetzt werden: 


c’) in einem beliebigen Punkte von T sollen die Werte der mehr- 
deutigen Funktion samtlich voneinander verschieden sein und aufer- 
dem soll die Anzahl der Werte, welche die Funktion in den ver- 
schiedenen Punkten von TJ annimmt, eine bestimmte feste Zahl N 
niemals ubertreffen ; 


e’’) an Stelle von 7, G in der obigen Bedingung c) sollen bzw. 
S’, G@’ treten, wobei S’ einen beliebigen reguliiren nebst Rande inner- 
halb T gelegenen Bereich und G@’ eine nur von S’ abhiingige posi- 
tive GréBe bedeuten. 


Zum Beweise beginnen wir mit dem Fall i) und erkennen sofort, 
daB es eine feste positive Zahl h gibt, derart, da der Definitions- 
bereich der Funktion f, (a, y) jedenfalls so genommen werden kann, 
daB er den Bereich 


|e—a|<h, |y—yl<h 


umfaBt. Jetzt braucht man die Bereiche o nur so zu wihlen, da 
zwei benachbarte o stets innerhalb eines solchen Bereiches legen, 
und von hier ab verliuft der Beweis ahnlich, wie derjenige von 
Satz B), Kap. 4, § 3. 


Die iibrigen Fille ergeben sich nun sofort. 


Aufgabe. Man zeige, daB eine unendliche Reihe, welche in der 
Umgebung eines jeden Punktes eines abgeschlossenen Bereiches 
gleichmaBig konvergiert, auch im ganzen Bereiche gleichmaSig kon- 
vergiert. 


$11. Uber abzihlbare und nicht-abzihlbare Mengen. 


In diesem Paragraphen wollen wir eine Higenschaft der Mengen 
besprechen, kraft deren die unendlichen Mengen in zwei Klassen 
zerfallen, derart, daB die einen, naémlich die abziihlbaren Mengen, 
in mancher Hinsicht eine ahnliche Rolle in der Analysis spielen, 
wie die endlichen Mengen, wihrend die anderen, die nicht-abzihl- 
baren Mengen, von diesen durch eine Kluft geschieden sind, deren 
genaue Umrisse zwar nicht zu erkennen sind, deren Tiefe man sich 
aber wohl bewuBt ist. 


Die Begriffe und Satze dieses Paragraphen riihren zum groBen 
Teil von G. Cantor her. 
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Unter einer abzahlbaren Menge {s} von Gegenstinden s versteht 
man eine Menge, deren Elemente den natiirlichen Zahlen 1, 2,... in 
ein-eindeutiger Weise zugeordnet werden kinnen. Ein einfaches 
Beispiel hiervon bieten die Doppel-, sowie allgemein die mehr- 
fachen Reihen. Hine solche werde durch das Schema gegeben: 


tir “sy, °** 


Diese lat sich bekanntlich in eine einfache Reihe verwandeln, 
indem man etwa in der Weise summiert, wie durch die Pfeile 
angedeutet ist. Dementsprechend wird man auf die einfach un- 
endliche Folge gefiihrt: 


Uji, Uyo, Usr, Uyg, Ugoys-+--, 


deren Elemente schon durch ihren Platz in der Folge den natiir- 
lichen Zahlen zugeordnet werden kénnen. 


1. Satz. Die aus zwei (und somit aus m) abzihlbaren Mengen 
zusammengesetzte Menge rst wieder abzdhlbar. 

Die aus emer abzihlbaren Menge abzihlbarer Mengen zusammen- 
gesetzte Menge kann ebenfalls abgezdhlt werden. 


Die Richtigkeit des ersten Teils des Satzes erkennt man sofort, 
Zum Beweise des zweiten Teils geniigt es, an das soeben besprochene 
Beispiel anzukniipfen, und die vorgelegten Mengen in der Gestalt 
eines zweidimensionalen Schemas anzuschreiben. Insbesondere diir- 
fen offenbar beliebig viele der Mengen endlich sein. 


2. Satz. Greift man aus emer abzdhlbaren Menge eine unend- 
liche Teilmenge heraus, so ist letztere stets abzdhlbar. 


3. Satz. Die rationalen Zahlen bilden evne abzdhlbare Menge.) 


Die positiven darunter lassen sich in der Gestalt nachstehenden 
zweidimensionalen Schemas anschreiben: 


~~ 
. 
. 


. 


» 
. 


wie Hiro Hl} 
Ne 


. telco coleo tole 


. 
. #2 oreo Reyes 
~ 
. ofeo aro Al 


1) Wir wollen spiter zeigen, da auch die algebraischen Irrationalitaten 
abzahlbar sind; vgl. weiter unten im Texte, nach dem Beweise des 4. Satzes. 
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Dabei besteht die n-te Zeile aus den noch nicht aufgetretenen 
Briichen n/m. Diese Zahlen sind also nach dem 1. Satze abzahl- 
bar. Ebenso bilden die negativen rationalen Zahlen inkl. 0 eine ab- 
zihlbare Menge, und aus diesen beiden Mengen setzt sich wieder 
eine abzihlbare Menge zusammen. Man kann aber auch leicht die 
negativen rationalen Zahlen inkl. 0 in das obige Schema direkt 
einschalten. 

Nach dem 2. Satze bilden nun die echten Briiche ebenfalls eine 
abzihlbare Menge. 


Aufgabe. Unter einem rationalen Punkte der Ebene (oder all- 
gemeiner eines 2-dimensionalen Raumes) versteht man einen solchen, 
dessen Koordinaten siimtlich rationale Zahlen sind. Man zeige, dab 
diese Punkte eine abziihlbare Menge bilden. 

Begriff der Médichtigkeit. Zwei endliche Mengen {s} und {o} 
stehen stets in einer, aber auch nur in einer der drei Beziehungen 


zueinander: 
a {s) <{o], 


=< 

b) {s} > {o}, 

) {8} = (0), 
je nachdem im Falle a) jedem Element von {s} ein Element 
von {a} zugeordnet werden kann, ohne {o} zu erschdpfen, mit 
einer aihnlichen Erklirung fir b) und ec). Hierbei ist der Um- 
stand wesentlich, dai, wenn bei einer besonderen Zuordnung der 
Klemente etwa Fall a) eintritt, dann jede andere Zuordnung Fall a) 
gleichfalls herbeifiihrt. Bei wnendlichen Mengen bleibt dieser Satz 


nicht erhalten. In der Tat bilden  beispielsweise die positiven 
geraden Zahlen 


{A}: Be er Pa: 
eine Teilmenge der Menge aller natiirlichen Zahlen 
[B}: Rae as 
und stehen somit zu diesen in der Beziehung 

{A} <{B}. 
Andererseits kann man eine Teilmenge von {A}, 


{C}: 43,12)" 10; <0 
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der Menge {B} ein-eindeutig zuordnen, wodurch nun die Beziehung 
{A}>{B} 


erzielt wird. Und ebenso leicht kann man auch die Beziehung 


herstellen. 

Hs drangt sich jetzt die Frage auf, ob die am vorstehenden 
Beispiele erliuterte Higenschaft zweier abzihlbaren Mengen, bei 
zweckmaBiger Zuordnung ihrer Elemente der Reihe nach in alle drei 
Beziehungen a), b), c) zueinander gebracht werden zu kénnen, sich 
allgemein auf zwei beliebige unendliche Mengen iibertragt. Da8 
dem nicht so ist, besagt der Satz, daB es in der Tat Mengen {oc} 
gibt, welche zur Menge {s} der natiirlichen Zahlen nur in der Be- 
ziehung a) stehen kénnen. Hine solehe Menge heibt nicht-abzdhlbar. 
Zum Existenzbeweis fir derartige Mengen modge der folgende Satz 
dienen. 

4. Satz. Dre Menge {x} der reellen Zahlen ist nicht-abzdhlbar. 


Gesetzt, dem wire nicht so. Dann miiBte auch insbesondere 

die Teilmenge 0 < x <1 abzihlbar sein. Man stelle die n Zahl x, 
dieser Menge durch einen Dezimalbruch dar): 

C,™) C6 Ca\™ 

Tn = “19 + 108 + Jos 

Jetzt vermag man eine Zahl x der Menge anzugeben, die mit keiner 

Zahl x, zusammenfallt. Dazu braucht man nur den Dezimalbruch 

hinzuschreiben: 


Ae, Fas CMO CAO, 


0,71 Y2¥a-+> 
wobei die Ziffern y, so gewahlt sind, dab 


Waa, yet cel), .. Yn Ce” 
ist; der Bestimmtheit halber sei y, = 5, falls c™ 4-5 ist, sonst 
sel y, = 4. Dann unterscheidet sich diese Zahl 0, y, yo y3.-.- von 
jeder Zahl w,. Aus diesem Widerspruch folgt der Satz. 
Der vorstehende Beweis ist dem Cantorschen Beweise fir die 
Existenz nicht-algebraischer Zahlen nachgebildet.?) Man zeigt naim- 
lich, da8 auch die reellen (und somit siimtliche) algebraischen Zahlen 


1) Diese Darstellung kann in besonderen Fallen aufhéren, eindeutig zu 
sein, da beispielsweise 0,6999 ... = 0,7 ist. Um dem vorzubeugen, wollen wir 
uns nur unendlicher Dezimalbriiche bedienen. 

2) Cantor, Journ. f. Math. 77 (1874), S. 258. 
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abzihlbar sind. Dazu schreibt man die algebraische Gleichung in 
der Form hin: | 


aja" + a,2"-1+4.---+a,=0, Ay > 0, n> 0, 
wo die Koeffizienten ganzzahlige Werte haben, und setzt 
Gg FE | | es Se [ee eee 


Alsdann entspricht jeder natiirlichen Zahl N > 1 nur eine endliche 
Anzahl algebraischer Gleichungen, wiihrend andererseits jede beliebige 
algebraische Gleichung mit ganzzahligen Koeffizienten einmal in 
dieser Reihe auftritt. Demgemi ordnen sich, den sukzessiven Werten 
von N entsprechend, die algebraischen Irrationalititen in ein zwei- 
dimensionales Schema ein, dessen Zeilen je aus einer endlichen Anzahl 
von Elementen bestehen, und hiermit ist die Abzihlbarkeit dieser 
Zahlen erwiesen. DaB es nun nicht-algebraische Zahlen gibt, hat 
Cantor nach der soeben beim Beweise des 4. Satzes benutzten Me- 
thode dargetan. 

Cantor hat ferner gezeigt, da zwei Kontinuen verschiedener 
Dimensionen, etwa eine gerade Strecke und ein Quadrat, ein-ein- 
deutig aufeinander bezogen werden kénnen (vgl. unten, 6. Satz). 
Die Abbildung kann aber keie stetige sein. Danach dirfte Peano 
wohl bis an die Grenze der Méglichkeit vorgedrungen sein, als er 
zeigte, dafi die Punkte (#, y) eines Quadrats mittels zweier ein- 
deutigen stetigen Funktionen 


z= fit), y = p(t), C= tea 


dargestellt werden kénnen. Dabei werden jedoch gewisse Punkte 
des Quadrats mehrmals erhalten, so daB also die Abbildung nicht 
umkehrbar eindeutig ist. 

Zwei unendliche Mengen {s}, {oa} besitzen nach Cantor die- 
selbe Médchtigkeit, wenn sie in die Beziehung c) zueinander gesetzt, 
werden kénnen, d. h. wenn sich ihre Elemente einander ein-eindeutig 
zuordnen lassen. Die Menge {a} hat eine héhere Méachtigkeit als {s} , 
wenn die Beziehung a), nicht aber die Beziehungen b), ¢) zwischen 
ihnen hergestellt werden kénnen. Alsdann hat {s} eine niedere 
Michtigkeit als {o}. Hiernach haben alle abzihlbaren Mengen unter 
sich, sowie alle Raume unter sich gleiche Michtigkeit, aber die erste 
dieser beiden Miachtigkeiten ist eine niedere als die zweite. 


Ein Haupisatz. Um in einem gegebenen Falle den Nachweis 
zu fiihren, daf zwei vorgelegte Mengen gleiche Michtigkeit besitzen, 
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ist es meist umstindlich, die Elemente derselben tatsichlich in die 
Beziehung ¢) zueinander zu bringen.1) Hier fiihrt der folgende Satz 
rascher zum Ziele. 


5. Satz. Sind {s} und {o} wgend zwei Mengen, welche sich 
sowohl im dre Beziehung a) als auch in die Beziehung b) zueinander 
bringen lassen, so haben sie gleiche Méichtigkett. 

Hin Beweis des Satzes ist von F. Bernstein in Cantors Semi- 
nar gegeben und von Borel in duBerst einfacher Form veréffent- 
licht worden.?) Wir wollen jetzt einige Anwendungen dieses Satzes 
kennen lernen. 


6. Satz.*) Das Innere eines Quadrats lift sich eim-eindeutig 
auf eme Strecke (exkluswe der Hndpunkte) abbilden. 
Sei 
Nery ene ete OeaL pceene) uae A 
die erste und 
(Els OG prea L 


die zweite Punktmenge. Dann erhilt man erstens die Beziehung 


((e, w)} > {8}, 


indem man etwa dem Punkte & den Punkt (¢, $) zuordnet. Zweitens 
sel 

tO OI 1 Ag Ag .--y y=0, Bs Bo Bs - 
wo beide Dezimalbriiche unendlich sind, ein beliebiger Punkt von 
(z, y). Dann ordne man diesem Punkte den Punkt von {&}: 

& = 0, a1 G2 Boa3.-- 
zu. Daf man auf diese Weise nur einen Teil von {&} erhalt, sieht 
man schon an dem einen Beispiel, daB dem Punkte 
eee O NOT OTUs... 

kein Punkt von {(a, y)} entspricht. Hiernach ist 


{(@, y)} < (é}, 
und damit sind die Voraussetzungen des 5. Satzes alle erfiillt. 


1) Auf diese Weise ist zum Beispiel der Beweis zuerst von Cantor ge- 
fiihrt worden, daB sich ein Quadrat auf eine gerade Strecke ein-eindeutig ab- 
bilden laBt. 

2) Borel, Legons sur la théorie des fonctions, 1898, p. 104. 

3) Cantor, Journal fiir Mathematik, 84 (1877), § 8. 
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Der vorstehende Beweis kann ohne weiteres auf den n-dimen- 
sionalen Wiirfel iibertragen werden. Hiermit ist auch dargetan, dai 
alle Riume gleiche Michtigkeit haben.*) 


7. Satz. Die Menge aller eindeutigen Funktionen besitzt ewe 
héhere Méchtigkeit als das Kontinwum. 


Es geniigt offenbar schon, den Satz blo& fiir solche eindeutige 
Funktionen zu beweisen, welche im Intervalle 0 < « < 1 ausnahms- 
los definiert sind. Diese Funktionen haben ja mindestens die Miachtig- 
keit des Kontinuums, da sie die Konstanten, f(#) = const., umfassen. 
Nehmen wir also an, sie haben dieselbe Michtigkeit wie das Konti- 
nuum 0 <&<1. Dann entspricht jeder Funktion ein einziger 
Wert von & und umgekehrt. Diese Zuordnung werde durch die Be- 
zeichnung 


/,(@) 
zum Ausdruck gebracht. Jetzt fasse man die Funktion 


p(t) = fa(x) +1 


ins Auge. Sie gehdrt zur betreffenden Menge und mu also mit 
fe(z), 0 < &’ <1, identisch sem. Im Punkte x = &’ ist aber 


o(E) = fel) 41+ fe(é). 


Aus diesem Widerspruch folgt die Richtigkeit des Satzes. 

Cantor hat allgemein bewiesen, dab eine beliebige Menge stets 
zu einer zweiten Menge hodherer Miachtigkeit AnlaB gibt. 

Im Gegensatz zu dem soeben erhaltenen Resultate beweisen wir 
jetzt den 


8. Satz. Die Menge aller eindeutigen stetigen Funktionen hat die- 
selbe Miéchtigkeit als das Kontinuum. 


Indem wir wieder an den 5. Satz ankniipfen, konstatieren wir 
zuerst, da eine Teilmenge von {f(x)}, nimlich die Konstanten, 


f(z) = C, 


dieselbe Machtigkeit als das Kontinuum hat. Es handelt sich also 
jetzt nur noch um den Beweis, daB eine Teilmenge des Kontinuums 


1) Auch das Kontinuum von abzahlbar unendlich vielen Dimensionen hat 
nur die Machtigkeit des linearen Kontinuums. Vgl. Schoenflies, Bericht 
iiber die Mengenlehre, Jahresbericht der Deutschen Mathematiker-V ereimgung, 
Bd. 8 (1900). S. 24. 
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dieselbe Machtigkeit als {f(x)} hat. Dabei legen wir die Bigen- 
schaft eimer stetigen Funktion zugrunde, in jedem Punkte ihres 
Definitionsbereiches bekannt zu sein, sobald ihre Werte in den ratio- 
nalen Punkten desselben (also in den Punkten einer im Definitions- 
bereiche tiberall dichten Menge) gegeben sind. 

Um das Wesentliche an dem Beweise deutlicher hervortreten 
zu lassen, wollen wir uns zunichst auf solche eindeutige stetige Funk- 
tionen beschranken, welche fir alle Werte des Arguments definiert 
sind. Ferner dirfen wir noch voraussetzen, daB der Wert der Funk- 
tion zwischen 0 und 1 liegt, da dies ja durch die ein-eindeutige Trans- 
formation 


C= oe arc tan f(z) 


stets zu erzielen ist. Dem 8. Satze entsprechend numerieren wir nun 
die rationalen Werte von x und schreiben dann den Wert y, der 
Funktion in jedem dieser Punkte z, als unendlichen Dezimal- 
bruch hin: 

ee y, = 0, a,%a,%G,".. 


. = 2 2 2 
oe Yor 0, GPUs Os se « 


Alsdann fasse man diese Briiche als zweidimensionales Schema auf 
und ordne man demselben etwa die durch schrige Zusammenfassung 
der Ziffern definierte Zahl zu: 


0, a Pag a, aga. a, a, eee 


Hiermit ist jeder der in Betracht gezogenen stetigen Funktionen eine 
Zahl zugeordnet, und zwar so, dai zwei verschiedenen Funktionen ge- 
trennte Zahlen entsprechen. Daf man andererseits dadurch nur einen 
Teil der Zahlen erhalt, ist ja evident. 

Es bleibt nur noch ibrig, den zweiten Teil des Beweises auf 
den Gesamtvorrat der eindeutigen stetigen Funktionen auszudehnen. 
Sei also f(z) im beschrinkten Intervalle (a, b) stetig. Dann kann 
man dieser Funktion eine fiir alle Werte von «x definierte Funktion 
g(a) auf folgende Weise zuordnen. Da, wo f(a) definiert ist, sei 
p(a) = f(a). Ist f(x) im Endpunkte « = a des Intervalls (a, b) defi- 
niert und daher dort auch stetig, so sei 


g(a) =f(@)+1, -—-co<@<a. 
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Ist f(x) dagegen im Punkte x = a nicht definiert, wihrend sich f(x) 
beim Grenziibergange lim a = a+ einem Grenzwert A niihert, so sei 


g(x) = A + 2, —o<2Sa. 
In jedem anderen Falle sei 
g(x) = 0, —o<@Sa. 


In iihnlicher Weise erklire man y(z) fiir Werte von 2, die gréBer 
als die zum Intervalle gehérigen sind. Wie man sicht, gibt eine 
Funktion f(x), die im Intervalle a < « <b stetig ist und auch in 
beiden Endpunkten Grenzwerten zustrebt, Anla& zu vier verschie- 
denen Funktionen p(z), je nachdem die Funktion in den Endpunkten 
des Intervalls erklirt wird oder nicht. Erstreckt sich das Intervall 
nach der einen Richtung hin ins Unendliche, so wird in ahnlicher 
Weise vorgegangen. Jetzt ersetze man jede stetige Funktion, die 
nicht fiir alle Werte des Arguments erklirt ist, durch die zugehérige 
Funktion p(x), die ausnahmslos definiert ist, und verfahre dann mit 
der neuen aus den Funktionen g(x) nebst jenen friiheren stetigen 
Funktionen zusammengesetzten Funktionenmenge genau so wie 
friiher mit der besonderen Teilmenge, welche wir herausgriffen. 
Hiermit ist die nétige Ergiinzung erbracht. 


§ 12. Uber den Inhalt von Punktmengen. 


Im Anschlu8 an den elementaren geometrischen Begriff des 
Flichen- bzw. Rauminhalts wird der Inhalt einer im Endlichen ge- 
legenen Punktmenge folgendermafSen definiert. Wir fangen mit einer 
in einem Raume von einer Dimension R,, also auf einer Geraden be- 
legenen Menge an und teilen diese Gerade in Intervalle von gleicher 
Linge 2-* ein. Seien s, und S; die Summen derjenigen Intervalle, 
welche lediglich aus Punkten der Menge bestehen bzw. mindestens 
einen Punkt der Menge umfassen. Dabei ist es gleichgiiltig, ob man 
diese Intervalle als abgeschlossen ansehen will oder nicht. Hier- 
nach ist 

$= Sy 


La8t man k jetzt wachsen, so nimmt s, niemals ab, und S;, nimmt 
niemals zu, wihrend andererseits fiir alle Werte von k 


Sy <= 8, 0 =i Si. 
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ist. Dem 1. Theorem von Kap. 1, § 7 gema8 streben also s, 
und S;, Grenzwerten zu: 


lms; = 15, lim S;—= J; 
k=00 k=00 
und zwar ist 


Diese GréBen wollen wir nun baw. als den inneren und den duferen 
Inhalt der Menge bezeichnen. Ist insbesondere I, = I, = I, so 
spricht man schlechtweg vom Inhalt I der Menge. Man weist leicht 
nach, daB sich dieselben GréBen I,, I, einstellen, wenn man an 
Stelle der obigen irgendwelche andere gleichmifig gegen 0 ab- 
nehmende Intervalle treten laBt. 

Bei der Definition des Inhalts einer im zweidimensionalen 
Raume R&, belegenen Menge entspricht der Hinteilung der Geraden 
in Intervalle eine Einteilung der Ebene in ein Quadratnetz, und 
aihnlich im Falle einer Menge des R,,. 


Eine besondere Punktmenge. Bei einer Reihe analytischer Unter- 
suchungen erweist sich eine gewisse Punktmenge als niitzlich), 
welche wir hiermit konstruieren wollen. Sei 0 <4<1 eine be- 
liebige Konstante. 

Erster Schritt. In der Mitte des Intervalls 0 < « < 1 trage 
man ein erstes Unterintervall (1) von der Liinge 


l,=A—dtA 
auf. 
8) _@ 3) (1) (3)  @)  () 


Fig. 47. 


Zweiter Schritt. In der Mitte eines jeden der dabei leer ge- 
bliebenen Endintervalle trage man ein Unterintervall (2) von der 
Linge 1, auf, derart, daf die Gesamtlinge der Intervalle (1) 
und (2) 

L+2l,=A—4a 
wird. 
n-ter Schritt. In der Mitte eines jeden der bisher leer gebliebe- 


1) Es ist dies ein besonderer Fall einer von Harnack, Math. Ann., Bd. 19 
(1881), S. 239, aufgestellten Punktmenge. Die beigefiigte Figur ist nur schema- 
tisch gezeichnet. Die wirklichen Liingen der Intervalle wiederzugeben, ist nicht 
tunlich. 
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nen Intervalle zeichne man ein Unterintervall (nm) von der Linge 1, 
auf, derart, daB die Gesamtlinge der Intervalle (1),..., (m) 


) n— 1 
lL, + 21, + 271, +---+2 hy Soe 


betrigt. 
LiBt man n jetzt unbegrenzt wachsen und faBt man die End- 
punkte der Intervalle (1), (2), ... ins Auge, so gewinnt man dadurch 


eine Punktmenge M, welche offenbar abzihlbar und in keinem Inter- 
valle dicht ist. Aus letzterem Grunde ist ihr innerer Inhalt gleich 0. 

Aus M wollen wir noch eine zweite Menge $Y erzeugen, indem 
wir zu M alle nicht in M enthaltenen Hiiufungsstellen von M hinzu- 
fiigen. Die Menge It ist ebenfalls in keinem Intervalle dicht und 
hat also auch den inneren Inhalt 0, sie ist augenscheinlich perfekt.*) 

Was den duBeren Inhalt sowohl von M als von Yt anbetrifft, 
so ergiinzt dieser offenbar den inneren Inhalt der aus den Punkten 
der Intervalle (1), (2), ... bestehenden Menge zum Inhalt des Inter- 
valls 0 < « <1, also zu 1. Andererseits erkennt man, da der innere 
Inhalt dieser letzten Menge den Wert A hat. Muathin hat der dufere 
Inhalt sowohl von M als von M den Wert 1 — A. 

In $Y haben wir also ein Beispiel einer perfekten, in keinem 
Intervalle dichten Menge, deren éiuBerer Inhalt mit dem inneren 
Inhalt nicht iibereinstimmt, sobald man A<1 nimmt. Ferner 
bilden die inneren Punkte der Intervalle (1), (2),... eime aus einer 
Reihe von Kontinuen bestehende Punktmenge, deren aiuBerer Inhalt 
mit dem inneren nicht wbereinstimmt, sobald man 42 <1 nimmt. 

Eine zu St analoge Menge der Ebene erhalt man, indem man 
in jedem Punkte von 3 ein Lot von der Linge 1 auf der Geraden 
errichtet. Liegen die Lote alle an derselben Seite der die Menge Nt 
tragenden Geraden, so bilden sie eine in keinem zweidimensionalen 
Bereiche dichte perfekte Menge vom auferen Inhalt 1 — 2 und vom 
inneren Inhalt 0. Im iibrigen sei noch an die Jordanschen Kurven 
erinnert, deren auBerer Inhalt positiv ist.) Hine derartige einfache 
geschlossene Kurve grenzt einen Teil der Ebene ein, dessen diuBerer 
mit seimem inneren Inhalt nicht iibereinstimmt. 

In der Theorie der Lebesgueschen und verwandten Integrale 
wird der Begriff des Inhalts einer Punktmenge anders gefaft. 


1) Es ist ein Satz der Mengenlehre, daf eine perfekte Menge niemals 
abzahlbar sein kann. 

2) Vgl. einen Aufsatz des Verfassers: ,,A Jordan Curve of Positive Area‘, 
Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 4 (1903), S. 107. 


§ 13. Eine an die Menge M sich anschlieBende Funktion OA IY 


Zum Schlu8 wollen wir noch einen Satz erwahnen, dessen Be- 
weis dem Leser nicht schwer fallen wird. 


Satz. Hime unendliche Menge in einer Ebene gelegener zwei- 
dimensionaler (oder allgemein in einem R,, gelegener n-dimensionaler) 
nicht iiberenander greifender Kontinuen ist stets abzdhlbar. 


§ 18. Eine an die Menge M sich anschlieBende Funktion. 


An die Menge M, § 12, ankniipfend, wollen wir eine Funktion 
{(xz), wie folgt, definieren. Seien 


(Q) ( 
a,") (= 4), 
2 2 
a,' ) Ay! e 
RO cg. Hoa 


bzw. die Mittelpunkte der Intervalle (1), (2),..., (m). Die Funktion 
f(x) wird nun zunachst der Reihe nach fiir die Punkte dieser Inter- 
valle erklart. Sei ~ eine beliebige positive Konstante. Sodann 


Fig. 48. 


1) sei a ein innerer oder Endpunkt des Intervalls (1); dann soll 


sein; 
2) sei x ein innerer oder Endpunkt des ersten bzw. zweiten der 
beiden Intervalle (2); dann soll 


f(z) =+u im ersten Falle, 


H(g) = 4», -mywelten ,, 


sein; 
14* 
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n) sei 2 ein innerer oder Endpunkt des k-ten der Intervalle (n); 
dann soll 
(2) = a 
on 
sein. 

Hiermit ist f(a) bereits in allen Punkten von M und {(n) } er- 
klart. Ist nun 2’ ein Punkt, in dem f(x) noch nicht erklirt ist, 
also ein Punkt von 3, der zu M nicht gehért, so weist man leicht 
nach, daB f(x) sich einem Grenzwerte nihert, wenn «x, ohne die 
Punkte von M und {(n) } zu verlassen, dem Werte x’ zustrebt. Durch 
diesen Grenzwert soll f(x) im Punkte 2’ erklirt werden. 

Die nunmehr im Intervalle 0 < «2 <1 ausnahmslos erklirte 
Funktion f(x) verhilt sich, wie man noch nachtriglich beweist, 
ausnahmslos stetig; bel wachsendem a nimmt sie niemals ab, 
wihrend sie im Gesamtintervalle um die positive GréBe mw zu- 
nimmt: 


Trotzdem hat sie im allgemeinen eine verschwindende Ableitung, 
f(z) = 0. Dabei bilden die Ausnahmepunkte eine Menge Yt vom 
iuBeren Inhalt 1 — 4, also insbesondere, falls 2 = 1 gewihlt 
wird, vom Inhalt 0. 


Zweiter Abschnitt. 


Grundlagen der allgemeinen Theorie der Funktionen einer 
komplexen GréBe. 


Einleitung. 
Uber das komplexe Zahlensystem. 


Wir setzen die reellen Zahlen als bekannt voraus und fiihren 
die komplexen Zahblen als GréBenpaare ein, indem wir je zwei reellen 
Zahlen a,b ein neues Gedankending — ein Element einer unend- 
lichen Menge — zuordnen und dasselbe zugleich mit (a,b) be- 
zeichnen. Geometrisch kénnen wir diese neuen Zahlen, wie wir jene 
Elemente nennen wollen, durch die Punkte einer Ebene oder auch 
als in einer Ebene gelegene Vektoren deuten. Im ersten Fall wird 
die komplexe Zahl (a, b) durch den Punkt vorgestellt, dessen Ko- 
ordinaten =a und y = b sind; im zweiten entspricht ihr eine 
Strecke oder ein Vektor+), dessen Anfang ein beliebiger Punkt (29, yo) 
der Ebene ist und dessen Endpunkt in (% + a, yy + 6) liegt. 

Zwei komplexe Zahlen (a, b) und (c, d) werden dann und nur 
dann als gleich erklart, wenn sie miteinander identisch sind; in Zeichen 


(G0) == (040), 
wenn 
pg Wuavol Yo = Ole 


Geometrisch fallen die entsprechenden Punkte zusammen; bei der 
zweiten Deutung sind die entsprechenden Vektoren einander gleich. 

Unter einer Verkniipfung zweier komplexen Zahlen versteht man 
ein Verfahren, wonach auf Grund eines willkiirlichen Gesetzes zwei 


1) Wegen der Definition eines Vektors vgl. das 5. Kap., § 4. Fiir die vor- 
liegenden Zwecke mu8 zu den daselbst erklarten eigentlichen Vektoren noch der 
uneigentliche Vektor 0 hinzutreten. Genauer gesagt' besteht der Begriff des 
Vektors in einem Zeichen, z.B. [(®o, Yo) —> (41; ¥1)], welches i) an einen Anfang 
(, Yo); ii) an einen Endpunkt (a, y,); und iii) an einen Sinn,’ d. h. an eine 
bestimmte Permutation dieser beiden Punkte erinnern soll. — Literaturangaben 
bzgl. der ersten Darstellung finden sich auf §. 225. 
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vorgelegte Zahlen eine dritte Zahl eindeutig bestimmen. Dieses Ge- 
setz liegt ganz in unsern Hiinden; wir diirfen es gestalten, wie wir 
wollen, vorausgesetzt, da8 wir nur Widersprechendes vermeiden. 
Insbesondere sind es zwei Verkniipfungen, welche nebst ihren Um- 
kehrungen den vier Spezies fiir die neuen Zahlen zugrunde liegen 
und welche dementsprechend Addition und Multvplikation genannt 
werden sollen. 


Die erste Verkniipfung (Addition). Fiir die erste Verkniipfung 
soll die geometrische Addition der Vektoren mabgebend sein, wo- 
nach als Summe zweier Vektoren (@) und (8) 


(0) ? derjenige Vektor (y) erklirt wird, welcher, wie 
yx (8) jenis aes 
(e folet, konstruiert wird: der Vektor (8) werde 


Se 
Se aa jh durch einen gleichen Vektor (8’) ersetzt, dessen 
‘ Anfang im Hndpunkte von (qa) liegt. Dann 
bestimmt der Anfang von (a) den Anfang von 
(vy) und das Ende von (f’) den Endpunkt von (y). — Dies ist ja 
nichts anderes als die bekannte Konstruktion des Parallelogramms 
der Krafte, Geschwindigkeiten, usw. in der Physik. 
Die erste Verkniipfung zweier vorgelegten Zahlen (a, b) und 
(c, d) soll nun in der Bildung der neuen Zahl (a + ¢,b +d) be- 
stehen. Diese Verkniipfung heiBbt Addition und wird durch das 
zwischen den beiden gegebenen Zahlen geschriebene Symbol + ge- 
kennzeichnet: 
(a,b) + (c,d) =(a+e,b+@). 
Dabei heibt die dritte Zahl die Swmme der beiden anderen. 
Die Verkniipfung ist stets ausfiihrbar und das Resultat derselben 
ist eindeutig bestimmt. Fir sie gelten das kommutatiwe, sowie das 
assozvatwe CGesetz: 


A+B=B+4+4, 
A+(B+C)=(44+B) +0, 


wobei die groBen Buchstaben beliebige komplexe Zahlen vorstellen 
und die Bedeutung der Klammern auf der Hand liegt. Die geo- 
metrische Bedeutung der Verkniipfung ist ja bereits besprochen 
worden. 

Die Umkehrung der Addition ist stets méglich und eindeutig. 
Gegeben seien namlich irgend zwei komplexe Zahlen A = (a, b) und 
B = (c,d); gesucht wird eine dritte Zahl X = (a, y), welche der 
Forderung geniigt: 


A+X=B., 
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or 


Zur Bestimmung von X ist notwendig und hinreichend, daB 


atae=c, b+y=d 
sel, also ist 
xX =(¢ —a,d —b). 


Die Bildung der Zahl X aus A und B wird Subtraktion genannt und 
durch das Zeichen — ausgedriickt: 


Xo eA 


Geometrisch kann man den Punkt B — A dadurch konstruie- 
ren, daB man zum Vektor B den zu A entgegengesetzten Vektor 
— A =(—a, —b) addiert. Hine fiir die Praxis geeignetere Kon- 
struktion besteht indessen darin, daB man die Vek- 
toren A, B mit gemeinsamem Anfang hersetzt und BRA 
dann ihre Endpunkte miteinander verbindet. Der hier- fr 
durch entstehende Vektor, dessen Anfang im End- 
punkte von A und dessen Endpunkt im Endpunkte Pig. 50. 
von B liegt, stellt die Differenz B-—A vor. Die 
Konstruktion kann man leicht im Gedichtnisse behalten, indem 


man sich fragt: ,,Welcher Vektor mu8 zu A addiert werden, um 
B za liefern ?“ 


Die zweite Verkniipfung (Multiplikation). Wihrend die erste 
Verkniipfung durch ein geometrisch-physikalisches Verfahren von 
fundamentaler Bedeutung eingeleitet wurde, hat die zweite Ver- 
knipfung dagegen ihren Ursprung in der formalen Algebra. Hhe 
die Mathematiker noch klare ee betreffend Y— 1 entwickelt 
hatten, operierten sie munter mit diesem Symbol, als wenn es 
eine den Prozessen der Algebra unterworfene Gré8e vorstellte, die 
ins Quadrat erhoben gleich —1 ist, indem sie schrieben: 


(a + bV—1) (ec +d V—1) = ac — bd + (ad + be) V—1. 
Den in diesem Formalismus enthaltenen Kern wollen wir nun heraus- 


schilen, indem wir geradezu definieren: die zweite Verkniipfung 
zweier komplexen Zahlen A = (a,b) und B= (¢, d) soll die Zahl 


(ac —bd, ad + be) 


liefern. Sie heiBt Multiplikation; man nennt die dritte Zahl das 
Produkt der beiden Faktoren A und B und driickt die Verkniipfung, 
wie folgt, aus: 


(a, b) (c, d) = (ac —bd, ad + be). 
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Sie ist stets ausfiihrbar und das Resultat derselben ist eindeutig 
bestimmt. 

Fir diese Verkniipfung gelten, wie man leicht nachrechnet, das 
kommutative und das assoziative, sowie auch das distributive Gesetz 
in bezug auf Addition: 

AB =<Bay 


A(BC) = (AB)C, 
ALB + 0} = ARs AC. 


AuBerdem hat ein Produkt den Wert (0,0) dann und nur dann, 
wenn mindestens einer seiner Faktoren gleich (0, 0) ist. 

Die Umkehrung der Multiplikation ist im allgemeinen méglich 
und eindeutig. Gegeben seien nimlich irgend zwei komplexe 
Zahlen A = (a, b) und B = (c, d); gesucht wird eine dritte Zahl 
X = (a, y), welche der Forderung genigt: 


AX = Bb 
Dafiir ist notwendig und hinreichend, da’ 
ax —by =c, be +ay=d 


sel. Diese Gleichungen lassen stets eine und nur eine Lésung 
zu, sofern nur a? + b? > 0, d. h. A + (0, 0) ist. Ist dagegen 
A = (0,0), so haben die Gleichungen niemals eine eindeutig be- 
stimmte Lésung. Sie haben im allgemeinen ihberhaupt keine 
Lésung; ist aber insbesondere B = (0, 0), so wird ihnen sogar 
durch jedes Wertepaar a, y geniigt. 

Die Bildung der Zahl X, falls A + 0 ist, soll Division 
heiBen, in Zeichen 
B 


X=5 


Division durch (0, 0) wird nicht erklart. 


Beziehung zum System der reellen Zahlen. “ Jede komplexe Zahl 
(a, b) laBt sich in die Summe zweier Zahlen spalten: 


(a, b) = (a, 0) + (0, b), 


wobei also die eine Zahl nur von a, die andere nur von b abhingt. 
Fassen wir zuerst die Zahlen (a, 0) ins Auge. Diese Zahlen stehen 
in einer ein-eindeutigen Beziehung zu den reellen Zahlen. AuBerdem 
herrscht noch Isomorphismus zwischen den vier Spezies, wie wir sie 
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soeben fiir die komplexen Zahlen definiert haben, und den vier 
Spezies fiir die reellen Zahlen, da 


(a, 0) + (v’, 0) =(ata’, 0), 
(a, 0) (a’, 0) = (aa’, 0), 


o ; = (=. 0) ; wo a+0 


ist. Dementsprechend diirfen die komplexen Zahlen (a, 0) innerhalb 
des Gebiets der allgemeinen komplexen Zahlen (a, b) schlechtweg 
durch die reellen Zahlen a vertreten werden.!) Wir wollen fortan 
setzen: 
nO ach 
Des weiteren hat man 
(0), 0) r=="(6;-0) (0, 1) = .6(0;.1); 


Die Zahl (0, 1) hat die Higenschaft, da8 


(0, 1) (0, 1) = (—1, 0) = —1 
ist, und geniigt somit der algebraischen Gleichung: 
22+1=(Q. 


Demgemaf bezeichnen wir sie mit 71 = V— 1 und kénnen nunmehr 
die allgemeine komplexe Zahl in der Gestalt schreiben”): 


(a,b) =a + bi, 


wo a und Bb reell sind. 


Polarkoordinaten. Die komplexe Zahl z = w + yz laBt sich 
auch in der Gestalt darstellen 


z2=r (cosy +18in g), 


wo ; 
P=T Cos g, y= 7 sin y 


1) Ob man die komplexe Zahl (a, 0) hinfort als identisch mit der reellen 
Zahl a oder bloB& als mit ihr liiert ansehen will, ist ja Geschmacksache. 

Im iibrigen wird diese Frage in befriedigendster Weise durch den mo- 
dernen Standpunkt entschieden, wonach ein GréSensystem durch Forderungen 
festgelegt wird. Nehmen wir also ein bestimmtes System von Forderungen 
fiir die reellen (bzw. komplexen) Zahlen, etwa das von Hm. Huntington: 
»A Set of Postulates for Ordinary Complex Algebra‘‘, Transactions Amer. Math. 
Soc., Bd. 6 (1905), S. 209 aufgestellte, so diirfen wir jedes GréBensystem, wel- 
ches diesen Forderungen geniigt, geradezu als das System der reellen (bzw. 
komplexen) Zahlen auffassen. 

2) Dabei ist zu beachten, daB der Ausdruck bi auch ein wirkliches Pro- 
dukt, und nicht etwa bloB als ein Ausdruck aufzufassen ist, worin b die Stelle 
eines Koeffizienten vertritt. 
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gesetzt ist. Dabei heibt 

ra Vet Fas 
nach Cauchy der Modul, nach Weierstra8, von dem auch das 
Zeichen | z | herrithrt, der absolute Betrag von z, wiihrend @ als Arcus: 


= are 2, 


bezeichnet werden soll; (dafiir sind u. a. auch die Benennungen 
Amplitude und Argument gebraucht worden). Hierbei ist zu beachten, 
daB nicht jeder Wert von are tan y/a einen Wert von are z liefert. 
So ist z. B. 
arca=22%nn, n=0,+1,+2,..., 
wo a eine positive reelle Zahl ist, wihrend doch 
arc tan 0 = nz, n=0,+1, +2,... 
ist. Allgemein unterscheiden sich die Werte von are z um Vielfache 
von 22 (nicht 2) voneinander; vgl. $8. 155, Anm. 
Die Benennungen reelle und rein imaginire Achse, reeller und 
rein imagindrer Bestandteil, sowie konjugiert wmagindr werden als 
aus der elementaren Algebra bekannt vorausgesetzt. Nach Weier- 


straB bezeichnet man den reellen Bestandteil von w= u + v4 
mit %i(w), so daB also 
u=R(w), v= * (2) 


v 


ist. Der konjugierte Wert von w wird hiufig als w geschrieben, 
w=4u—vt. Unter dem EHinheitskreise versteht man die Punkte 


z=cosy +1sing, 


wo die reelle GréBe gm unbeschrinkt verinderlich ist. Er ist der 
Ort der Punkte z, wofiir |z| =1 ist. 


Geometrisches tiber Multvplikation und Division. Vermige der 
Darstellung durch Polarkoordinaten erhalt das Produkt zweier kom- 
plexen Zahlen eine einfache Gestalt, der man auch sofort die bekannte 
geometrische Konstruktion fiir dasselbe entnimmt. Sei nimlich 


A=r(cosp+tsng), B=o(cosy +7sin y). 
Dann ist arithmetisch 
(1) C = AB =rolcos(p + y) + isin (p + y)). 


Demgemaf hat man geometrisch ein Dreieck BOC zu konstruieren, 
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welches dem Dreiecke 104A &hnlich ist, und zwar so, daB die Seite 
OB der Seite O1 entspricht, wahrend die Winkel BOC und 104 
beide zugleich positiv oder zugleich negativ 
ausfallen. Dies gibt 

aS DOC = = 110A, 


OC _OA OF oot 
SSS SS oder a eae ave 
1 Q 


C-AB 


Fir den Quotienten A/B findet man 


ferner 


B= 1 (008 (p — ») + 4 sin (p — y)]. 


Geometrisch lift er sich durch Umkehrung 
der Konstruktion fiir das Produkt herstellen. 

Insbesondere ist der reziproke Wert 
der Zahl B, 
(2) 2 (cos oi sin.) 

Be 

Geometrisch erhailt man den Punkt 1/B 
am einfachsten dadurch, daB man zuerst 
den in bezug auf den Hinheitskreis zu B 
konjugierten Punkt B’ bestimmt: 


OS EOE ast 


und B’ dann in der reellen Achse spiegelt. Das Spiegelbild ist eben 
der gesuchte Punkt 1/B. 


Rotoren und Tensoren. Auf Grund der Formel 


a rer? 


kann man die komplexe Zahl z als durch zwei Operationen aus der 
Hinheit z = 1 erzeugt denken. 

a) Indem man einen beliebigen Vektor A mit r multipliziert, 
entsteht eine Dehnung desselben ohne Richtungsinderung. Da- 
nach kénnen wir die Multiplikation mit der positiven reellen Zahl r 
als eine Operation ansehen, wodurch der Operand A gedehnt wird, 
und den Operator 7 demgemiB als eimen Tensor betrachten. 

b) Multipliziert man den Vektor A mit e%', so wird derselbe 
ohne Lingeninderung durch den Winkel g gedreht. Danach 
kénnen wir die Multiplikation mit diesem Faktor als eine Opera- 
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tion ansehen, wodurech der Operand A gedreht wird, und den 
Operator e?* demgema&& als einen Rotor betrachten. 

Aus dem Hinheitsvektor entsteht also insbesondere der beliebige 
Vektor z = re®’, indem man jenen Vektor einmal einer Dehnung, 
darauf dann einer Drehung durch sukzessive Anwendung der beiden 
Operatoren: eines Tensors und eines Rotors (in beliebiger Aufein- 
anderfolge) unterwirift. 

Potenzen und Wurzeln. Aus der Multiplikationsformel findet 
man: 

A” =|A|" (cos np +75in ng), 


1 
* = Qk mere ak 
A=:|A\|" (cos a Seale + isin? +e) : 


wo k = 0, 1, 2,...n —1 und g = are A ist. Letzterer Gleichung 

entnimmt man, daB die » Wurzeln der Zahl A die Ecken eines dem 

Kreise | z| = | A |2/" einbeschriebenen reguliren n-Ecks bilden. 
Hieran schlieBt sich der Moivresche Satz: 


(cos p +7 sin ~)™ = cos mp + 18in mg, 


woraus sich noch die beiden weiteren Formeln durch Trennung von 
reellem und rein imaginiirem ergeben: 


| cos mp = cos” p ae am cos” p sin? + lewd ed (m8) cogm—a psint y- 
(3) Oe 
| sin mp =sin p ['m cos™—1 fend es alee cos” msin?p + :- | : 


Einhettswurzeln. Ist insbesondere A = 1, go ist der Kreis 
|z| = |AJ|/" eben der Hinheitskreis, und die eine Ecke liegt 
auBerdem im Punkte z= 1. Indem man 

27 Cee yy 
Wag A aro + 47 $10 a 
setzt, lassen sich die tibrigen Wurzeln in der Form schreiben: 


qa 
n 


2qn Bee 
Zq = 2,1 = COS 1” + 4 sin 7 ‘ Gi Dio «Ms 


Die Summe der Hinheitswurzeln verschwindet: 
(4) ay tte +--+ +e = 0. 


Algebraisch erhellt dies ja daraus, da der Koeffizient des 
Gliedes mit z*-? in der jene GréBen bestimmenden Gleichung: 


ge —= |= 0, 
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fehlt. Es gibt aber auch einen anschaulichen mechanischen Beweis 
dieses Satzes. Man fasse nimlich die komplexen Zahlen z,,... 2, 
als Vektoren auf, deren Anfang in z = 0 und deren Endpunkte in 
den Punkten z, liegen. Alsdann denke man sich diese Vektoren als 
Reprasentanten von n Kraften, welche auf den Punkt z = 0 ein- 
wirken. Wegen der Symmetrie derselben heben sie sich augenschein- 
lich gegenseitig auf, was eben analytisch in der Gleichung (4) seinen 
Ausdruck findet. 


Hinge Ungleichungen. Der geome- ee ee 
trischen Deutung der Addition entnimmt : 
man ohne weiteres folgende wichtige Re- 
lation: 


QZ) |[(4|—-|B)| S|4 +8] S1/4| +181, 0 


Fig. 53. 


wo A und B zwei beliebige komplexe 

Zahlen sind. Hs ist dies ja bloB die arithmetische Hinkleidung des 
Satzes, da eine Seite eines Dreiecks gréBer als die Differenz der 
beiden anderen, aber kleiner als ihre Summe ist. Ein Gleichheits- 
zeichen gilt nur dann, wenn die Punkte z=0, A,B auf einem 
Halbstrahl liegen.') Aus (I) folgt allgemein 


(La) ees ere lee eg ote oe Ay [S 


1) Der arithmetische Beweis verlauft so. Sei 
A=atbhi, B=ctd. 
Dann soll zuerst bewiesen werden, dah 
V@+or+ b+4?<Voe+e+ Veta 
ist. Man nehme diese Relation zunichst als richtig an; daraus folgt dann 
qelebd Varsebt Vora. 
Da nun ferner 


Jac+bd|<|a||c|-+/b||d\<SVae-oye +a 
ist, so schlieBt man weiter, daf 
a*c2+ Qabed-+ b*d*? S a®c*?+ a*d*?+ b?c*+ b?d?, 
0 < (ad — be)?. 
Diese letzte Relation ist aber sicher richtig. Von ihr aus gelangt man nun 
riickwirts zu der in Aussicht gestellten Beziehung. 
Setzt man endlich 

A’'+ B=A, Bi 
so folgt aus der Beziehung 

Ae Bl eee eR | 


daB 

|A|S|A+B/+1 Bl, 
also 

{|A|—|Bi|S[|4+B| 
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eine Relation, welche auch fiir n = co bestehen bleibt, sofern die 
unendliche Reihe 


Ay tp Ay 


absolut konvergiert. 

Zwei weitere Relationen ergeben sich eben- 
falls aus den betreffenden Figuren, und zwar 
erstens 
(IT) | are (1 + ¢) | Sarcsinh, 
sofern 


1 Sec Sc le ated Ogee Teen 


ist und im iibrigen diejenigen Bestimmungen bevorzugt werden, welche 
dem absoluten Betrage nach den Wert 2/2 nicht ttberschreiten.*) 
Endlich hat man die Beziehungen: 


(IIT) ole <|a+ bt], |b] <|a+ ba]; 
(IV) a (|a| + ||) <la + bal, 
wo a und 6 reelle Zahlen sind. 
Kin algebraischer Satz. Ser 
G(z) = a2" +aa24+++> +a, = 


eime algebraische Gleichung, deren Wurzeln 


ist. Durch Vertauschung von A und B schlieBt man noch, da8 
[Rij 4 tS Aaa 
ist, und hiermit ist der Satz bewiesen. 
1) Zur arithmetischen Begriindung dieser Relation setze man 


C= &+ ni=—rxr (cos6-+ isin 6). 
Dann soll zunichst bewiesen werden, daf fiir 7 = 0 


are (1 = are tan —— < arcsinh = arc tan —— 
ist. Da die Funktion are tan w zugleich mit « zunimmt, so if zum Bestehen 
dieser letzten Beziehung notwendig und hinreichend, dai 


q h 
—— << —— 
Pe Vie 
sei. Diese Ungleichung kann man wieder, wie folgt, umformen: 
ky sin 6 h 
1+ rcos6 = Vi—h’ 
r[V1—h? sin0 — h cos0|<h. 
Tragt man noch linker Hand h= sina, yY1 —h*? = cosa ein, so kommt 
r sin (9 —a)Sh, 
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mit Z,,... 2, bezerchnet werden mégen. Denkt man sich in der Zahlen- 
ebene Stafte in den Punkten z;, eingeschlagen und ein elastisches Band in 
der Gestalt emer Schleife wm dteselben gelegt, so dap es, nachdem es sich 
straff zusammengezogen hat, alle Stifte umfaBt und ein konveres Poly- 
gon bildet, so legen die Wurzeln der Gleichung 


G’(z) = 0 


stimtlich innerhalb oder auf dem Rande des solchergestalt eingegrenzten 
Gebietes.) . 


Der Satz lé8t sich als eine 
Verallgemeinerung des Rolleschen 
Satzes auf komplexes Gebiet ansehen. 

Behufs des Beweises denke man 
sich gleiche nach dem reziproken 
Werte der Entfernung (also nach 
dem Gesetze des logarithmischen 
Potentials) anziehende Massen in 
den zuniachst als getrennt anzunehmenden Punkten 2, ... 2, (n> 1) 
angebracht. Auf eine im Punkte z befindliche Masse tben diese 
dann eine Kraft aus, welche von einem Zahlenfaktor abgesehen, 
durch den Vektor 


Fig. 56. 


dargestellt wird, wo K den konjugierten Wert der Klammer be- 
deutet. Die Gleichgewichtslagen fiir diese letzte Masse befinden sich 
augenscheinlich innerhalb des Polygons, sofern sich dasselbe nicht 
eben auf eine geradlinige Strecke reduziert; im letzteren Falle liegen 
sie auf der Strecke. Da nun aber 

IONE Na ee 

Giz) 221 Z— fn 
ist, so liefern jene Gleichgewichtslagen die Wurzeln der Gleichung 
G’(z) = 0. Der Fall, da mehrfache Wurzeln vorhanden sind, ist 
nicht schwer zu behandeln, und wird dem Leser iiberlassen. 


was jedenfalls zutrifft, weil OX r<h ist. Von hier aus gelangt man 
nun riickwarts zur gewiinschten Beziehung. — Der Fall 7 < 0 1laBt sich 
sofort auf diesen zuriickfiihren. 

1) Der Satz findei sich im wesentlichen schon bei Gau8, 1816; Werke, 
Bd, 3, 8. 112. Lucas hat ihm die Formulierung vermége des kleinsten 
konvexen Polygons gegeben, Comptes Rendus 67 (1868), S.163 und 106 
(L585) 5 Sse Lai, Es sei fernerhin auf die neuen Untersuchungen von 
Walsh, Transactions Amer. Math. Soc. 22 (1921), S. 101 verwiesen. 
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Der WeierstraBsche Mittelwertsatz fiir Integrale. Den Aus- 
gangspunkt bilden hier die Formeln fiir den Massenmittelpunkt 
(x, y) von n Massenteilchen: 
aS Xm x "= 2m y 
=m’ ; Xm 
Diese beiden reellen Gleichungen werden zu einer einzigen kom- 


plexen Gleichung vereinigt: 
_ 2 me 


~ Sm 


Denkt man sich nun eine reguliire Kurve der z-Ebene mit Masse 
belegt, so liegt der Massenmittelpunkt derselben im Punkte 


l 
foe+ yids 
Pe ena 
: 
[eds 
) 
wo o die Dichte der Massenverteilung bedeutet. In dieser Formel 


ist der WeierstraBsche Mittelwert enthalten, welcher in einer 
Verallgemeinerung des bekannten Mittelwertsatzes: 


? 


e| 
| 


[Pe ) D(c) da=F foc )dx, (z)>0, 


auf komplexes Gebiet besteht. 
Mittelwertsatz. Se 


w=u+vt = f(z) 
eine in allen Punkten einer Kurve 
C: z=(t), y=y, astsb 


stetige Funktion von z = x + yt (oder allgemeiner blo von t), welche 
tiberdies so beschaffen ist, dab sie C auf eine regulire Kurve der 
w-Ebene: 

he u = p(t), 


a 
ein-eindeutig abbildet. Ferner sei o => 0 (bzw. o S 0) eine reelle 
stetige Funktion von t, welche nur nicht bestindig verschwindet. 
Wenn nun to durch die Gleichung bestimmt wird: 


@), astsb 


b 


b 
Jot dt = fo dt, 


a 
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so lapt sich tiber die Lage von w folgendes aussagen. Man wmgebe I" 
mut einem beliebigen konvexen Polygon oder allgemeiner mit einer be- 
lebigen konvexen Kurve K. Dann liegt m in K. 


Denn ww stellt den Massenmittelpunkt einer in K enthaltenen 
Massenverteilung vor, deren Dichte lings I’ den Wert 9 = cdt/ds 
hat, und kann deshalb augenscheinlich nicht auferhalb K liegen. 

Aus der zum Beweise verwendeten Methode geht auch folgende 
Form des Weierstraischen Mittelwertsatzes unmittelbar hervor: 


“(Ho at, 


wo w=f(z) eine beliebige komplexe stetige Funktion der reellen 
Variabelen ¢ im Intervalle 0 <¢ <1 ist und w in XK liegt. Den 
Bereich K kann man sich, wie folgt, vorstellen. Sei J” das Abbild 
der Strecke 0 <¢< 1 in der w-Ebene vermége der Funktion 
w = f(z). Man spanne eine dehnbare Schleife um J’ und lasse sie 
sich zusammenziehen, ohne iiber einen Punkt von J’ hinweg zu 
koénnen. Die endgiiltige Lage der Schleife bildet im allgemeinen eine 
konvexe Kurve, welche ein Kontinuum A’ der Ebene abgrenzt. 
Der Bereich K besteht nun aus den inneren und Randpunkten 
von ft’, Der Ausnahmefall ist der, daB J" aus einer geradlinigen 
Strecke besteht. Dann reduziert sich K auf dieselbe, und ww 
gehért auch hier zu Ic. 

Vermége dieses Satzes kann man zeigen, und zwar ohne eine 
Spaltung in reelles und rein imaginires vorzunehmen, da das Ver- 
hiltnis der beiden Periodizititsmoduln eines elliptischen Integrals 
erster Gattung nicht reell ausfallen kann.*) 


Der Darbouaxsche Satz. Seien o, p(t), w(t) reelle stetige 
Funktionen von ¢ im Intervalle a<t<b, und sei auberdem 
o >0. Setzt man dann f(t) = p(t) + ty(f), so erhalt man: 


Si@cat |< f foloat= (| feat, 


1) Goursat, Cours d’analyse, Bd. 2, Nr. 314. Hermite hat auch schon 
in seinem Cours hierauf aufmerksam gemacht. 

Die geometrische Deutung komplexer Zahlen durch die Punkte einer 
Ebene ist durch die Schrift von Argand, Essai sur wne maniére de représenter 
les quantités imaginaires dans les constructions géométriques, Paris, 1806, bei 
den Mathematikern eingefiihrt worden. GauS war schon im Jahre 1799 mit 
dieser Darstellung vertraut, wihrend die Prioritaét der Veréffentlichung Caspar 
Wessel (1797/99) gebiihrt; vgl. Study, Hneyklopddie, 1A 4, 8. 155. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5, Aufl. 15 
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wo a < € <b ist. In dieser Formel ist der Darbouxsche Mittel- 
wertsatz enthalten, welcher auch in der Form: 
b 


Jf i@oat = At foat 


geschrieben werden kann, wobei 4 eine unbestimmte komplexe 
GréBe von absolutem Betrage < 1 bedeutet. Die letzte Formel gilt 
auch, falls durchweg o < 0 ist. Goursat bemerkt noch (a. a. O., 
Nr. 289), daB der Weierstra8sche Faktor ty im allgemeinen auf ein 
beschriinkteres Gebiet als der Darbouxsche, Af(&), angewiesen ist. 


Sechstes Kapitel. 


Analytische Funktionen und die darauf beziiglichen Differentialsiitze. 
Die elementaren Funktionen. Lineare Transformationen. 


§ 1. Die rationalen Funktionen als Vorbild. 


Die einfachsten arithmetisch definierten reellen Funktionen einer 
reellen Veranderlichen sind die Polynome und die gebrochenen ratio- 
nalen Funktionen, 

G(“%) =a +ae4+---+ 4,2", 
Gi(@) a +4 0+-+-+ 4,0" 
SN ea ay = eee pea ST 
denn dieselben werden bereits durch die vier Spezies, also ohne Be- 
nutzung eines unendlichen Prozesses erklirt. Da die vier Spezies 
auch fir komplexe Zahlen ihre Giiltigkeit beibehalten, so itbertrigt 
sich diese Definition ohne weiteres auf das komplexe Zahlensystem. 

Vor allen Dingen wird wan nach der Stetigkeit und Differen- 

zierbarkeit dieser Funktionen fragen.*) Es sei zunichst die Funktion 


f(z) = 2 
vorgelegt, wo » eine natiirliche Zahl bedeute, und man bilde die 
Differenz: 


Pega 2) | (Zo) 029" Ag ay? A (A2)8 anni (Az) e. 


Daraus ersieht man, daB, wie auch immer Az gegen 0 konvergieren 
mége, die rechte und somit auch die linke Seite dieser Gleichung 
dem Grenzwert 0 zustrebt; d.h. die Funktion 2” ast fiir alle Werte 
thres Arguments eine stetige Funktion von 2. 

Bildet man ferner den Differenzenquotienten 


) DD ees 0 = vt n— | n— 
A bot i epiliest 5 2Ag...-+ (Az)"-2 


1) Wegen der genauen Erklirung dieser Begriffe vgl. man §§ 2 und 4, 
15* 
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und li8t man hierin Az wiederum gegen 0 abnehmen, so konvergiert 
dieser Ausdruck ebenfalls gegen einen Grenzwert, und zwar gegen die 
GréBe nz". Die Funktion 2” hat fiir jeden Wert von z eine 
Ableitung. Letztere ist tiberdies eine stetige Funktion von ¢. 
In aihnlicher Weise kann man zeigen, da auch das allgemeine 
Polynom 
G(z) = ay + 2 +-+> + Oy,2", 


sowie jede gebrochene rationale Funktion R(z) = G,(z)/G_(z), ab- 
gesehen von den Stellen, wo der Nenner letzterer verschwindet, 
stetig ist und eine stetige Ableitung besitzt, die durch dieselbe Formel 
gegeben wird, welche die Differentialrechnung fiir den Fall reeller 
Koeffizienten und eines reellen Arguments lehrt. 

Dieses Verhalten der rationalen Funktionen in bezug auf Stetig- 
keit und die Existenz einer Ableitung ist maBgebend fiir die all- 
gemeinste Klasse von Funktionen, womit sich die komplexe Funk- 
tionentheorie beschiaftigt.*) 


§ 2. Funktionen, Grenzwert und Stetigkeit. 


Eine Funktion f(z) einer komplexen Veriinderlichen entsteht 
dadurch, da man jedem Punkte z eines Bereiches 7’ der komplexen 
Zahlenebene eine Zahl 

w=u+nv1 = f(z) 


nach einem bestimmten Gesetze zuordnet.*) Dabei darf die Be- 
grenzung von T sowohl aus Kurven als auch aus isolierten Punkten 
bestehen.®) Die Funktion f(z) gibt zu zwei reellen Funktionen u 
und v der reellen Argumente x, y AnlaS, und umgekehrt l4Bt sich 
aus zwei derartigen Funktionen eine komplexe Funktion u + vt = f(z) 
zusammensetzen. 

Wie in Kap. 1, § 11, so laBt sich auch hier der Funktionsbegriff 
auf mehrdeutige Funktionen ausdehnen; vgl. Kap. 8. In der Folge 
werden wir jedoch schlechtweg unter einer Funktion stets eine solche 
verstehen, die wenigstens fiir den in Betracht kommenden Bereich 


1) In einem Punkte, wo eine rationale Funktion aufhért, stetig zu sein, 
wird sie unendlich, wie sich das Argument z jenem Punkte auch immer nihern 
moge. Auch dieses Verhalten der rationalen Funktionen ist maSgebend fiir 
die einfachsten Singularititen, welche eine analytische Funktion aufweisen 
kann, vgl. Kap. 7, § 6. 

2) Wegen einer Besprechung des Funktionsbegriffs sei auf Kap. 1, § 1 
verwiesen. 

3) Allgemeinere Falle sind in Kap. 5, § 2 besprochen. 
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der unabhangigen Variabelen und fiir die in Betracht kommende 
Bestimmung der Funktion in den Punkten dieses Bereiches ein- 
deutig ist, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich bemerkt wird. 

Der Begriff des Grenzwerts, wie er in Kap. 1, § 2, und Kap. 2, 
§ 1, fir reelle Funktionen entwickelt wurde, wbertrigt sich sofort 
auf Funktionen eimes komplexen Arguments. Sei f(z) in der Um- 
gebung des Punktes 2 = a, héchstens mit Ausnahme dieses Punktes 
selbst, eindeutig erklirt und man zeichne die Punkte w = f(z), 
welche dieser Umgebung angehérigen Werten von z entsprechen, 
etwa in einer zweiten Zahlenebene, der w-Ebene auf. Gibt es dann 
einen festen Punkt w = b, in dessen Nahe diese Punkte w alle bleiben, 
sobald die Punkte z auf eime passende Umgebung von z = a be- 
schrankt werden, so sagt man, {(z) konvergiert beim Grenziibergange 
lim z= a gegen den Grenzwert b; in Zeichen: 


lim f2Z=o6. 


Dies ist namlich so zu verstehen: beschreibt man zuerst einen be- 
hebig klenen Kreis um w = b, so soll es dann stets méglich sein, 
einen zweiten Kreis um z =a zu legen, dergestalt, daB jeder im 
letzteren Kreise gelegene von a verschiedene Punkt z zu einem im 
ersteren Kreise befindlichen Punkte w = f(z) fihrt. 

Arithmetisch wird dieser Begriff, wie folgt, festgelegt. Jeder 
beliebig kleinen positiven GréBe e soll sich eine zweite positive 
GréBe 6 so zuordnen lassen, da fiir alle Werte von 2, wofiir 
0<|z—a| <6 ist, 

|b —f(z)|<e 
bleibt. 

Hine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir, daB f(z) 
beim Grenziibergange limz=a=a-+ Bi gegen den Grenzwert 
b = A + Bi konvergiert, besteht darin, daf 

lin -4.== A; lim) o.='B 
(zy) =(4,/) (2, y) =(@; 9) 
sei, wie sich aus den Relationen (I) und (IV) der Hinleitung: 


yg (IA—u| +|B—0|] S|A+Bi—u — oi] <|A—a| + |B—0| 
sofort ergibt4); vgl. Kap. 1, § 7, 2. Theorem, sowie Kap. 2, §1. Hier- 

1) Zum Beweise, daB die Bedingung notwendig ist, braucht man die Re- 
lation (IV) noch nicht heranzuziehen, denn es geniigt schon, die Relation (IIT) 
zu gebrauchen: 


[A—u|<|A+ Bi—u—v1), i\B—v|</A+Bi—u—v1). 


230 II, 6. Analytische Funktionen und die darauf beziiglichen Differentialsaitze 


aus folgt, daB das 2. Theorem von Kap. 1, § 7 unverindert fiir kom- 
plexe GréBen gilt. 

Die Funktion f(z) wird unendlich beim Grenziibergange lim z = a, 
wenn jeder beliebig groBen positiven Zahl G eine zweite positive 
Zahl 6 so zugeordnet werden kann, da8 fiir alle Werte von z, wofiir 
0<|z2z—a| <6 ist, 

| f(2)|>G 
bleibt; in Zeichen: 

lim { (2) =0co oder f(a) =oo 

(lies: ,,f(z) wird unendlich im Punkte a‘, oder abgekiirzt: ,,f(a) wird 
unendlich‘‘). Der reziproke Wert von f(z) konvergiert dann gegen 
Null: a ee 

ea 
Umgekehrt reicht diese letzte Bedingung hin, damit f(a) = oo werde. 

Die Funktion f(z) bleibt endlich om Punkte a, wenn es zwei po- 
sitive Konstanten M und 6 gibt, derart, daB fiir alle Werte von z, 
wofir 0 <|z—a| <6 ist}), 


If | <M 


0. 


bleibt. 

Man beachte wohl, daB mit diesen beiden Definitionen beziiglich 
des Unendlich-Werdens und des Endlich-Bleibens einer Funktion 
alle Méglichkeiten noch nicht erschépft sind. Es bleibt noch ein 
dritter Fall iibrig, nimlich der, daB eine Funktion beim Herannahen 
von z an den Punkt a lings eines Weges unendlich wird, waihrend 
sie bei der Wahl eimes anderen Weges endlich bleibt. Allgemeiner 
kann es zwei Teilmengen, je mit der Hiiufungsstelle a geben, derart, 
da fiir die erste f(z) = co wird, wiihrend fiir die zweite f(z) endlich 
bleibt. Die Funktion verhilt sich dann im Punkte a unbestimmt. 

Im iibrigen braucht die Funktion f(z) nicht in allen Punkten 
z+ a der Umgebung von a definiert zu sein. Wenn sie nimlich 
bloB in einer unendlichen Punktmenge M mit der Hiufungsstelle a 
erklirt ist, so gelten schon alle Definitionen und Sitze, welche sich 
auf Grenzwerte beziehen, sofern man nur die Punktmenge M an 
Stelle der vollen Umgebung von a exklusive dieses Punktes treten laBt. 


1) Wir schlieBen den Wert z= a nicht etwa deshalb aus, weil f(a) még- 
licherweise ,,den Wert co‘‘ haben kénnte, was ja Unsinn wire, da wir ,,die 
Zahl co (das sogenannte eigentliche Unendliche) in unser Zahlensystem nicht 
aufgenommen haben. Vielmehr wollen wir dem Falle vorbeugen, da8B f(z) im 
Punkte a itberhaupt nicht erklart wurde. 


— = >) or 7 Bue 
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Endlich sei noch bemerkt, daB man unter dem Grenziiber- 
gange der unabhingigen Variabelen lim z = co eben den Grenz- 
iibergang lim 1/z = 0 versteht; d.h. an Stelle der zweiten Re- 
lation bei den vorhergehenden Definitionen: 0 <|z—a| <6, 
tritt jetzt |1/z|<6 oder |z2| >G’. 


Stetigkeit. Die friiheren Definitionen der Stetigkeit passen hier 
unverandert. Demnach heift die Funktion f(z) im Punkte a stetig, 


wenn 

lim 7 (2) = f(a) 
ist; sie heiBt in einem Bereiche stetig, wenn sie in jedem Punkte des 
Bereiches stetig ist; endlich heiBt sie in einem Randpunkte a stetig 
bzw. nimmt in a einen Randwert an, wenn bei Beschrinkung der 
unabhangigen Variabelen z auf die inneren Punkte des betreffenden 
Bereiches ein Grenzwert lim f(z) zustande kommt. Der Satz von 


Kap. 2, §2, 5.57 gilt auch fiir eine komplexe Funktion f(z). Hine 
notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Stetigkeit der Funk- 
tion u + vt = f(x% + y2) besteht in der Stetigkeit der beiden reellen 
Funktionen u und v der reellen Argumente z, y. Hs bleiben die 
Satze von Kap.1, §3 wher stetige Funktionen auch hier bestehen. 
Insbesondere erweisen sich die Polynome und die gebrochenen ratio- 
nalen Funktionen in allen Punkten, wo sie definiert sind, als stetig. 
Des weiteren lautet die Definition der gleichmaSigen Stetigkeit, 
Kap. 1, § 4, ebenfalls gerade so, wie im reellen Gebiete: f(z) heibt 
in einem Bereiche T gleichmafig stetig, wenn einem beliebig kleinen 
positiven ¢ ein von z unabhingiges positives 6 so zugeordnet werden 
kann, daB fir je zwei Punkte z, 2’ von T, wofiir | z — 2’ | <6 ist, 
die Beziehung gilt: 


lf) —fe) | <e. 


Hs bleibt der 4. Satz von Kap. 1, § 4 noch in Kraft: Ist f(z) in jedem 
Punkte eines abgeschlossenen Bereiches stetig, so ist f(z) daselbst 
gleichmiBig stetig. f(z) ist dann auch endlich im genannten Be- 
reiche. 


sr 


wee 


§ 3. Uber die Anderung des Arcus einer stetigen Funktion. 


In jedem inneren und Randpunkte eines endlichen durch eine 


einzige einfache geschlossene Kurve begrenzten Bereiches S sei 
AL Atrr 0k 


f(c) =u+tvr 
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eine stetige, nirgends verschwindende Funktion von z. Dann wird 
die reelle Funktion 
(1) y = are f(2) 


in jedem dieser Punkte unendlich veldeutig definiert, und zwar 
so, da&, wenn eine besondere Bestimmung von ¢ im Punkte z be- 
deutet, jede andere Bestimmung daselbst\in der Formel 


et Dies, - bs del ee ees 


enthalten ist. In der Nihe eines beliebigen Punktes 2) lassen sich 
demnach die verschiedenen Bestimmungen von gy zu eindeutigen 
stetigen Funktionen zusam- 
menfassen, was man sich geo- 
metrisch durchlichenstiicke? 
veranschaulichen kann, deren 
alle aus elem einzige er- 
selben ‘durch » vaeavaie” 
dieses parallel zur g-Achse 
; um ganzzahlige Vielfaché von 
Fig. 57. | 2 hervorgehen. “ffan kann 
die Umgebung von Z, auBer- 
dem noch so beschrinken, daB keine Ordinate eines von diesen Flichen- 
stiicken jemals einer Ordinate eines anderen derselben gleich wird. 
Der geometrische Ort der durch die Gleichung/ (1 mg ee 
Funktion besteht daher aus einer iiber S ausgebrel ai ek ae 
deren Mintel von jeder der y-Achse parallelen Geradeti, welche 
durchsetzt, in unendlich vielen um 22 voneinander abstehende 
Punkten getroffen werden. [Im iibrigen verliuft jeder Mantel in der 
Nahe jedes-Schnittpunktes stetig. Die verschiedenen Mintel hingen 
also“im Kleinen sicher nicht zusammen. Kénnen sie aber nicht viel- 
leicht im Grofen doch ineinander ithergehen?+) Die Verneinung 
dieser Frage bildet im wesentlichen den Inhalt des folgenden Satzes. 


Theorem.*) In jedem Punkte eines abgeschlossenen Bereiches 8, 
welcher von emer einzigen einfachen geschlossenen Kurve begrenzt ist, 


1) Hatten wir S nicht als einfach zusammenhingend vorausgesetzt, so 
koénnte dies in der Tat eintreten. Man betrachte etwa die Funktion f(z) =z 
im Kreisringe 1<|z|< 2. Hier gibt es nur einen einzigen Mantel, welcher 
sich denn auch unendlich oft um die g-Achse windet. 

2) Der Satz riihrt von Cauchy her, Turiner Abhandlung aus dem Jahre 
1831, vgl. Kap. 7, § 13; Eaercices d’analyse, Bd. 2 (1841), p. 109; Briot et 
Bouquet, Fonctions elliptiques, 2. Aufl., ch. 2 
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set f(z) eine stetige, nirgends verschwindende Funktion. Setzt man 
dann eine Bestimmung Mer Funktion 


rod 


— p = are f(2) , 4 

My AAA 
lings des Randes von S stetig fort, so kehrt dieselbe nach vollendetem 
Umlaufe zum Anfangswerte wieder zuriick. 


\ 


Wir geben zwei Beweise des Satzes. Dabei beschrinken wir 
uns auf regulare Randkurven. Die Verallgemeinerung auf beliebige 
Jordansche Kurven ist nicht schwierig. Der erste Beweis verliuft 
so. (Gesetzt, der Satz sei falsch. Dann teile man S in zwei Be- 
reiche I und II. Der Gesamtzuwachs von @ lings des Randes von S 
ist offenbar gleich der Summe der den beiden Bereichen I, II ent- 
sprechenden Zuwichse. Darum mu 
mindestens eine dieser GréBen, etwa | 
die dem Bereiche I entsprechende, von 
Null verschieden sein. Jetzt zerlege 
man den Bereich I in zwei Stiicke und 
stelle man dieselbe Uberlegung wieder I 
an. Durch fortgesetzte Wiederholung Fig. 58. 
dieses Verfahrens erhilt man eine Reihe 
ineinander eingeschachtelter Bereiche,’ deren Maximaldurchmesser 
(bei geeigneter Wahl der Bereiche) gegen Null abnimmt und welche 
also einen Punkt 2 von 8 bestimmen.| Demnach gibt es in jeder 
Umgebung von z eine geschlossene Kurve, derart, da eine Be- 
stimmung von q, iiber dieselbe stetig fortgesetzt, nicht zum Anfangs- 
wert zuriickkehrt. Hierin liegt ein Widerspruch, denn der Satz ist ja 
nach Voraussetzung im Kleinen richtig. 

Will man auf die Art und Weise der sukzessiven Zerlegungen 
von S niaher eingehen, so bietet der Satz von Kap. 5, § 10 bereits 
die notigen Hilfsmittel dazu. Dabei wird einer der beiden Bereiche, 
in welche der jeweilige Bereich zerfallt, stets ein Bereich o sein, so 
daB man, eventuell zu einem Bereich o gelangt, wofir der Satz nicht 
gelten soll. Die weitere Zerlegung dieses Bereichs gestaltet sich dann 
in tbersichtlicher Weise. 

Der zweite vorhin angekiindigte Beweis besteht einfach darin, 
daf wir auf Grund des letzten Satzes von Kap. 5, § 10 konstatieren, 
daB sich die verschiedenen Bestimmungen von g auch im GroBen zu 
eindeutigen stetigen Funktionen zusammenfassen lassen, womit denn 
alles schon in Ordnung ist. 
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Aus dem vorstehenden Satze ergibt sich ein Beweis des Munda- 
mentalsatzes der Algebra. Sei 


G(z) = ag2™® + ayz™2+4---+a,, +0, n>, 


ein beliebiges Polynom. Dann mu dasselbe mindestens fiir einen 
Wert von 2 verschwinden. Wire das nimlich nicht der Fall, so 
wiirde G(z) in jedem Bereich der Ebene den Bedingungen besagten 
Satzes geniigen. Als Bereich S nehme man also den Kreis | 2z| S R 
und schreibe 


me pres 2), 


z gn 


G(e) = 2" (a) + } 
Dann ist 

‘ o\ =! gn ‘ kaa bee a 4 i 

arcG@(z) = arc 2" + are (a + : + |- =) 
Fiir groBe Werte von R wird der Wert der Klammer am Rande 
|z| = R von S beliebig wenig von a) abweichen, d. h. der die 
Klammer darstellende Punkt der Zahlenebene wird innerhalb eines 
Kreises liegen, dessen Mittelpunkt der Punkt a, bildet, und dessen 
Radius so klein genommen werden kann, daf der Kreis den Punkt 
z= 0 nicht umfabt. Infolgedessen wird jede Bestimmung von 


arc (Ay + a,/z2 +--+ + a,/2"), 


welche sich stetig andern soll, wenn zg den Rand von S beschreibt, 
zum Ausgangswert wieder zuriickkehren. Dagegen ist 


arc 2” = n6, 


wo z= re’ gesetzt ist. Darum nimmt are 2” und somit auch 
areG(z) nach vollendetem Umlaufe um 2nz zu. In diesem 
Widerspruch besteht der Beweis.) 
Der vorstehende Beweis stiitzt sich auf die reelle Funktion 
are G(z), d. h. wenn man 
G(2) = Re®* 


setzt, so hat man die Funktion @ bevorzugt. Ebensogut kann man 
yon dem anderen Bestandteile, 


f= |G), 


1) Es sei auch auf den interessanten Beweis dieses Satzes verwiesen, 
welchen GauB8 vermége eines Doppelintegrals gegeben hat: Werke, Bd. 3, 8. 107; 
Ostwald, Klassiker der exakten Wissenschaften, Nr. 14, S. 61. Hieriiber vel. 
man ferner Bécher, ,,A Simplification of Gauss’s Third Proof. . .‘‘, Amer. 
Journ. of Math., Bd. 17 (1895), 8. 260, sowie Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, 
Bd. 1 (1895), S. 205. Hine einfache Darstellung des Beweises findet sich auch 
bei Goursat, Cours d’analyse, Bd. 1, Nr. 142. 
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ausgehen und beweisen, da8 diese reelle Funktion irgendwo ver- 
' schwinden mu$. Wir werden spiter verschiedene Beweise dieser 
Tatsache kennenlernen. 

Zum Schluf leiten wir noch einen Zusatz ab, dessen Umkehrung 
im Falle einer analytischen Funktion f(z) uns spater beschiftigen 
wird. 


Zusatz. Set f(z) eine Funktion, die in allen Punkten von S mit 
Ausnahme eines einzigen imneren Punktes a denselben Bedingungen 
gentigt, wre vorhin. In a soll f(z) verschwinden bzw. unendlich wer- 
den, und zwar so, daf sich f(z) in der Nahe von a in der Form 
darstellen lapt: 


f(z) = (2 —a)"p(2), 


wo m eme positive oder negatwe ganze Zahl ist und p(z) eine im 
Punkte a stetige und von Null verschiedene Funktion bedeutet. Lapt 
man nun den Punkt z den Rand von S durchlaufen, so wéichst die 
Funktion are f(z) wm 2mz. 


Zum Beweise bemerke man, daB, wenn die Funktion y(z) auch 
in den iibrigen Punkten von S vermége der Relation f(z) = (2 —a)™¢(z) 
definiert wird, diese Funktion dann im ganzen Bereiche S stetig und 
von 0 verschieden ausfallt. Da nun 


are f(z) = are(z — a)™ + are ¢(z) 


ist, so erkennt man sofort die Richtigkeit des Satzes. 

Sowohl das vorstehende Theorem als auch der Zusatz gelten 
noch fiir mehrfach zusammenhingende Bereiche, sofern man eine Be- 
stimmung des Arcus tiber den ganzen Rand in positivem Sinne hin 
erstreckt, wie man aus der Zerlegung von Kap. 5, § 9 leicht erkennt. 


§ 4. Die Ableitung. 


Wie bei den reellen Funktionen einer reellen Veranderlichen, 
so bildet man auch hier den Differenzenquotienten 
Aw _ f@+A2)—f( 
Ag Az ¢ 
wo z einen festen inneren Punkt des Definitionsbereichs 7’ der Funk- 
tion w = f(z) bedeutet und z + Az ein zweiter Punkt von T sein 
soll. Konvergiert dann dieser Quotient, als Funktion von Az allein 
betrachtet, beim Grenziibergange lim Az = 0 gegen einen Grenz- 
wert, so sagt man, f(z) ist fir den betreffenden Wert von z differen- 
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tiierbar, und man nennt diesen Grenzwert die Ableitung von f(2) 
im Punkte z: 


lim 2e Ee) fa) 


As=0 


Die allgemeinen Differentiationsformeln fiir reelle Funktionen: 
D, (ew) = ¢D,w; 


D, (wy We) = WD, We + W.D,%4; 


D W, — WeDzw, — W, Dz Uy , 
edits, We" “ 


D,} (w) = Dyf (w) Dw, 


bleiben noch im komplexen Gebiete bestehen. Auch folgt aus der 
Existenz einer Ableitung die Stetigkeit der Funktion. Was spezielle 
Formeln anbetrifft, so ist bereits in §1 dargetan, dab 


D, gr — mzn- 1 
nm = einer natiirlichen Zahl. Auerdem ist 
Dore 


Hieraus beweist man sofort die Differentiierbarkeit der Polynome, 
sowie der rationalen Funktionen. 
Auch das Differential wird ebenso definiert, wie im reellen Falle. 
Hat nimlich w eine Ableitung: 
lim ‘xs = D,w, 
so setze man ai 


52 —Dw+l, Aw=D,whe+Cdz, 


wo also lim € = 0 ist. Hierdurch wir der Zuwachs Aw in zwei Teile 
Az=0 


zerlegt, und zwar a) in einen Teil D,wAz, der dem YZuwachse 
Az proportional ist; b) in einen Rest ¢Az, der aus einer un- 
endlich kleinen GrdBe héherer Ordnung als Az besteht. Den 
ersten Teil nennt man mit WeierstraS den Hauptteil von Aw, 
und dieser Hauptteil ist es, welchen man als das Differential 
dw = df(z) der Funktion definiert: 

dw = D,wdz. 
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Dabei ist wohl bemerkt z die unabhingige Variabele. Unter Bei- 
behaltung dieser Voraussetzung beweist man dann, indem man 
w=z setzt, daB 


dz = Az 
ist; man vergleiche aber auch Bd. II, 8.9. So kommt 
dw = D,wdz, Do ws 
dz 


Setzt man nun aber z gleich einer Funktion einer dritten 
Variabelen ¢: 


fase p(t), 
wo q(t) differentiierbar sein soll, so hat man: 
dz = 7 (At; 


Auf Grund der Relation 
Dw = D,w > D2 
ergibt sich dann, dai 


Git= Dw At Dare At 
=D wdae 
ist, so daB also die Formel 
dw = D,w dz 


allgemein gilt, auch wenn w und ¢ als Funktionen eines Para- 
meters ¢ dargestellt sind. 
Bisweilen will man die Variabele 2 = x + yz der Bedingung 
unterwerfen, auf einer bestimmten Kurve 
e=o(d), y= x() 

zu bleiben, wo w, x reelle, mit stetigen Ableitungen erster Ordnung 
xv’ =o'(dA), y’ =x'(A) versehene Funktionen der reellen Varia- 
belen A bedeuten. Unter dz versteht man dann die Funktion 

dzg=(2' +y'1)di, ddA=AA, 
und es gilt auch hier die Relation 

dw = D,w dz = D,w(a2’ + y'1) dd. 


Den hodheren Differentialen d?w, d?w,... eine selbstindige 
Bedeutung beizulegen, ist zwecklos. Man fat 
d?w one dnw . 
ae? dam’ 
bloB als eine Bezeichnung fiir die zweite,...nte,... Ableitung 


der Funktion w = f(z) in bezug auf 2 auf. 
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Aufgabe. In einem Punkte z) midge f(z) mit einer Ableitung 
versehen sein und iiberdies lings einer von 2 ausgehenden Kurve 
einen konstanten Wert behalten. Man zeige, da8 dann f’ (2) = 0 ist. 


$5, Analytische Funktionen. 


Hat eine Funktion von z in jedem inneren Punkte eines Be- 
reiches 7, in welchem sie definiert ist, eine stetige Ableitung, so 
heiBt sie*) analytisch im Bereiche T. Sie verhilt sich analytisch im 
einem Punkte z = 2%, wenn sie in der Umgebung dieses Punktes 
analytisch ist. Der Vereinbarung von § 2 gemiif werden ja hier nur 
soleche Funktionen in Betracht gezogen, welche in ihrem Definitions- 
bereiche eindeutig sind, so da also die vorstehende Definition die 
Rindeutigkeit der Funktion im Bereiche T schon zur Voraussetzung hat. 

Uber diese Definitionen ist nun folgendes zu bemerken. Auf 
Grund des spiter zu besprechenden Goursatschen Satzes (vel. 
Kap. 7, § 16) erweist sich die Forderung der Stetigkeit der Ableitung 
als iiberfliissig, da nimlich die bloBe Existenz einer Ableitung in 
jedem Punkte eines Bereiches ihre Stetigkeit schon nach sich zieht. 
Nachdem also dieser Satz einmal dargetan ist, liegt es nahe, die 
obigen Definitionen, wie folgt, zu formulieren: Kine Funktion heibt 
analytisch in einem Punkte, wenn sie in diesem Punkte eine Ab- 
leitung besitzt. Sie heiBbt analytisch im einem Bereiche, wenn sie 
sich in jedem Punkte dieses Bereiches analytisch verhiilt. 

Im ibrigen bleibt vor der Hand dahingestellt, ob der Bereich 17’, 
in welechem wir die Funktion gerade betrachten, nicht eventuell 
einer Erweiterung fihig sei, oder, wie man sich wohl auszudriicken 
pflegt, ob die Funktion nicht itber T hinaus analytisch fortgesetzt 
werden kénne. Dieser Frage wird in einem spiteren Kapitel eine 
genaue Untersuchung gewidmet. Mit ihrer Erledigung kommt erst 
die vollstindige Definition einer analytischen Funktion zustande. 
Immerhin werden wir einstweilen jede Funktion als analytisch be- 
zeichnen, welche sich in einem bestimmten Bereiche analytisch verhilt. 

Aus den Entwicklungen des vorhergehenden Paragraphen findet 
man eine Reihe von Siatzen iiber analytische Funktionen. 


Sind die Funktionen f(z) und (2) beide in einem Bereiche bzw. 
m emem Punkte analytisch, so gilt das niéimliche von den Funktionen 


(2) +), fe) 


1) Die Bezeichnungen holomorph und reguldér werden auch im Sinne von 
analytisch gebraucht. 
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und, sofern p(z) daselbst nicht verschwindet, auch von der Funktion 
May, 

9 (2) 
Ist f(w) eme mm Punkte w, analytische Funktion von w und ist 
ferner p(z) ee wm Punkte z analytische Funktion von z, die dort den 


Wert wy annimmt, so ist f(w), als Funktion von z betrachtet, im 
Punkte z) analytisch. 


Wir fiigen noch den Satz hinzu, dai sich die Polynome, sowie 
die gebrochenen rationalen Funktionen in jedem Punkte der Zahlen- 
ebene, in welchem sie endlich bleiben, analytisch verhalten. 


§ 6. Die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 


Hine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein einer Ab- 
leitung erhailt man, wie folgt. Sei 


w= U + 91 =f (2) 


eine Funktion von z, die im Punkte z = z, eine Ableitung zulaBbt. 
Dann konvergiert der Differenzenquotient Aw/Az gegen ein und 
denselben Grenzwert, D,w, wie auch immer der Grenziibergang 
lim Az = 0 stattfinden mége. Insbesondere wollen wir nun Az 
zuerst reelle und darauf rein imaginire Werte durchlaufen lassen. 
So kommt 


ign ae ae fia See 
Az=0 & iN) Ag 

und ebenso 
lim 4% =lim Ae ¥@ thu 
Az=0 Az Ay=0 vAy 


Daraus ergeben sich die beiden Gleichungen: 


ow 1 dw 
On 4% OY 


(1) Dw = 


Trennt man hier reelles und rein imaginires, so gelangt man zu 
den Cauchy-Riemannschen Differentialglerchungen: *) 


REET 

Ox oy 
(2) me 

ay 0a 


1) Diese Differentialgleichungen treten bereits bei d’Alembert auf, Hssat 
d'une nouvelle théorie de la résistance des fluides, Paris, 1752. Sie waren auch 
Buler (1755) und Lagrange (1762/65) bekannt. MHieriiber vergleiche man 
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als einer notwendigen Bedingung dafiir, daS die Funktion (2) 
eine Ableitung zulasse. 

Umgekehrt seien u, v zwei reelle Funktionen der beiden reellen 
Variabelen 2x, y, welche in der Umgebung eines Punktes (Lo, Yo) 
mit allen partiellen Ableitungen erster Ordnung ausgestattet sind. 
Letztere sollen auBerdem den Gleichungen (2) geniigen. Ferner 
besitze sowohl uw als v im Punkte (a, yo) ein vollstiindiges Diffe- 
rential, d. h. wenn man 


Au = u(t + Ax, yo + Ay) — U(X, Yo) 


= re Ag + on Ay +o(Aa, Ay) 


setzt, so soll o(Az,Ay) uwnendlich klein von einer hdheren 
Ordnung als Az, Ay werden, und zwar in dem Sinne, da 


e(Az, Ay) _ 4 


fim A@|-F IAG 


(ax, Ay) = (0, 0) 
ist. Diese Bedingung wird stets erfiillt, falls die Ableitungen du/oa 
und ¢u/éy in der Umgebung des Punktes (a, yo) stetig sind. 


In fihnlicher Weise sei 


Av= ae An + 5° Ay +o(Az, Ay), 
wo 
lim o(Az, Ay) _ 0) 
(az, ay)=(0,0) |42|+| Ay 


ist. Dann laBt w+ vi, als Funktion von z = x + yt? betrachtet, 
eine Ableitung zu. In der Tat ist 
OU OUg .Ov . Ov 
te Ae Sn Aah 
Aw bay” oye Gay 0” "dye , (Ae, Ay) + io(Ae, Ay) 
Az Ag+iAy Ag+idy - 


Das erste Glied rechts kann noch vermége der Relationen (2) 
auf die Form gebracht werden: 


(OUg . Og ; 

; . A 

(a5. +155) ( eS a OU OU, 
Ket thg om hai" 


Zwei Abhandlungen von Stackel, Bibliotheca Mathematica, 3. Reihe, Bd. 1 
(1900), S. 109, sowie ibid. Bd. 2 (1901), S. 111; ferner Encyklopddie 2 B 1, § 2. 
Die Bedeutung dieser Differentialgleichungen fiir die moderne Funktionen- 
theorie vine zuerst von Cauchy und Riemann erkannt. Letzterer macht 
sie in seiner Inauguraldissertation, Géttingen, 1851, geradezu ; - 
punkt fiir die ganze Theorie. oh missin: 
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und hangt somit von Az und Ay nicht mehr ab. Was das zweite 
Glied angeht, so ist nach den Ungleichungen (I) und (IV) der Ein- 
leitung 


|e(Aw, Ay) + io(Az,Ay)| < |o(Az,Ay)| + |o(Az, Ay) |, 


Act iAy|2 7 ( (|Av|+ |Ay}), 
mithin ist 
(Az, Ay) +i0(Az, Ay) | ee oe 
Ag+iAy = |Aw|+|Ay| © |Agi|+|Ay 


Infolgedessen konvergiert der Differenzenquotient Aw/Az gegen 
einen Grenzwert, und zwar ist 


Hiermit ist nun der Beweis erbracht, daB die Cauchy-Rie- 
mannschen Differentialgleichungen auch eine hinreichende Be- 
dingung liefern, damit f(z) sich analytisch verhalte. Fassen wir das 
Gesamtergebnis in einen Satz zusammen, so kénnen wir sagen: 


Theorem. In einem gegebenen Bereiche T seien wu und v zwei 
reelle eindeutige Funktionen der berden reellen Variabelen x, y, welche 
iiberdies mit stetigen partiellen Abtetlungen erster Ordnung ausgestattet 
sind, und man bilde die komplexe Funktion 


w=u+ vt = f(z). 


Damit sich dann f(z) im Bereiche T analytisch verhilt, ist notwendig 
und hinreichend, daB u und v den Cauchy-Riemannschen Dvffe- 
rentialgleichungen Gentige lersten: 


ou ov Ou Ov 


0x Oy’ oy dn 
Ist diese Bedingung erfiillt, so hat man: 
Ow 1dw_ dw, .dv 


Dae = ogeaoaoe (oa 


Beispiel. Sei 
w=u+vi =e*cos y + te" sin y. 


Dann ist 
0 Ou : ) 
ca = eP cO8Y = 5, Ria ae ond IT 9! 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl, 16 
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Mithin l&8t diese Funktion w fiir alle Werte von 2 = x + y? eine 
Ableitung zu, und zwar ist 
Lat EN: 
Cre aes 
Aufgabe 1. Hat eine Funktion f(z) in jedem Punkte eines 
Bereiches J eine verschwindende Ableitung: 


f() = 9, 
so ist f(z) in T konstant. (Vergleiche 8. 61, Satz.) 


Aufgabe 2. Sind f(z) und g(z) zwei Funktionen, deren Ablei- 
tungen in jedem Punkte eines Bereiches J’ miteinander wherein- 
stimmen: 


i) = 9), 


so unterscheiden sich diese Funktionen in 7’ voneinander tiberhaupt 
nur um eine additive Konstante: 


fe) = 9) +k. 


Aufgabe 8. Man beweise durch direkte Ausfiihrung des Grenz- 
ubergangs, da8& bei Kinfithrung von Polarkoordinaten die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen die Form annehmen: 


du _1 dv 

Or or 0g’ 
(8) ete  widu 

or roo 


Im ubrigen ist 
dw 90h _ A 1 dw 
EZ. Dr ede Fee. 
wo A = cos g —1sin ist. 
Aufgabe 4. Man beweise dieselben Relationen vermige par- 
tieller Differentiation. 


Aufgabe 5. Man zeige, daB sich die Funktion 
w=logr + ot, — <p aes 


wo z=r (cosy + 7sin gy) gesetzt ist, in jedem Punkte z+ 0 ana- 
lytisch verhalt. 

Aufgabe 6. Im Punkte P eines Bereiches 7 migen sich zwei 
Kurven PA, PB unter einem rechten Winkel schneiden. Thre Bogen- 
lange, von P aus gemessen, werde mit o baw. t bezeichnet. Den 
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Tangenten PA’ und PB’ in P mége als positiver Sinn derjenige 
beigelegt werden, welcher dem wachsenden Parameter o baw. t der 
zugehérigen Kurve entspricht; im iibrigen sollen diese Tangenten 
mit Riicksicht auf ihren Sinn so gegeneinander orientiert sein, wie 
die reelle gegen die imaginire Achse. Man zeige, daB dann 


Ou av ou — av 


Qo. ~«Ot’ ie ite 


I 


ist. 
Aufgabe 7. Man leite die Formeln der 8. Aufgabe mittels 
derjenigen der 6. Aufgabe ab. 


Aufgabe 8. Verhialt sich eine Funktion 
f(« + 1y) = R(cos O + 7 sin 9) 
in einem bestimmten Bereiche analytisch, so ist dort 


aR 20 aR p20 
Cz WhO US oy 0a’ 
sowie 
(2) __ dlogR 00 


i o« | "9a 

Aufgabe 9. Man leite die entsprechenden Relationen fiir 

den Fall her, daf auch zg durch Polarkoordinaten ausgedrickt 
wird: 2 = r(cos 0 + 7sin 8), 

oR RO aR 


Xo) 
Fig wig cl) ae Tens a 


§ 7. Die Umkehrfunktion. 


Besitzt eine reelle Funktion einer reellen Verinderlichen, 


y =f(2), 
in der Umgebung des Punktes 2 = ay eine stetige Ableitung und 
ist ferner f’(a)) +0, so li8t f(x) in der Nahe dieses Punktes eine 
eindeutige Umkehrung zu: 

ea p(y), 


wo eine stetige Funktion von y in der Nahe des Punktes 
Yo = f(a) ist und eine stetige Ableitung 


p(y) = 1/f' (2) 


hat; vgl. Kap. 1, § 6, Aufgabe 6. 
16* 
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Ein analoger Satz gilt auch im Kleinen fiir Funktionen einer 
komplexen Griéfe. 
Satz. Sei f(z) eine im Punkte z = 2 analytische Funktion von 


z und sei ferner f’ (2) +0. Man betrachte eine Umgebung T von 2p: 
|z—2|<h, worm sich f(z) 


Pa gs analytisch verhdlt. Bei geeigneter 
~—s / aie Wahl von h kann man dann in 
‘i < \ [ ( i 2) der w-EHbene eine Umgebung 2 
ee } ps tio ] von Wo: | w — Wy | < k so be- 
Ts. Nees Br stimmen, dap die Gleichung 
a w =f (2), 
Fig. 59. 


wobet w einen beliebigen Punkt 
von & bedeutet, eine und nur ewe in T enthaltene Losung 2 
zuldBt. Die solchergestalt bestimmte Umkehrfunktion 


z= (w) 
ist in & analytisch, und es besteht im iibrigen die Relation: 
; 1 
YP (w) == jig (2) i 
Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Satz tber die Um- 


kehrung zweier reellen Funktionen, Kap. 2, § 6. Im vorliegenden 
Falle wird man , , 
w=u+ovt1=f(x + yr), 

also 

u=y(z,y), v=a(z, y) 
zu setzen haben. Dabei besitzen die Funktionen y, w stetige 
erste Ableitungen, welche den Cauchy-Riemannschen Differential- 
gleichungen geniigen. Infolgedessen laBt sich die Jacobische 
Determinante auf die Form bringen: 


Ou du | 
Ge Dy |. uty Poeoiwonie 
adv ov = (52) + Ge) =P @ : 
dx ay | 


woraus man ersieht, da dieselbe im Punkte (a9, yo) nicht ver- 
schwindet. Hiermit sind alle Voraussetzungen des genannten Exi- 
stenztheorems erfiillt, und darum steht die eindeutige Umkehr- 
barkeit des genannten Gleichungspaares fest.) 


1) Man erhalt hiermit allerdings zunichst eine quadratformige Umgebung 


des Punktes Wo = Uo + v9. Daraus kann man aber offenbar die gewiinschte 
kreisformige Umgebung ausschneiden. 
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Es bleibt nur noch zu beweisen ibrig, daB die solchergestalt 
gewonnene Funktion z = y(w) sich in jedem Punkte von J ana- 
lytisch verhalt. Daf x, y, als Funktionen von wu, v betrachtet, 
stetige erste Ableitungen haben, besagt schon der soeben in An- 
wendung gebrachte Satz. Diese geniigen ferner den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen 


oe 


wie man nachrechnen kann. 

Noch einfacher ist indessen der folgende direkte Beweis der 
analytischen Eigenschaft der Umkehrfunktion. Man will doch fest- 
stellen, dai Az/Aw gegen einen Grenzwert konvergiert, wenn Aw 
dem Wert 0 zustrebt. Nun ist einerseits 

lim AY — #'@) +0, 


asao M2 


wo Az die unabhangige Variabele ist, wihrend man andererseits 


Az ee Ae! 
Aw Au 
Az 


hat, wobei Aw jetzt als unabhiingige Variabele aufgefaBt werde. 
La8t man hier Aw gegen 0 abnehmen, so nihert sich wegen der 
Stetigkeit von m(w) auch Az der 0, ohne jedoch wegen der umkehr- 
baren Eindeutigkeit der Beziehung diesen Wert jemals zu erreichen. 
Daraus erkennt man, daf die rechte Seite dieser Gleichung einem 
Grenzwert zustrebt, und zwar der Gro8e 1/f’(z). AuSerdem ist evi- 
dent, da diese Funktion eine stetige Funktion von w ist, und 
hiermit ist der Beweis fertig: 
dz ; i 

do — 7) = Fey" 

Dem Bereich » entspricht hiernach ein innerhalb T gelegenes 
den Punkt z enthaltendes Kontinuum S der z-Ebene. 


§ 8. Konforme Abbildung.’) 


Durch eine analytische Funktion w = f(z) wird nach dem vor- 
hergehenden Paragraphen eine ein-eindeutige stetige Abbildung der 


cod 


1) Die Resultate dieses Paragraphen sind bereits alle in Kap. 2, § 7 ent- 
halten. Immerhin diirfte die einfache selbstindige Herstellung der analyti- 
schen Grundlage fiir dieselben vermége komplexer Variabelen schon an und 
fiir sich von Interesse sein. 
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Umgebung eines Punktes z = 2%, in welchem f(z) sich analytisch 
verhilt und /’(z) +0 ist, auf eine Umgebung des entsprechenden 
Punktes w) = f (29) der w-Ebene definiert. Wir wollen jetzt auf die 
Beschaffenheit dieser Abbildung niher eingehen, indem wir zeigen, 
da8 kleine Figuren des einen Bereiches in anniihernd ahnliche Figuren 
des anderen Bereiches tbergehen. 


Die Funktion w = az +b. Zu dem Ende wollen wir zunichst 
die durch die spezielle Funktion . 


(1) w=f@)=azt+b, fm) =a+0, 
definierte Abbildung untersuchen. Hier ist 
(2) W — Wy = a(z — &). 
Setzen wir 

z2— %4=r(cosy +7sin9g), 

W — Wy = R (cos ® + 71 s8in D), 

a =A (cosa +isina), 
so ergibt sich, daB 
Ri= Ar, D=yp+a 


ist. Um diese Transformation geometrisch bequem zu deuten, 
spalten wir dieselbe in zwei Transformationen: 

(1) ies (II) ages 

9=p+a, DPD=>. 

Denken wir uns die z- und die w-Ebene wie zwei Blatter Papier auf- 
einander gelegt, und zwar so, daB die Punkte 29, w) iibereinander 
za liegen kommen, wihrend die reelle und die rein imaginire Achse 
der einen Ebene der reellen baw. der rein imaginiren Achse der 
anderen Ebene parallel laufen und gleichen Sinn haben, so wird, 
der Transformation (I) entsprechend, die z-Ebene um den festen 
Punkt z) durch den Winkel @ gedreht und darauf, der Transformation 
(II) gemiB, einer Ahnlichkeitstransformation mit dem Ahnlichkeits- 
verhaltnisse A unterworfen, wobei z) wiederum festbleibt. Auf diese 
Weise werden die Punkte der urspriinglichen z-Ebene in solche iiber- 
gefiihrt, welche auf die festgebliebene w-Ebene projiziert die Ab- 
bildung (1) gerade bewirken. Hiermit sind wir zum folgenden 
Satze gefiihrt. 


Durch die Funktion 


w=f()=az+b, f(a) =a+0, 
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wird eine belrebige Figur der z-Ebene auf eine dhnliche Figur der 
w-Hbene abgebildet. Das Ahnlichkettsverhdltnis hat den Wert | f’ (2) |, 
und die Abbildung erscheint um den Punkt w, durch den Winkel 
are f'(z) gedreht. Dem Falle a =1 entspricht eine Parallel- 
verschrebung. 


Die allgemeine analytische Funktion w = f(z). Die soeben be- 
sprochene Abbildung ist fiir die durch eine beliebige analytische 
Funktion w = f(z) definierte Abbildung vorbildlich, wofern man sich 
auf eine kleine Umgebung eines Punktes z, beschrinkt, in welchem 
f' (2) nicht verschwindet. Aus der Beziehung 

ey : 
Tim ‘ng — 1 0) 
folgt namlich: 
Aw 7 ; ; : 
(3) ae =f) +6, Aw = f' (@) Az + CAz, 


wobei ¢ zugleich mit Az gegen 0 konvergiert und also fiir eine kleine 
Umgebung T des Punktes z dem absoluten Betrage nach klein bleibt. 
Genauer gesagt: Nimmt man eine positive Gréfe e beliebig klein 
an, etwa gleich einem Hundertstel oder einem Tausendstel von 
| f’ (2) |, So kann man eine Umgebung T' des Punktes Zz: | z —z| <h 


so bestimmen, daB, fiir alle Punkte z= z + Az von T, |f|<e 
bleibt. Nun definiert aber nach dem Vorhergehenden die Gleichung 
(4) dw = f' (a) Az 


eine Abbildung von JT auf die Umgebung von wy, wobei jede Figur 
von T in eine ahnliche Figur der w-Ebene verwandelt wird. Aus (3) 
geht dann hervor, daf die wirkliche Abbildung w = f(z) nur ver- 
haltnismaiBig wenig von dieser abweicht und insbesondere auch eine 
solche ist, wofiir der Habitus der urspriinglichen Figur erhalten 
bleibt. In der Tat ergibt sich aus (8) und (4), daB 


es ed 
Aw = dw (1+ 77,5) 
ist. Hieraus findet man (vgl. die Hinleitung, Formeln (I) und (II)): 


|dw | — |dw|<|Aw|<|dw|+- w\, 


ae 
If” (2) | If’ (ea 
oe a = ‘ 
arc dw — arc sir. — Fae Page < are Aw < arcdw + arc sin ~ Fat 
so daB also der Bildpunkt wy + Aw des Punktes z + Az von dem 
Bildpunkte w, + dw desselben Punktes um eine Entfernung absteht, 
welche im Vergleich zur Entfernung | dw | klein ist, und zwar ist die 
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relative Abweichung um so kleiner, je niéher der Punkt ¢ dem Punkte 
2) gelegen ist. 

Bisher ist der Punkt z) als fest angesehen worden. Indessen 
ailt eine ahnliche Abschitzung fiir | Aw| und are Aw auch gleich- 
miiBig fiir eine bestimmte Umgebung des Punktes z. Die GréBe ¢ 
hiingt aber jetzt sowohl von Az als auch von z ab, und die ge- 
wiinschte Relation: |¢|<e fiir jedes Punktepaar z, 2 + Az einer 
bestimmten Umgebung von 2 , erfolgt erst unter Heranziehung der 
Mittelwertsiitze, ihnlich wie in § 6. An Stelle von | f’ (29) | wird 
endlich die untere Grenze von | f’(z) | in der genannten Umgebung 
treten. 

Hiermit ist die Grundlage geschaffen sowohl fiir den Schluf, 
daB die durch (8) definierte Abbildung konform ist: 


dS = Mads, 
wo 


dS = |dw|, de= | dz |, M = | f'(2).] 
ist, als auch dafiir, da diese Abbildung winkeltrew ist: 


@=6-+a, 
wo 
O = are dw, 0 = are dz, a = are f(z). 


Dabei beziehen sich die Differentiale dz, ds, sowie der Winkel 6 auf 
eine beliebige regulire, durch 2 gehende Kurve, 


dz=([q'() +7y' (t)|dt, ds =Vq' (t)? + y' (dt, 


cos 6 = g() ——, sin 6 = — Al) 
Ve (+ 9" (b)? 7 Oty OP 


Die Bildkurve wird durch die Gleichungen gegeben: 


w= fle) +i) =O% +1¥%(), 


also ist 
dw =[@'(t) +i’ (#)] dt, =VG'(t) (ted 
me =) sin O = - ee ' ; 
VO (Hj? + + w(t?’ VD’ (t)? + W(t)? 


Wegen des Beweises, daB eine jede dieser beiden Higenschaften die 
andere stets nach sich zieht, sowie behufs einer eingehenden Er- 
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lauterung des geometrischen Sachverhalts in bezug auf die Abbildung 
kleiner Figuren, vergleiche man die bereits zitierte Stelle, Kap. 2, 
§ 7, Ende. 


Beispiel. Durch die Funktion 


ie. 
also 
U = g — y?, O=20y 


wird der erste Quadrant der 2z-Ebene auf die obere Hilfte der 
w-EKbene konform abgebildet; vgl. Kap. 2, § 7, Fig. 24. 


§ 9. Zwei geographische Karten. 


Die Kartographie hat zur Aufgabe, die Oberfliche einer Kugel 
auf eine Ebene abzubilden. Da dies ohne Verzerrung nicht angeht, 
so verlangt man wohl entweder a) die approximative Erhaltung der 
Gestalt oder b) die genaue Erhaltung des Flicheninhalts der Figuren. 
Im Falle a) wird die Abbildung eine konforme. Es gibt zwei in der 
Praxis vielfach verwendete derartige Abbildungen, und zwar a) die 
stereographische Projektion des Ptolemius, b) die Mercatorsche 
Karte.*) 


a) Die stereographische Projektion. 


Im Siidpol A der Erdkugel konstruiere man die Tangential- 
ebene und durch den Nordpol O lege man einen veriinderlichen Strahl, 
welcher die Kugel zum zweiten Mal im Punkte P und die Ebene dann 
im Punkte @ trifft. Damit wird die Kugeloberfliche mit Ausnahme 
des Nordpols ein-eindeutig und stetig auf die Ebene bezogen. 


Die Verwandtschaft ist eine isogonale. Zunichst sieht man ném- 
lich, daB die Breitenkreise in eine Schar konzentrischer Kreise, die 
Langenkreise in den senkrecht darauf stehenden Strahlbiischel der 
Ebene iibergehen. Durch einen beliebigen Punkt @ der Ebene, dem 
der Punkt P der Kugel entspreche, ziehe man nun eine Kurve C 
und bezeichne das Abbild derselben auf der Kugel mit J. Zur Be- 
griindung der isogonalen Higenschaft mu man dann folgende Re- 
lation nachweisen: 


(1) xAPp = xLQM, 


1) Wegen der Literatur vergleiche man Encyklopddie, II] D 6a, Voss, 
insbesondere Nr. 4. 
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wo PA die Tangente des Lingenkreises durch P und Pu, QM baw. 
die Tangenten von I’, C in P,Q bedeuten; dem Lingenkreise A PO 
entspricht ja die Gerade 4QL. Durch die Geraden PQ, Pu lege 
man die Ebene %; 
diese Ebene schneidet 
die Projektionsebene 
in der Tangente QM 
der Kurve C, da sie 
den durch O als Spitze 
und J’ als Direktrix 
bestimmten Kegel in 
P pberiihrt, wihrend 
andererseits C die 
Durchdringungskurve 
dieses Kegels mit der 
Projektionsebene _ bil- 
det. Die beiden Kbenen 
Fig. 60. APu, LQM (also die 

Tangentialebene der 

Kugel in P und die Projektionsebene) stehen senkrecht auf der 
Liingenebene St. Um die in Aussicht genommene Relation (1) zu 
erhalten, geniigt es also, zu zeigen, daB die Schnitte TP und TQ 
dieser Ebenen mit J gleiche Winkel mit PQ bilden: a = B, denn 
daraus folgt, daB die beiden in (1) auftretenden Winkel Spiegelbilder 
voneinander in bezug auf die durch 
T gelegte, die Gerade PQ rechtwinklig 
schneidende Ebene sind. Dies ergibt 
sich aber sofort aus den Sitzen 
der Klementargeometrie, da sowohl 
So PO Ae Beas) Gitar ie 
Halfte des Kreisbogens PO zum Mafe 
ame ae haben, womit denn der Beweis er- 
: ae bracht ist. 


Die Abbildung vst eime konforme. 


x Es handelt sich darum, zu zeigen, 
Fig. 61. NY daB die Relation 
a do = Mads 


erfiillt ist, wo sich do auf die Kugel, ds auf die Ebene bezieht. Der 
Punkt A sei der Anfangspunkt eines rechtwinkligen Koordinaten- 
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systems (x, y) der Ebene, sowie (£,7,¢) des Raumes, wobei die 
&-, y-Achsen bzw. mit den z-, y-Achsen zusammenfallen und auBer- 
dem die positive ¢-Achse durch den Mittelpunkt der Kugel geht. 
Diese habe den Durchmesser 1; ihre Gleichung lautet dann wie folgt: 


(2) +2 + C(€ —1)=0. 


Setzt man noch SP = r’, AQ =r, und bezeichnet man die Koordi- 
naten von P, @ bzw. mit (&, 7, €), (x, y), so kommt: 


i nh <i cia det x y r 
i 1—é ri E n 1 ae 


woraus sich dann die analytische Darstellung der stereographischen 
Projektion ergibt: 


(3) tai, y=_2 af 
(4) Se Gear : ¢=77 


Zwischen ds* = dx? + dy? und do? = dé + dy? + dl? besteht 
demnach die Relation: 


24 qye Weta tae 
(5) dz? + dy? = ao? : 
_ da’+dy’ 
(6) d@ + dy? + de? = Gas : 


Hiermit erweist sich die stereographische Projektion als eine 
konforme Abbildung. Die siidliche Halbkugel geht in das Innere 
des Hinheitskreises iber. Dagegen wird die Umgebung des Nordpols 
stark vergréBert und in entlegene Teile der Ebene geworfen. Um 
dem abzuhelfen, projiziert man die nérdliche Halbkugel vom Siid- 
pole aus auf eine zweite, die Kugel im Nordpol berithrende Ebene. 
Die beiden Karten zusammengenommen liefern so ein vollstindiges 
Bild der Erdoberfliche. Es ist klar, da man bei beiden Pro- 
jektionen die Aquatorebene, sowie allgemein jede andere dieser 
parallele, das Projektionszentrum nur nicht enthaltende Ebene als 
Projektionsebene verwenden kann. 


b) Die Mercatorsche Karte. 


Auf einen die Kugel langs des Aquators beriihrenden Rotations- 
zylinder wird die Kugel, mit Ausnahme der Pole, in ein-eindeutiger 
Weise abgebildet, dann wird der Zylinder lings einer Hrzeugenden 
aufgeschnitten und auf eine Ebene abgewickelt. Die Transformation 
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auf den Zylinder geschieht, wie folgt. Einem verinderlichen Punkte 
P der Kugel wird ein Punkt Q des Zylinders zugeordnet, welcher 
dieselbe Lange hat wie P und auch auf derselben Seite des 
Aquators liegt, dessen Abstand w vom Aquator aber so bestimmt 
wird, a) da8 w nur von der Breite g von P, nicht von dessen 
Liinge 0, abhingt; b) daB der Relation 


A 


od /\ 

do = Mds 

| | : 
| ey ; geniigt wird. Zu dem Zwecke setze 
4 aN man u = f(y); im ibrigen habe der 
| x ie Radius der Kugel den Wert 1. Nun ist 
| / ett 
\/ t \ ‘ do? = dg? + cos*® dé? 
ONS \ \ = cos? p (sec? » dy? + d6?), 
eer Oa ee x Sa 

a ds? = du? + d6?, 
Fig. 62. 


wo sich do, ds baw. auf die Kugel und 
den Zylinder beziehen. Daraus erhellt, daB besagte Relation be- 
friedigt wird, wenn man 


du = sec p dy, 
u = log tan (¥ + 7) 
setzt, und das ist eben die Mercatorsche Beziehung, wodurch u 
und  miteinander verkniipft werden. Dabei ist M = cos 9. 

Die Mereatorsche Karte eignet sich besonders zu Schiffahrt- 
zwecken. Soll ein Schiff nimlich von einem Punkte A nach einem 
zweiten Punkte B fahren, ohne den Kurs zu andern, so heibt das 
eben, dai der beschriebene Weg alle Liangenkreise unter gleichem 
Winkel schneiden soll. Das Abbild dieses Weges auf der Mercator- 
schen Karte besteht ersichtlich aus der die Punkte A und B 
verbindenden Geraden, wodurch denn auch. umgekehrt der Kurs 
bestimmt wird. 


§ 10. Die Transformation durch reziproke Radien. 

. In einer Ebene werde ein Kreis K vom Radius a mit dem 
Mittelpunkt O angenommen. Sei P ein beliebiger Punkt der 
Ebene. Man fihre P in denjenigen auf dem Halbstrahl OP ge- 
legenen Punkt Q iiber, wofiir 


(1) OP -0Q =a? 
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ist. Dadurch entsteht eine Transformation durch reziproke Radien 
oder eine Spiegelung am Kreise K. Dieselbe ist im allgemeinen ein- 
eindeutig, nur dem Mittelpunkte O des Kreises entspricht kein eigent- 
licher Punkt der Ebene.t) Dabei bleiben die Punkte des Kreises K 
selbst ungeaindert, waihrend das Innere und das AuBere von K mit- 
eimander vertauscht werden. Wendet man die Transformation zwei- 
mal hintereinander an, so fiihrt sie jeden Punkt in seine urspriing- 
liche Lage wieder zuriick, sie ist also involutorisch. 

Geometrisch konstruiert man den Punkt Q in bekannter Weise, 
vgl. die Hinleitung, Fig. 52. 

1. Satz. Die Transformation durch rezvproke Radien ist eine 
konforme mit Umlegung der Winkel. 

Sei C eine durch P gehende Kurve und sei C’ die Bildkurve. 
Die durch die Tangenten mit OP gebildeten Winkel a, 8 werden 
durch die Figur gedeutet, 
und zwar soll 
Or ts ORS 6 7 
sein. Dann kommt es darauf 
an, zu zeigen, dab 
(2) a+Bp=n. 


Sei P’ ein benachbarter Punkt 
» von C und sei Q’ dessen Bildpunkt. Dann sind die Dreiecke OP P’ 
und OQ’Q eimander ahnlich, denn 


OP-0Q=a, OP'-0Q' =a, 


Fig. 63. 


also ist 

OP 00 = 0:P= 00; 
Mithin ist 

ee OPP =a OOO). 


Beim Grenziibergange lim P’ = P nahert sich x OQ’Q dem Winkel £, 
wihrend lim x OP P’ = a — a, womit denn der Beweis erbracht ist. 
Noch einfacher ist der analytische Beweis. Die Kurve C werde 
durch die Gleichung 
f= [(0), baw. 6 = P(r) 


1) Den unendlich fernen Bereich der Ebene fa8t man in der Geometrie 
der reziproken Radien als einen Punkt auf und ordnet denselben dem Punkte O 


zu; vgl. Kap. 7, § 9. 
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dargestellt. Die Transformation li8t sich in der Form 
a ete = 
ausdriicken. Nun ist 
tane@ = (r =)» tan 6 = (r’ cha : 


Andererseits ist 


logr + logr’ = 0, Snes = (0; 
also ist 
tana = — tan B, 


woraus sich’ nun (2) ergibt. 

Genau genommen mu man noch nachweisen, daB der ‘Trans- 
formation auch die Kontinuititseigenschaften zukommen, wie sie 
in Kap. 2, §7 vorausgesetzt sind. Daf dem nun wirklich so ist, 
erhellt sofort aus der analytischen Form der Transformation, welche 
wir jetzt heranziehen wollen. Fiihrt man ein Cartesisches Koordi- 


natensystem so ein, dai der Kreis AK zum Einheitskreise 


x? + y* = 1 
wird, so kommt: 


a a y* ? Y = Fd 1 2 ; 
und umgekehrt: : ae 


a a” ans 7 we . 
(4) Ma o!? y” ? 7] ae gf? yf? 
Die Jacobische Determinante hat den Wert 
0 (2’, y') ae oe 


O(a, y) (ty) 
2. Satz. Durch die Transformation mittels rezvproker Radien 


wird das System von Kreisen und Geraden der Ebene in sich tber- 
gefiihrt. 


Die Kurven dieses Systems werden durch die Gleichung dar- 
gestellt : 


(5) a(z? + y?) ++b2 +cy+d=0, 


wobei die Koeffizienten, damit sich stets ein reeller Kreis bzw. eine 
Gerade einstellt, an die Bedingung gekniipft sind: 


(6) b? + c? —4ad> 0. 
Durch die Transformation (4) geht (5) in 
a+ ba’ +cy' + d(x’ + y’?) =0 


iiber, wofiir nun die Beziechung (6) auch gilt, w.z. b. w. — Hine 
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Transformation der Ebene, welcher diese Eigenschaft zukommt, 
hei®Bt eime Kreisverwandtschaft.*) 

Insbesondere werden die durch den Mittelpunkt O des Kreises K 
gehenden Geraden einzeln in sich transformiert, wihrend jeder ande- 
ren Geraden ein durch O gehender Kreis entspricht, dessen Tan- 
gente in O mit der betreffenden Geraden parallel verlauft. Um- 
gekehrt wird ein durch den Punkt O gehender Kreis stets in eine 
Gerade verwandelt. Da die Punkte vom Kreise K je in sich selbst 
tibergehen, so wird ein Kreis, welcher K unter einem Winkel a schnei- 
det, in einen zweiten Kreis bzw. in eine Gerade transformiert, welche 
kK in denselben beiden Punkten, aber unter dem Winkel — a@ schnei- 
det. Schneidet ein Kreis den Kreis K insbesondere unter einem rechten 
Winkel, so geht derselbe in sich tber. Geht umgekehrt ein Kreis C 
in sich iiber, so schneidet C den Kreis K unter einem rechten Winkel 
oder aber C fallt mit K zusammen. Hine K iberschneidende Gerade 
wird in einen Kreis bzw. in eine Gerade, mit denselben Schnittpunk- 
ten verwandelt, und zwar geht die neue Kurve auBerdem durch O. 
Umgekehrt: geht ein Kreis bzw. eine Gerade durch O und schneidet 
diese Kurve den Kreis K, so besteht die transformierte Kurve 
aus einer Geraden, welche dieselben Schnittpunkte mit LK hat. 

Definition. Gwei Punkte, die bei der Spiegelung an einem 
gegebenen Kreise einander entsprechen, heiBen konjugiert. Man 
sagt wohl auch, der eine ist der Spiegelpunkt des anderen in bezug 
auf den Kreis. Diese Definition liBt sich als eine Verallgemeinerung 
der gewohnlichen Definition der (optischen) Spiegelung in einer Ge- 
raden ansehen und deckt sich mit dieser, wenn der Radius des 
Kreises unendlich wird. 

3. Satz. Seiten P,Q zwet Punkte, welche im bezug auf eimen 
Kreis K konjugiert sind. Legt man einen Kreis C durch P und Q, so 
schneidet C den Kreis K orthogonal. 

Zum Beweise spiegele man die Ebene am Kreise K. Dabei geht 
C in einen Kreis C’ iiber, der dieselben Schnittpunkte mit K wie C 
hat und auBerdem durch P, Q geht. Mithin mu8 C’ mit C identisch 
sein, und darum schneidet C den Kreis K unter einem rechten Winkel. 


4. Satz. Hin Kreis K werde durch einen jeden von zwei Kreisen 
C,, Cz orthogonal geschnitten. Schnerden sich Cy, Cy m zwei Punk- 
ten P, Q, so sind P und Q konjugiert in bezug auf K. 


1) Diese Transformationen sind zuerst von Mébius (1853) eingehend 
untersucht worden; Werke, Bd. 2, S. 205 u. 243. 
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Spiegelt man nimlich die Ebene am Kreise KX’, so geht C, in sich 
iiber, und dasselbe gilt auch von C,. Darum werden ihre Schnitt- 
punkte miteinander vertauscht, und hiermit ist der Satz bewiesen. 


Zusatz. Alle Kreise, welche durch einen festen Punkt P gehen 
und einen festen Kreis K senkrecht schneiden, gehen auch durch eimen 
cweiten Punkt Q, und zwar sind die Punkte P, Q konjugiert in bezug 
auf Ix. 


5. Satz. Das System von einem Krerse (bzw. von einer Geraden) 
und zwei in bezug darauf konjugierten Punkten bleibt invariant ber 
einer beliebigen Transformation durch rezvproke Radien. 


Durch die beiden gegebenen Punkte lege man eine Schar von 
Kreisen. Diese schneiden den gegebenen Kreis (Gerade) stets unter 
einem rechten Winkel. Fiihrt man jetzt eine beliebige Transformation 
durch reziproke Radien aus, so geht der vorgelegte Kreis (Gerade) 
in emen neuen Kreis bzw. in eine Gerade iiber, waihrend die Kreis- 
schar wieder in eine Kreisschar verwandelt wird. Letztere schneidet 
den transformierten Kreis (bzw. Gerade) orthogonal wegen der kon- 
formen Higenschaft der Transformation. Der Beweis erfolgt nun 
mit Hilfe des 4. Satzes. 


Die entsprechende Transformation der Kugel. Projiziert man die 
Ebene stereographisch auf die Kugel, derart, daB der Kreis K in 
den Aquator iibergeht (vgl. § 9), so definiert die Transformation (1) 
eine Transformation der Kugel in sich, beziiglich deren der folgende 
einfache Satz besteht. 


6. Satz. Der genannten Transformation durch rezvproke Radien 
entspricht eine Spiegelung der Kugel in der Ebene des Aquators. 


Die Koordinaten der den Punkten P: (x, y) und Q: (2’, y’) 
entsprechenden Punkte der Kugel bezeichne man mit (&, 7, ¢) baw. 
(é’, 7’, ¢’). Dann wird nach § 9, (8), 

g 4 
ante Y= Top alae pea, 
sein, woran sich noch drei ahnliche Gleichungen fir die gestrichenen 


Buchstaben reihen. Durch Kombination dieser mit den vorstehen- 
den Gleichungen (3) kommt: 
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Aus der letzten Gleichung folgt dann: 
c=1—?¢’. 


Demnach ist 
SS (fey 43—C=—(¢-—4), 


was eben zu beweisen war. 


§ 11. Die allgemeine lineare Transformation. 


In § 8 ist die geometrische Beschaffenheit der ganzen linearen 
Transformation: 


w=az--b, a= 0, 


bereits eingehend besprochen worden, und es ist insbesondere ge- 
zeigt worden, wie sich diese aus bestimmten erzeugenden Trans- 
formationen zusammensetzen liBt. Um die allgemeine lineare 
Transformation 1) 


(1) w= SET, ad—be +0, 
in dhnlicher Weise zu behandeln, brauchen wir nur noch die eine 


Transformation 
1 


(2) eee 
heranzuziehen, wie wir auch sogleich nachweisen wollen. Diese erhalt 
man nach Formel (2) der Hinleitung, ndem man die z- Ebene zuerst 
im Hinheitskreise spiegelt (vgl. § 10), um sie darauf einer zweiten 
Spiegelung in der reellen Achse zu unterwerfen. 

Erforschen wir jetzt die entsprechende Transformation der 
Kugel. Wenn wir die Ebene so stereographisch projizieren, daB der 
Hinheitskreis in den Aquator iibergeht, so entspricht der ersten 
jener beiden Spiegelungen nach § 10 eine Spiegelung der Kugel in 
der Aquatorebene. Die zweite Spiegelung fihrt aber offenbar auf 
eine Spiegelung der Kugel in der Ebene 7 = 0. Daraus leitet man 
sofort das folgende Resultat ab. 


1) Der Ausdruck a i 
Transformation. Verschwindet sie, so laBt sich der Zaihler durch den Nenner 
teilen, so daB also alle Punkte der Ebene (mit Ausnahme eines einzigen) in 
ein und denselben Punkt tibergefiihrt werden. Diesen Fall lassen wir hinfort 
beiseite. 

Osgood, Funktionentheoric. I. 5. Aufl. uy 


d — be heiBt die Determinante der linearen 
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1. Satz. Der Transformation (2) entspricht eine Drehung der 
Kugel um den Durchmesser » = 0, ¢ = $ durch den Winkel a. 


Wir heben noch besonders hervor, da hierbei die Umgebung 
des Nordpols auf diejenige vom Siidpole konform bezogen wird. 

Wenden wir uns nunmehr zur allgemeinen linearen Trans- 
formation (1), wobei wir jetzt c+ 0 voraussetzen diirfen, so er- 
kennen wir leicht, da& sich dieselbe auf folgende Reihe von Hilfs- 
oder erzeugenden Transformationen zurickfiihren abt: 


1) 2=2 +2, wo CG =a =104 
3)" 2) 1/8": 


8) w= < Soa he wo aatb+0. 


c 
Hiermit haben wir AnschluB an den bereits erledigten Fall einer 
ganzen linearen ‘Transformation (§ 8) erreicht. Das Ergebnis 
sprechen wir, wie folgt, aus. 


2. Satz. Die allgemeine lineare Transformation 


_ az+b 
iene ad—be+0, 


setzt sich aus einer Parallelverschiebung, einer Transformation durch 
reziproke Radien, einer Spregelung in emer Geraden, einer Drehung, 
einer Ahnlichkeitstransformation und einer zweiten Parallelverschiebung 
der z-Ebene zusammen. Im besonderen kinnen einige dieser erzeu- 
genden Transformationen fehlen. 


Da eine jede dieser T'ransformationen entweder selbst eine 
Spiegelung im Sinne der vorhergehenden Paragraphen ist oder sich 
doch aus zwei Spiegelungen zusammensetzen lift), so haben wir 
ferner den 


1) Eine Drehung der Ebene um den Punkt O durch einen Winkel p 
kann man bekanntlich aus Spiegelungen erzeugen. Seien niamlich OA und 
O B zwei von O ausgehende Halbstrahlen, wofiir << AO B= 9 ist. Man halbiere 
diesen Winkel mittels des Halbstrahls OC. Spiegelt man jetzt die Wbene ein- 
mal am Vollstrahle OC, sodann noch am Vollstrahle OB, so kommt besagte 
Rotation gerade zustande. 

Die Parallelverschiebungen subsumieren sich unter die Rotationen als 
Grenzfalle dieser, wobei der Punkt O ins Unendliche riickt. Soll also eine der- 
artige Transformation w—=z-+ a vorgenommen werden, so konstruiere man 
vor allern den Vektor a und errichte dann im Anfange A, im Endpunkt B und 
im Mittelpunkt C desselben drei Lote, womit die Vollstrahlen (A), (B), (C) zu- 
sarmenfallen mégen. Durch eine Spiegelung an (C), worauf dann eine Spiege- 
lung an (B) folgen soll, entsteht nun die in Aussicht genommene Parallel- 
verschiebung. Endlich erhalt man eine Ahnlichkeitstransformation durch suk- 
zessive Spiegelungen an zwei geeigneten konzentrischen Kreisen. 
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3. Satz. Die allgemeine lineare Transformation laBt sich stets 
aus einer geraden Anzahl von Spiegelungen zusammensetzen. Ste ist 
deshalb eme Kretsverwandtschaft ohne Umlegung der Winkel. 


Dieser Satz la8t eine Umkehrung zu. Sind niamlich allgemein 
zwei Kugeln ausnahmelos ein-eindeutig und konform aufeinander be- 
zogen, so sind die entsprechenden Kbenen linear miteinander ver- 
wandt; vgl. Kap. 7, § 10, Ende. 

Wir fiigen noch einen Satz hinzu, dessen Beweis sich aus den 
Entwicklungen von § 10 sofort ergibt. 


4. Satz. Durch die allgemeine lineare Transformation werden 
zwer im bezug auf einen Kreis (bzw. eine Gerade) konjugierte Punkte 
m zwet Punkte iibergefiihrt, welche in bezug auf den transformierten 
Kreis (bzw. die transformierte Gerade) ebenfalls konjugiert sind. 


Die zu (1) inverse Transformation ist folgende: 
—dz+b 
Pe oS 

Aufgabe. Sind zwei lineare Transformationen je mit nicht ver- 
schwindender Determinante gegeben und fihrt man die beiden 
hintereinander aus, so entsteht eine Transformation der Ebene, die 
ebenfalls eine lineare Transformation mit nicht verschwindender 
Determinante ist. 

Den Satz kann man kurz, wenn auch weniger vollstiindig, in 
der Form aussprechen: Das Produkt zweier linearen Transforma- 
tionen ist wreder eine lineare Transformation. Hiernach bilden die 
linearen Transformationen mit nicht verschwindender Determinante 
eine Gruppe. 
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Ist m eine positive ganze Zahl, so ist die Funktion f(z) = 2 
in der ganzen z-Ebene eindeutig und analytisch. Da die Ableitung 
f’ (2) = mz"-1 im Punkte z = 0, sonst aber nirgends, verschwindet, 
sofern m > 1 ist, so erweist sich damit die Abbildung der Umgebung 
eines beliebigen Punktes z +0 auf die w-Ebene als ein-eindeutig 
und konform. 

Setzt man 

z=r(cosy +7sing), 
w= R (cos ® + 78in ®), 
so fiihrt die Gleichung 
w= 2 
Lis 
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zu den Relationen ; 

| R=, r= R*, 

P=mgq, _ P+ akan 


m 


(1) 


wo k = 0,1,...m —1 ist. 
Wir wollen hier © zunichst auf das Intervall 
0<@sn 


beschrinken und zugleich k = 0 nehmen. Dadurch wird g zu einer 
eindeutigen Funktion von ® in diesem Intervall. Bei dieser Fest- 


Fig. 64. 


setzung wird eine beliebige innerhalb des Winkels 0 < gy S a/m ge- 
legene Figur der z-Ebene ein-eindeutig und konform auf eine Figur 
der oberen Hialfte der w-Ebene abgebildet. Insbesondere heben wir 
zwei Bereiche hervor: a) der Sektor des Hinheitskreises 0 <r < 1, 
0 <g <a/m wird auf den Halbkreis OX R=1,0 506 <77 be- 
zogen; b) dem Winkel 0 Sm <a/m entspricht die ganze Halb- 
ebene 0 <® <a. (Wegen des Falles m = 2 vgl. man § 8, Ende, 
sowie Kap. 2, § 7, Fig. 24.) 

In der Spitze des Winkels (2 = 0) hért die Abbildung auf, kon- 
form zu sein. Schneiden sich nimlich zwei Kurven dort unter einem 
Winkel £, so schneiden sich die Bildkurven im Punkte w = 0 unter 
emem Winkel mf. 

An Stelle des Intervalls 0 < @ <a kann man auch jedes andere 
Intervall 

0590 5.9, = or 


setzen. Das entsprechende Intervall fiir » wird stets ein m-tel so 
groB sein: 0 Sm Sg, = @,/m. Hin Sektor des Kinheitskreises der 
z-Ebene mit der Winkeléffnung p, wird somit auf einen Sektor des 
Einheitskreises der w-Kbene mit der Winkeléffnung ®, = mq, ab- 
gebildet. Diese Abbildung kann man sich etwa so erzeugt denken, 
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da man zunichst den ersten Sektor wie einen anfangs nur zum Teil 
gedffneten Facher weiter aufschligt. Dem entspricht die Trans- 


formation 
fT=f?T, g=—mg. 


Die solchergestalt erhaltene Abbildung ist indessen noch keine kon- 
forme; sie wird erst zu einer solchen, wenn man die Punkte des so 
transformierten Sektors langs der Radien der Spitze zuriicken lift 


und zwar so, dab 
WR Dag, 


Ahnliches gilt auch fiir den auferhalb des Hinheitskreises ge- 
legenen Teil des Winkels: 1<r, O0<Xg<q,, nur ricken die Punkte 
jetzt bei der zweiten Transformation vom Hinheitskreise weiter fort. 
Besonders einfach liBt sich diese Transformation auf der Kugel ver- 
folgen. Projiziert man stereographisch so, daf der Hinheitskreis in 
den Aquator iibergeht, so wird, der ersten Transformation gemif, 
ein Kugelzweieck, dessen Ecken in den beiden Polen legen, nach der 
Art eines Lampions aufgemacht, wihrend die Punkte der Kugel- 
oberfliche, der zweiten Transformation zufolge, lings der Lingen- 
kreise vom Aquator fortriicken, und zwar so, daB zwei Punkte, welche 
urspriinglich Spiegelbilder voneinander in der Aquatorebene waren, 
es auch fortwahrend bleiben. 

Ist m keine ganze, sondern eine beliebige reelle gebrochene oder 
irrationale Zahl, so wird die Funktion f(z) = 2” durch die vier Spe- 
zies nicht mehr definiert. Man kann 2” dann immerhin noch mittels 
der Gleichungen (1) erkliren. Die Funktion wird zwar nicht mehr 
eindeutig sein, doch sieht man, daB sich in der Umgebung eines 
beliebigen Punktes z+ 0 solche Werte der Funktion zusammen- 
fassen lassen, daB eine eindeutige und stetige Funktion zustande 


kommt. Sei m> 1: 


m= —, (Reet ter 


Fiigt man dann zu (1) noch die Bedingung hinzu, dah 
Oj Osc, Os Oe x 


sein soll, so wird im Bereiche 0 Sr, 0 Sy Sa der z-Ebene eine 
Funktion 


w= 2" = 2% 
eindeutig definiert: 
R= 1", GP=mp, 
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welche sich in jedem inneren Punkte des Bereiches analytisch ver- 
halt, denn die Funktionen 
u=r™ cos mM, v= 1r™ sin my~p 

geniigen ja den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen, vel. 
§ 6, 8. Aufgabe. Diese Funktion bewerkstelligt eine ahnliche Ab- 
bildung wie die vorhin besprochene Funktion 2”, wo m eine ganze 
Zahl ist. Insbesondere wird ein in der z-Ebene befindlicher Kreis- 
sektor mit der Winkeléffnung @ auf einen Halbkreis der w-EKbene 
konform abgebildet. 

SchlieBlich sei noch auf die Abbildung verwiesen, die entsteht, 
wenn man ®, gleich 2% annimmt: 


07.5 2c, 005 Q2. 


Dadurch wird das Innere des Winkels 0 S m S 2a der z-Hbene auf 
die lings der positiven reellen Achse aufgeschnittene w-Hbene ein- 
eindeutig und konform abgebildet. Den beiden Schenkeln des Win- 
kels entspricht dagegen in der w-Ebene die doppelt zu zihlende 
positive reelle Achse. 

Der Fall, wo 0 < m <1 ist, 148t sich in aihnlicher Weise be- 
handeln. Bei geeigneter Bestimmung des Funktionswertes bestehen 
dann gleichzeitig die Gleichungen , 

Di ie Ph) EG 
Auch der Fall m <0 kann auf Grund der Gleichungen (1) direkt 
erledigt werden; oder man kann vom Falle m > 0 aus durch die 
Transformation w = z-! dazu gelangen. 

Zur Veranschaulichung des Gesamtverlaufs der Funktion be- 
dient man sich einer Riemannschen Fiche, vgl. Kap. 8. 

Der Fall, daB m eine komplexe Zahl ist, li8t sich auf Grund 
der Entwicklungen von § 15 behandeln. 


Aufgabe. Man zeige, dai 
dzm 
dz 

ist. Welchen Wert mu8 man hier der Funktion z”-1, dem einmal 
gewahlten Wert der Funktion 7” entsprechend, beilegen? 


= me"—* 


§ 13. Die Exponentialfunktion. 


Die reelle Funktion a%, wo a eine reelle positive Zahl ist und 
x alle reellen Werte durchliuft, geniigt der Funktionalgleichung 


(1) f(z)f(y) =f(@+y), 


§ 13. Die Exponentialfunktion 263 


wodurch denn auch die Haupteigenschaft dieser Funktion zum Aus- 
druck kommt.') Mittels der Beziehung 


(2) a® = p®logya 


fiibrt man die allgemeine Funktion a® auf eine spezielle Funktion b* 
zurick. Der fir die Zwecke der Analysis geeignetste Wert von b 
ist die Zahl 


e=lim (1 + =) = 2,71828...., 
denn die Ableitung und die Taylorsche Reihenentwicklung nehmen 
dann eine vereinfachte Form an: 


—— aa e— | a? a“ 
Ap eee Cee at tee 


Wir suchen jetzt eine Funktion f(z) des komplexen Arguments 
z2= 2+ y? so zu definieren, da8 dieselbe 


a) fiir reelle Werte von z mit e* zusammenfiallt; 
b) der Funktionalgleichung (1): | 


(3) f (21) f(22) = Fler + 4); 
WO 2, 2, beliebige komplexe Zahlen sind, Geniige leistet; 

c) fiir alle Werte des Arguments eindeutig und analytisch ist, 
wihrend endlich 


d) lim (OPO) _ 


2=0 < 
ist. 

Sollte es uns gelingen, eine solche Funktion zu finden, so miiBte 
insbesondere: 


f(@ + yt) = f(a) f(yt) = e* f(y) 


sein. Es handelt sich also nur um eine geeignete Erklarung der 
Funktion fiir rein imaginire Werte des Arguments. Nun war man 
schon friith auf formalem Wege zur Relation 


(4) ef’ = cosy +isn 
gelangt, indem man in der Taylorschen Reihe fiir e* das Argument 


1) Wegen einer elementaren Behandlung der reellen Exponentialfunk- 
tion, sowie der Potenzen, sei auf Kapitel 12 verwiesen. Vor der Hand stellen 
wir uns auf den Standpunkt der niederen Analysis und setzen die nétigen 
Tixistenztheoreme und Stetigkeitsbeweise voraus. 
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einfach gleich pi setzte und darauf im Anschlu8 an die Taylorschen 
Reihen fiir Sinus und Kosinus: 


3 gy 
es eset ae Kia.) , 
2 4 
cosp=1— Ft Fi , 


reelles und rein imaginires formal trennte. Dieser Formel (4) wollen 
wir uns geradezu zur Erkldérung der Funktion bedienen, indem wir 
sagen: Fiir rein imagindre Werte des Arguments soll die Funktion 
f(z) durch die Gleichung definiert werden: 
f(yt) = cos y + 4 8in y. 
Man wird also dazu gefiihrt, die Funktion f(z) durch die Gleichung 
f(z) = e*(cos y + 7 8in y) 
zu definieren. 
Damit ist f(z) wenigstens fiir alle Werte von z eindeutig erklirt 
und stetig. Sehen wir jetzt zu, ob die Funktion auch den vorstehen- 


den Forderungen gerecht wird. DaB sie a) geniigt, ist sofort klar. 


b) geniigt sie ebenfalls: 
CaM ek em COG 


Denn es ist 
€*:(COS Y, + 7 SiN Y;) e%2(COS Yo + 4 SIN Yo) 
= &:+#,[cos (y, + Yo) + 7 sin (y, + Yo) ]- 
Was nun c) anbetrifft, so ist 
f(z) =u+ vt = e* cos y + ie" sin y. 
Hier geniigen die Funktionen u, v den Cauchy-Riemannschen Diffe- 
rentialgleichungen, und zwar ist 


dé Oe a 
== 7-=e 
dz OL 


Daraus erkennt man ferner, daB 
lim [9-1 _ #Q) = =1 
ist, und mithin ist os die letzte der vier Bedingungen erfiillt. 
Die hiermit erweiterte Funktion e* hat die Periode 221: 


O%t2 mi = ¢ 


Man zeigt leicht, dafi sie aber keine andere Periode als nur ganz- 
zahlige Vielfache von 277 hat. Sie verschwindet fiir keinen Wert 
des Arguments. 
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§ 14. Die trigonometrischen Funktionen. 
Aus der Definitionsformel (4), § 18: 
e?* = cosp +izsing, 


wo @ eine reelle Zabl bedeutet, ergibt sich eine Darstellung der 
Funktionen sin 2, cos fiir reelle Werte des Arguments mittels 
der Exponentialfunktion: 


5 nn 
Sn 2 — — 
24 Z 

ett e-a“t 

cos f= ae — 


Die rechter Hand stehenden Funktionen sind aber nach § 18 fiir alle 
Werte des Arguments eindeutig definiert und verhalten sich auBer- 
dem nach den Satzen von §§ 4, 5 in jedem Punkte der z-Ebene ana- 
lytisch. Durch dieselben kann man also sin z, cos z fiir komplexe 
Werte des Arguments erklairen: 

e%t—__ g— 44 


in 2 — — 
24 ‘ 


et e—2t 
cos Z = 2a) 


und zwar verhalten sich diese Funktionen in der ganzen Ebene ana- 
lytisch. Sollen sie sich nun in der Tat als echte Verallgemeinerungen 
der reellen Funktionen sin x, cos x erweisen, so miissen sie vor allem 
der Funktionaleigenschaften dieser Funktionen teilhaftig werden, 
d. h. sie miissen den Funktionalgleichungen 


sin (2, + 2) = SiN 2 COS 2 + COS 2, SIN 2, 

cos (2; + 2%) = COS 2, COS 2, — SiN 2, SIN 2, 
Geniige leisten. DaB dies auch wirklich der Fall ist, rechnet man 
leicht nach. 


Aufgabe 1. Man beweise die Formeln: 


dsinz_, a dcosz _ MAE 
Fame he Cae i 
gin? zg + cos*z = 1, 
* MA 
sin (2+ m) = 008 2, 
sin (¢ +2) = —sing, 


sin (¢ + 27) = sing, 
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Aufgabe 2. Man zeige, daB die Funktionen sin z, cos z keine 
anderen Nullstellen und auch keine anderen Perioden als nur die- 
jenigen der reellen Funktionen sin x, cos x haben. 


Aufgabe 3. Man bestimme alle Wurzeln der Gleichungen 
a) sing = 2, b) cose = — 54. 


Die Funktionen tanz, cot z, usw. Die iibrigen trigonometri- 
schen Funktionen werden dureh den Sinus und Kosinus erklirt: 


sin 2 COs 2 
cot z=—=—,,__ usw. 


tan z= : 
COS Z sim Zz 


Sie verhalten sich in jedem Punkte der Ebene analytisch, in dem 
sie definiert sind, also tiberall mit Ausnahme der Punkte z = 5 + kx 
baw. z= + ka, (k = 0,1,2,...) usw., und geniigen im tbrigen 
denselben Funktionalgleichungen wie die entsprechenden reellen 


Funktionen; insbesondere lassen sie dieselben Wurzeln und dieselben 
Perioden wie diese zu. 


$ 15. Der Logarithmus und die inversen trigonometrischen 
Funktionen; die allgemeine Potenz. 


Die der Exponentialfunktion entsprechende Umkehrfunktion 
wird durch die Gleichung 
(1) C= 2 


bestimmt, wobei z = + yi eine vor der Hand beliebig gegebene 
Zahl und w = u + vi aus (1) zu berechnen ist. Mit der Gleichung 
(1) sind die beiden anderen iquivalent: 
e“ cos vU = T COS G, e“sinv =rsing, 

wo z=r(cos p +7sing) gesetzt ist. Durch Auflésung letzterer 
Gleichungen nach (u, v) erhalt man: 
u=log r = log ||, 
2) a 

Do ates 


Ist z = 0, so léBt (1) keine Lisung zu. Fir jeden anderen Wert 
von z liefern aber die Gleichungen (2) unendlich viele Wertepaare 
(u, v). Die entsprechenden Werte von w werden als log z bezeichnet: 
(3) is = log z 

= logr + gi = log|z| +iarez. 

Die Werte von log z unterscheiden sich voneinander um ganz- 

zahlige Vielfache von 27. In der Umgebung eines beliebigen Punktes 
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2 + 0 lassen sie sich so zusammenfassen, da die ein und demselben 
Systeme zugehdrigen Werte eine eindeutige Funktion bilden, welche 
sich in jedem Punkte der betreffenden Umgebung analytisch ver- 
halt; denn sie fallt ja mit der zur Funktion f(w) = e” gehérigen Um- 
kehrfunktion zusammen, vgl. § 7. Man kann aber auch direkt zeigen, 
daB die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen erfiillt werden, 
vgl. § 6, 8. Aufgabe. — Der positiven reellen Zahl « kommen hier- 
nach auBer dem reellen log % noch die komplexen Werte log x + 2kzi, 
kK=+1, +2,..., zu, wahrend der Logarithmus einer nega- 
tiven Zahl x die Werte log (— x) + (2k + 1)z% erhilt. 

Die Funktion log z geniigt bei geeigneter Bestimmung der darin 
auftretenden Logarithmen der Funktionalgleichung 
(4) log 2, + log 2 = log (#22), 
wobei 2, 2 zwei beliebige von 0 verschiedene Zahlen sind. Hier 
darf man irgend zwei Gliedern je eine beliebige Bestimmung bei- 
legen, alsdann gibt es stets eine Bestimmung des dritten Gliedes, 
welche die Gleichung befriedigt. Es besteht auSerdem die Formel 
(vgl. § 6, Aufgabe 3) ee oe 

dz z 

Unter dem Hawuptwert von log z versteht man gewohnlich die- 
jenige Bestimmung, wofiir —a < arc z <a genommen ist. Dabei 
kann jedoch das Gleichheitszeichen gerade so gut links statt rechts 
stehen. Auch ist es zuweilen bequem, den Hauptwert so festzulegen, 
daB 0 S are z < 2m ist. Wir werden indessen an der ersten Definition 
festhalten, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich erwihnt wird. 


Konforme Abbildung. Untersuchen wir jetzt die durch die Funk- 
tion w = log z definierte konforme Abbildung. Man nehme als Be- 
reich J’ die ganze Zahlenebene mit Ausnahme der positiven reellen 
Achse nebst dem Punkte z= 0 und ordne einem veranderlichen 
Punkte z von 7’ diejenige Bestimmung von p zu, welche zwischen 0 
und 2z liegt. Durch die Gleichungen (2) wird dann eine in 7’ ana- 
lytische Funktion 
w=logr+t 


definiert. Die Schar von Kreisen 
i == (Up 0 Ss g< 27, 
wo o einen Parameter bedeutet, geht dabei in die Strecken 


u = loge, v= 
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iiber, wihrend der orthogonalen Schar von Geraden 
eet =o, go = 20, 
wo 6 jetzt der Parameter ist, die der w-Achse parallelen Geraden 
u = logr, v= 6 


entsprechen. Dadurch wird der Bereich 7’ ein-eindeutig und konform 
auf einen Streifen der (uw, v)-Ebene abgebildet, wihrend der doppelt 
zu zihlende Rand von T in die beiden Begrenzungsgeraden dieses 
Streifens, v = 0, v = 27 iibergefiihrt wird. 

Hitte man dem veriinderlichen Punkt z diejenige Bestimmung 
von @ zugeordnet, welche zwischen 2ka und (2k + 2)z liegt, wo k 


eine beliebige, aber feste ganze Zahl ist, so wire man zu einem kon- 
gruenten von den Geraden v = 2kn, v = (2k + 2)x begrenzten 
Streifen der w-Ebene als Abbildung gefiihrt worden. 

Auf diese Weise wird der ganze Vorrat von Werten, welche die 
auf Grund der Gleichungen (2) definierte Funktion w in T annimmt, 
gerade erschépft, indem dieselben zu in JT eindeutigen Funktionen 
zusamnmengefabt werden, wovon eine jede sich in jedem Punkte 
von T analytisch verhalt. Dabei hat die positive reelle Achse der 
z-Ebene bisher eine Sonderrolle gespielt. Man itherzeugt sich aber 
leicht, daB auch fiir diese Punkte und deren Umgebungen dasselbe 
Resultat erreicht werden kann, indem man als Begrenzung von T 
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statt der positiven reellen Achse eine beliebige andere diese und sich 
selbst nicht tberschneidende von z = 0 ausgehende und ins Unend- 
liche laufende Kurve, etwa die negative reelle Achse, nimmt. Durch 
die Riemannsche Flache erhalt man aber erst eine einheitliche Dar- 
stellung fiir den Gesamtverlauf der Funktion.?) 


Die beiden geographischen Karten von §9. Durch die Funktion 
w = log z wird man nach dem Vorhergehenden zu einer konformen 
Abbildung der lings eines Halbstrahls aufgeschnittenen Ebene auf 
einen Streifen gefiihrt. Implizite ist uns eine solche Abbildung schon 
einmal begegnet, denn durch die stereographische Projektion der 
Ebene auf die Kugel, wobei der Siidpol dem Anfang jenes Halbstrahls 
entsprechen soll, wird der Bereich T auf die lings eines Lingen- 
halbkreises aufgeschnittene Kugelfliche K konform bezogen, wih- 
rend I andererseits mittels der Mercatorschen Projektion wieder 
auf einen Streifen 2’ abgebildet wurde. Da nun T und & beide auf K 
konform bezogen sind, so kommt dadurch eben eine konforme Ab- 
bildung von T und 2 aufeinander zustande. Diese Abbildung stimmt 
in der Tat mit der durch den Logarithmus definierten iiberein, wie 
der Leser leicht nachrechnen kann.?) 


Aufgabe1. Man zeige, da die der Sinusfunktion entsprechende 
Umkehrfunktion durch die Formel gegeben wird: 


are sin z = 1 log (V1 — 2 — iz), 


wobei die Quadratwurzel beide Bestimmungen zuli8t; ferner, daB 
sich die verschiedenen Bestimmungen dieser Funktion in der Um- 
gebung eines beliebigen Punktes z+ +1 zu solechen eindeutigen 
Funktionen zusammenfassen lassen, welche sich in jedem Punkte der 
betreffenden Umgebung analytisch verhalten. 


Aufgabe 2. Man bestitige durch direktes Ausrechnen, da8 die 
vorstehende Formel fiir reelle zwischen — 1 und + 1 gelegene Werte 
von z bei geeigneter Wahl der Funktionswerte zur reellen Funktion 
are sin x fiihrt. 


1) Man vergleiche Kap. 8, § 1. Der Leser wird gut tun, diesen Paragraphen 
jetzt schon zu lesen. -— Im iibrigen stellt Fig. 65 die dem Hauptwert des Log- 
arithmus entsprechende konforme Abbildung vor. 

2) Da bei der stereographischen Projektion der Durchmesser, bei der Mer- 
catorschen der Radius der Kugel als geometrische Einheit genommen wurde, 
so darf man bei den analytischen Ausfiihrungen auch nicht unterlassen, diesem 
Umstande Rechnung zu tragen. 
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Aufgabe 8. Man leite die Formel ab: 


Aufgabe 4. Man fithre dasselbe fiir die der Tangensfunktion 
entsprechende Umkehrfunktion durch. Die Formeln lauten hier: 


a 1—v2 a Ite 
are tan z= = log cies ] Peart 
darctang = 1 
dans Lape? 


und die Ausnahmewerte von z sind die Werte z= + 1%. 

DaB die so erhaltenen Funktionen denselben Funktionalglei- 
chungen geniigen, wie die entsprechenden reellen Funktionen, kénnte 
man auf rechnerischem Wege direkt bestitigen. Wir werden aber 
spiter (Kap. 9) ein allgemeines Verfahren — das sogenannte Prin- 
zip der analytischen Fortsetzung — kennenlernen, welches uns dieser 
Mithe iiberhebt. Auf Grunde jenes Prinzips lassen sich auch die wbri- 
gen inversen trigonometrischen Funktionen mittels der bekannten 
Formeln fiir die entsprechenden reellen Funktionen!) sofort hin- 
schreiben. So ist z. B. 


7% . . an 
are cos z = -, — arcsinz = arc sin V1 — 2 = are tan it a usw. 


1—2 
2 y 


woraus sich insbesondere ergibt, dab 


are cos z = 1 log (2 +14 VYW1— 22). 


Aufgabe 5. Liegt 2 im Kreise |z—1|<e<1, und ver- 
steht man unter log z den Hauptwert der Funktion, so findet folgende 
Abschitzung statt: 


|logz| < ;— + are sine. 


Die allgemeine Potenz. 
Zur Definition der allgemeinen Potenz, 


ve bb 
1) Eine groBe Anzahl dieser Formeln findet sich in der Peirceschen 


Formelsarnmlung: B. O, Peirce, A Short Table of Integrals, umgearbeitete 
und vermehrte Auflage, Ginn & Co., Boston, U.S. A., 1928, paid. 
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wo A =-0 und B zwei beliebige reelle oder komplexe Zahlen sind, 
kniipft man an die fir reelle Zahlen a, b geltende Beziehung: 


raha — eo log a 


an und setzt sonach fest: 
A® _— Pei Sep A =k 0, 


wobei e* die in § 18 erklirte Bedeutung hat. Da log A vieldeutig 
ist, so ist A® im allgemeinen unendlich vielwertig.") 

Die solchergestalt definierte Verkniipfung geniigt denselben Ge- 
setzen wie die reelle Potenz, nimlich: 


ABAS = AB+e, 
(A”)° = AB! 
A°B° = (AB)’, 

lox A= Blog A, 


sofern man nur passende Bestimmungen der hierbei auftretenden 
Zahlen zusammentiigt. So sind z. B. in der dritten Relation irgend 
zwei der Zahlen A°, B°, (A B)° jeder beliebigen Bestimmung fihig, 
dann bleibt aber nur eine zulissige Bestimmung fir die dritte Zahl 
ubrig. Dagegen gestattet in der ersten Relation im allgemeinen 
nur eine Zahl eine beliebige Bestimmung. 

Sehen wir jetzt A als fest, B = z als veranderlich an, so werden 
den Punkten der z-Ebene durch die Funktion 


A* 


im allgemeinen unendlich viele Werte zugeordnet. Indem wir mit ¢ 


1) Hierdurch entsteht allerdings ein Konflikt fiir den besonderen Fall 
A =e zwischen der gegenwirtigen Definition und derjenigen von § 13. Dies 
entscheidet sich nun so: Soll e als der Wert der in jenem Paragraphen er- 
klarten Funktion fiir den besonderen Wert z= B des Arguments gelten, so 
ist diese Zahl nach der Definition von § 13 eindeutig bestimmt. Soll dagegen 
e® im AnschluB an die hier erklarte allgeemeine Potenz ausgelegt werden, so mui 
man auBerdem noch die anderen Werte beriicksichtigen. Im iibrigen wird man 
stets die erste Deutung vorziehen, wofern das Gegenteil nicht ausdriicklich 
erwaihnt, oder es sonst nicht aus dem Zusammenhange klar wird, daf die all- 
gemeine Potenz gemeint ist. So hat man beispielsweise in den weiteren For- 
meln dieses Paragraphen unter e°, e¢+?7%? usw. die Funktion von § 13 zu ver- 
stehen. Man kann die Sache auch so ansehen, dafi man die in § 13 definierte 
Funktion e* als den Hauptwert der in diesem Paragraphen erklirten allgemeinen 
Potenz A® fiir A =e, B =z auffaBt, gerade wie man in der Differential- und 


Integralrechnung unter //z, x> 0, stets die positive Wurzel versteht. 
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einen besonderen Wert von log 4 bezeichnen, lassen sich diese Werte 
zu einer Reihe eindeutiger Funktionen: 

e?, ect ins e278) = elt amie os 
gusammenfassen, wobei allerdings die den reellen rationalen Werten 
yon z zugehérigen Werte mehrfach auftreten. Dementsprechend faBt 
man A? nicht als eine mehrdeutige Funktion, sondern vielmehr als 
einen Komplex eindeutiger Funktionen auf, was im Kapitel tiber 
analytische Fortsetzung noch des niheren begriindet wird. Im tib- 
rigen greift man hiiufig eine dieser Bestimmungen heraus und ver- 
steht dann unter A* schlechtweg diese Funktion allein. 

Hs ist 


Az 
ce = A? log A, 


wobei rechter Hand dieselbe Bestimmung von log A wie linker Hand 
gemeint ist. 

Sieht man dagegen B = m als fest, A = 2 als verinderlich an, 
so haben wir die dadurch entstehende Funktion fiir reelle Werte 
von m bereits in § 12 betrachtet. Man hat nun allgemein die De- 


finitionsformel: 
gm — emlogz, 


Ks gilt auch fiir komplexe Werte von m unter gehériger Festlegung 
der Funktion rechter Hand die Differentiationsformel: 


Aufgabe. Indem man die hyperbolischen Funktionen durch 
die gebriiuchlichen Definitionen: 


shz 


eo — e-2 oft —% 
sh Ce —— ch 6 £ +e = : 
chez’ 


ae Zz a the= 


usw. 


einfiihrt, untersuche man diese Funktionen, sowie die zugehérigen 
Umkehrfunktionen auf ihr Verhalten im komplexen Gebiete hin. 


§ 16. Die lineare Transformation in kinematischer 
Behandlungsweise. 


Wir haben bereits frither (§ 11) gesehen, dai die allgemeine 
lineare Transformation 
th me OF +b 


err ety f ad—bce+0, 
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aus gewissen erzeugenden Transformationen zusammengesetzt werden 
kann, und zwar waren es die vier folgenden: 


I) w=ez+a, 


IT) i= AZ, A reell und positiv; 
ITT) Cote a reell; 
IV) w= Ii/z. 


Jetzt soll gezeigt werden, wie die Transformation aus einem 
GuB8 entstehen kann. Wir wollen uns dieselbe als eine Transforma- 
tion der z-Ebene in sich deuten und vor allen Dingen fragen, welche 
Punkte der Ebene dabei ungeindert bleiben. Dazu ist notwendig 
und hinreichend, da’ 


_ az+b 
oad. 
daB also z der Gleichung 
(1) cz? + (d —a)z —b=0 


genuge. 
Der Fall ¢ = 0. Nehmen wir den Fall c = 0 vorweg. Hier ist 
wegen ad — bec +0 
Qa 0, d=0, 


und man kann darum unbeschadet der Allgemeinheit d = 1 setzen: 
w=aet+d. 
Dieser Fall gliedert sich weiter in zwei Unterfille: 
1) a=d=1. 


Die Gleichung (1) hat hier gar keine Lésung, wofern man nur von 
der identischen Transformation w = z absieht. Dabei reduziert sich 
die lineare Transformation auf die Form I): 


w=2e+58, 


und stellt somit eine Parallelverschiebung der Ebene vor. Hs bleibt 
in der Tat kein eigentlicher Punkt der Ebene fest, nur der uneigent- 
liche Punkt der erweiterten Ebene, z = oo, (vgl. Kap. 7, § 9) geht 
in sich iiber. 


2) atd=1. 

Hier hat die Gleichung (1) eine Wurzel 
b 

O Lees 


Osgood, Funktionontheorie. I. 5. Aufl. 18 
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Demnach lit sich die lineare Transformation in der Form schreiben: 
(2) w—C=a(ze—Q), 

welche dann durch eine Koordinatentransformation: 


w=w—, e=2—, 
in folgende wbergeht: 
(3) ww = G2’. 


Ist a reell und positiv, a = A, so hat man Fall II): 
w= AZ, 


und die Ebene erfiihrt also eine Ahnlichkeitstransformation mit dem 
Fixpunkte z= ¢. 

Ist a dagegen eine komplexe Zahl vom absoluten Betrage 1: 

a = e*', so hegt Fall IIT) vor: 

qo’ = et 2’, 
und die Ebene wird mithin um den Punkt z= ¢ durch den 
Winkel @ gedreht. 

Um die Transformationen I) und III) darzustellen, boten die 
genannten starren Bewegungen der Ebene ein besonders einfaches 
Mittel, wihrend die Transformation IT) durch eine gleichmiige 
Dehnung der Ebene, wie eine elastische Membran aufgefabt, veran- 
schaulicht wird. Die Dehnung ist eine nicht-starre Bewegung, und 
an diesen Begriff schlieBt sich derjenige einer stetigen Fliissigkeits- 
bewegung an. In der Tat kann man sich die Transformation I) 
als durch eine Stro6mung der Punkte der Ebene lings der durch den 
Punkt z= 0 gehenden Strahlen hin erzeugt denken. Es entsteht 
also eine kontinuierliche Transformation, welche auBerdem, wie wir 


noch verlangen wollen, stets konform sein soll. Hiernach findet sie 
ibren analytischen Ausdruck in der Formel: 


Z= tz, 


wo der reelle Parameter t die Strecke 0 <t <1 stetig durchliuft 
und die reelle monotone Funktion f(t) vom Werte {(0) = 1 in den 
Wert f(1) = A stetig iibergeht.1) Fassen wir t insbesondere als die 


1) Es kann uns hier geniigen, da® die Formel wirklich allen Anforde- 
rungen des Textes entspricht. Will man noch dariiber hinaus die Frage stellen, 
ob die Formel durch jene Anforderungen eindeutig bestimmt ist, so hat man 


sich eine nette kleine Aufgabe formuliert, deren Lésung sich vermoége Auf- 
gabe 9, 8. 243, leicht ergibt. 
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Zeit auf und richten wir unser Augenmerk auf einen beliebigen festen 
Punkt z der Ebene, so passieren die beweglichen Punkte denselben 
mit einer Geschwindigkeit, die leicht zu berechnen ist. Sei nam- 
lich & derjenige Punkt zur Zeit t = 0, welcher im Augenblick ¢ = t 
den Punkt 2 passiert: 

% = f(t) &> 


Dann hat man allgemein fiir die Bewegung dieses Punktes: 
==] (1) &, Opes. 
Daraus folet, da seine eae durch die Formel: 


ait So 


“a I’ @) 
‘dt ee =f'(t 7) by = f(r) Zo 


Am einfachsten ist es nun, wenn wir verlangen, dai sich diese Ge- 
schwindigkeit im Punkte z mit der Zeit nicht andere. Dazu ist 
notwendig und hinreichend, daS f’(t)/f(f) von t nicht abhiange, 
woraus denn folgt, dab 

BO ee 


ist. Man gelangt somit zum folgenden Resultate. 


Im iibrigen darf man die im gegenwiartigen Kapitel verwendeten Stré- 
mungen mit den spiterhin zu besprechenden Stromungen der Warme und der 
inkompressibelen F'liissigkeiten 
nicht verwechseln. Bei den 
ersteren bleiben die Winkel er- _ s 
halten, m.a. W. sie stellen stets LA Mle A 2 LSC le 2, 
eine konforme Abbildung vor. Fig. 66. 

Letztere lassen dagegen den 
Flacheninhalt der Figuren ungeindert, verzerren aber die Figuren im allge- 
meinen selbst in ihren ,,kleinsten Teilen‘‘. So wird beispielsweise im vor- 
liegenden Falle durch die Transformation 

Z= 4z 
das Viereck (1) fiir den besonderen Wert t = 4 in das Viereck (2) verwandelt. 
Fat man jedoch die Strémung einer inkompressibelen Fliissigkeit mit den 
gleichen Bahnkurven @= const. und dem Geschwindigkeitspotential w= 
clogr-+k ings Auge, so verbreitet sich derjenige Teil der Fliissigkeit, welcher 
urspriinglich das Viereck (1) bedeckte, spaiterhin nicht tiber das Viereck (2), 
sondern nur iiber das Viereck (3). Wéiahrend die Geschwindigkeit in einem be- 
stimmten Punkte bei der einen Strémung proportional der Entfernung dieses 
Punktes vom Punkte z= 0 ist, verhalt sie sich bei der anderen Str6mung um- 
gekehrt proportional dieser Entfernung. (Hs ist Zufall, da{ in diesem Beispiele, 
bei der zweiten Strémung, diejenigen Punkte der Ebene, welche zu einer be- 
stimmten Zeit auf einer Niveaukurve u = const. liegen, auch hinfort au? einer 
derartigen Kurve verharren. Im allgemeinen trifft dies nicht zu.) 

18* 
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Die die Transformation IL) veranschaulichende Bewegung der 
Ebene findet in der kontinuierlichen Transformation 


ae OS ti saoe 
thren analytischen Ausdruck. 


Jetzt sieht man, wie man die allgemeine Transformation (3) 
durch eine einfache kontinuierliche Transformation erzeugen kann. 
AS, a eon Setzt man a = Ae**, so 

- definiert die Formel 


ZF! = Ateiats’ 


eine Transformation der 
verlangten Art. Die Bahn- 
kurven bestehen aus kon- 
gruenten logarithmischen 
Spiralen: 

e=de'?, p= 84, 
wo Z =e?" «2 == ee 
gesetzt ist und A=rA-9%/* 
einen reellen positiven Pa- 
rameter bedeutet; die Ge- 
schwindigkeit, mit welcher 
die beweglichen Punkte einen festen Punkt passieren, andert sich 
nicht mit der Zeit. Die Schar konzentrischer Kreise | 2’ | = const. 
und das Strahlenbischel mit seinem Mittelpunkte im Punkte z = ¢ 
werden bzw. in sich wbergefiihrt. 

Die Transformationen IT), III) heiBen nach Klein hyperbolisch 
baw. elliptisch, die allgemeine Transformation (3) loxodromisch. Sie 
lassen alle den einen eigentlichen Punkt z = ¢ und den uneigentlichen 
Punkt z = co (Kap. 7, § 9) ungeiindert. Im iibrigen hei®t die Trans- 
formation I) parabolisch. Sie laBt nur den Punkt z = co ungeindert. 


Fig. 67. 


§ 17. Fortsetzung; der allgemeine Fall. 


Gehen wir jetzt zum Falle c + 0 tiber und setzen wir zuniichst 
voraus, da die Diskriminante der. Gleichung (1), $16, nicht ver- 
schwinde: 


(d —a)? + 4bce+0. 


Dann hat (1), § 16, zwei voneinander verschiedene Wurzeln ie bae 
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und diese Punkte der z-Ebene werden auch wirklich bzw. in sich 
selbst tibergefiihrt. Sie sind eben die Fixpunkte der Trans- 
formation. Wir beweisen nun vor allem den Satz: 


Die lineare Transformation lift sich, im Falle 


(d —a)? + 4be+0, c= 0, 
ast, nm der Form schreiben: 
et = Ae ae A>0. 
In der Tat fiihre man Z mittels der Transformationen 
me dee eee ota pee 
pene c2+ da’ — w— Cg 


in W iiber. Nach dem Satze von § 11, Aufgabe, wird W dann eine 
lineare Funktion von Z: 

_UZ+8 

CZ+1D’ 

Die Koeffizienten kann man hier direkt bestimmen, indem man zu- 

nichst Z unendlich werden léBt. Dann néhert sich 2 dem Punkte ¢,, 

dasselbe gilt auch von w, und darum wird W unendlich. Das gibt 


e=0, M+ Od, D+ 0, 

also, indem wir noch ® = 1 setzen: 
W=1AZ+4+ 8. 
Des weiteren entspricht dem Werte Z=0O der Wert W=0, 
wie man in ahnlicher Weise zeigt, folglich ist 
0, (hes BY Se 

Eirsetzt man hier W und Z durch ihre Werte in w, z, und schreibt 
man endlich 9{ = Ae’, so ist der Satz bewiesen. 


Um 2% in den urspriinglichen Koeffizienten auszuwerten, lasse 
man z in den beiden Formen der linearen Transformation: 


AD— BC+ 0. 


_ aa+b wor _ og F@—S1 
ee ante gq? ee ea 
unendlich werden. So kommt 
pe: 
‘ a—cle, 


Ferner hat man - 
_ a—d+YV(a+ d)?— 4(ad— be) 
a 2Q¢ r 
of a 0d VOT OF Hed— 10), 


a+d+y(a-+d)?—4(ad— bo) 
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Wie vorhin unter 2) im Falle c = 0, so untersuchen wir auch 
hier zuvérderst zwei spezielle Transformationen: 


a) die hyperbolische Transformation 


8) die elliptische Transformation 


- . 
Bass pote 


w— lo sf, 
Dabei spielen zwei Kreisscharen eine wichtige Rolle, und zwar sind es 
i) die Schar der durch ¢,, Cg gehenden Kreise; 
ii) die Schar der Kreise, in bezug auf deren jeden ¢,, ¢, kon- 
jugierte Punkte sind. 
Kinige Higenschaften dieser Kreise sind uns schon von der Ele- 
mentargeometrie her wohl bekannt. Sei P ein beliebiger, nicht auf 
der durch ¢,, €, gehenden Geraden belegener 
& Punkt der Ebene, und man lege einen Kreis 
der Schar i) durch P. Verbindet man P mit 
£1, 6g, so bleibt der durch die beiden Ver- 
bindungsstrecken gebildete Winkel erhalten, 
wenn P lings dieses Kreises fortriickt. 
Wir wollen zweitens einen Kreis der 
Schar ii) durch P legen. Der Mittelpunkt 
O desselben liegt auf der durch ¢, und ¢, be- 
stimmten Geraden und wird dadurch er- 
Fig. 68. halten, daf man die Tangente des ersten 
Kreises im Punkte P konstruiert und diese 
dann mit der genannten Geraden zum Schnitte bringt. Liegt P 
insbesondere auf der durch den Mittelpunkt der Strecke ¢,, Cy 
gehenden, auf dieser Strecke senkrecht stehenden Geraden, so ver- 
tritt letztere den zu konstruierenden Kreis. Der Kreis baw. die 
Gerade ist offenbar eindeutig bestimmt. 
Im iibrigen bleibt das Verhiltnis 
oP 
o,P 
ungeaindert, wenn der Punkt P den zweiten Kreis durchliuft. 
Liegt P insbesondere auf der durch ¢, und ¢, gehenden Ge- 
raden, so teilen sich die Punkte ¢,, €, und P,@ harmonisch, wo. Q 
den anderen Schnittpunkt des zu bestimmenden Kreises mit der 


Ww 
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genannten Geraden bedeutet. Der Punkt Q wird dann durch die 
Konstruktion des vollstindigen Vierecks erhalten. 

Fassen wir das Ergebnis noch einmal in Worte zusammen, so 
kénnen wir sagen: 


Durch jeden Punkt z+ €,, C, der erweiterten Ebene geht ein 
und nur ein Kreis (bzw. Gerade) einer jeden Schar i), ii). 

Die Mittelpunkte der Kreise von Schar ii) legen alle auf der 
durch €, und ¢, bestimmten Geraden. 


Der Winkel €,P, bleibt erhalten, wenn P einen der beiden 
Bogen durchlduft, in welche em belrebiger Kreis der Schar i) durch 
die Punkte C, und ¢, zerlegt wird. 


Das Verhdltnis €,P/¢,P bleibt erhalten, wenn der Punkt P 
emen beliebigen Kreis (bzw. Gerade) der Schar ii) beschreibt. 


Die hyperbolische Transformation. 


Im Anschlu8 an die kontinuierlichen Transformationen im Falle 

c = 0 wollen wir auch hier eine stetige Bewegung der Punkte der 
Ebene bestimmen, wodurch die vorgelegte Transformation bewerk- 
stelligt wird. Dabei médgen die Zwischentransformationen, welche 
die kontinuierliche Transformation ausmachen sollen, alle vom 
Typus a), also hyperbolisch sein, wahrend sich die Geschwindig- 
keit, mit welcher die beweglichen Punkte einen beliebigen festen 
Punkt passieren, mit der Zeit nicht andern darf. Diese Test- 
setzungen geniigen, um die kontinuierliche Transformation vollig 
za bestimmen. Setzt man nimlich hier, wie vorhin, 

Z—1 aot 2 

Geie er 0<t<l, 
wo f(t) reell und positiv ist, und fithrt man wieder 2, &, t in 
gleicher Weise ein, so kommt 
1 = f(z) = or St =f ff) oe 


& 


Durch logarithmische Differentiation erhalt man dann 
eS Gat dZ _ ft’ 
(Z—b:)(Z—lx) dt f(t)’ 
dZ (2o— 61) (2 — $s) 1) | 
dtli=c Gos f (x) 


Als Endresultat ergibt sich somit: 
ea iy fp eee ik: 


also 
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Die Bahnkurven der hyperbolischen Transformation bilden die 
Kreisschar 1). 
In der Tat ist 


arc (Z — ¢,) — arc (Z — ¢,) = arce(z — ¢,) — arc(z — fy). 


Nun ist ja die linke Seite dieser Gleichung nichts anderes als der 
Winkel (absolut genommen), welchen die beiden von Z nach ¢,, 2, 
gezogenen Geraden mitein- 
ander bilden. Dieser andert 
sich mithin nicht mit ¢, 
sondern bleibt stets gleich 
dem entsprechenden Winkel 
fir den Punkt z. Daher riickt 
der Punkt Z lings des durch 
C,,2, C5 gelegten Kreises fort. 


Die Kreisschar ii) geht 
m sich tiber. Denn es ist 


[4 by) 8 4a ee 
aie 7 em oa 

Nun ist aber der Ort der 
Punkte 

tee Cr | = 

|z—fe| hs 
wo A eine positive Konstante 
bedeutet, ein Kreis der Schar ii). Die Punkte Z, in welche diese 
durch eine bestimmte Transformation t = t’ der Schar ibergefiihrt 
werden, geniigen daher der Beziehung 


Fig. 69. 


ye 
anh eo 


und machen mithin einen zweiten Kreis der Schar i1) aus, w. z. b. w. 


Die elliptische Transformation. 


Stellt man hier eine ahnliche Uberlegung an, wie soeben im Falle 
der hyperbolischen Transformation, so wird man zur kontinuierlichen 
Transformation 


Z—, PTY Sad % 
ee <t< 
Z—ls e Fan 0 . 1 
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gefihrt.1) Die Rollen der beiden Kreisscharen werden dabei mit- 
einander vertauscht. 


Die Bahnkurven der elliptischen Transformation sind die Kreise 
der Schar ii). 


Das folgt durch ein ahnliches Rasonnement, wie vorhin, aus 
der Beziehung 
Aes ees heep let 
| Z— Cg| -_ |\2—z 


Die Kreisschar i) geht im sich iiber. Denn es ist 


are (Z — ¢,) — are (Z — ¢,) = at + are (e — ¢,) — are (2 — ,). 


Die loxodromische Transformation. 


Auch im allgemeinen Falle 
{1 Ue eo A 
oa = 28, Y= Aer, 
sind dieselben Gesichtspunkte fiir die Hinschaltung eines Systems 
von Zwischentransformationen, aus welchen sich die kontinuierliche 
Transformation zusammensetzen soll, maBgebend wie in den beiden 
voraufgehenden Fiillen. Man wird zunichst verlangen, daf diese 
Zwischentransformationen alle loxodromisch seien, daB also die 
beiden reellen Funktionen f(t) > 0, g(t) so bestimmt werden, 
da die kontinuierliche Transformation 
Fae = ferort—e, 0<tK<1, 
die Punkte der Ebene aus ihrer Anfangs- in die durch die vorgelegte 
Transformation bestimmte Endlage stetig strémen lasse und da sich 
auBerdem die Geschwindigkeit, mit welcher die beweglichen Punkte 
einen festen Punkt passieren, mit der Zeit nicht andere. Dadurch 
wird die erste dieser Funktionen vollig festgelegt; als zweite kann 
eine jede einer unendlichen abzihlbaren Menge von Funktionen 
dienen: 


Beaty PAO ee eee eta | 
Z—, 2—l,’ ag eae 


wo OU) — te 4- Dkr), k= 0,1, 2,.% 2, 1st. 


1) Allgemeiner erhailt man die Transformation 


wo g(t) =ta+2kn), k=1, 2,..., ist. 
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Die parabolische Transformation. 


Es bleibt nur noch wibrig, den Fall zu behandeln, daB 
(a —d)? + 4be = 0 


ist. Da wir ¢c +0 annehmen, so hat Gleichung (1), § 16, jetzt eine 
und nur eine Wurzel, <= ¢; es bleibt dieser Punkt und kein 
weiterer ungeiindert. 


Die lineare Transformation lift sich wm parabolischen Falle: 


(a —d)?+ 4bc = 0, Gc 0, 


auf die Form bringen: 
1 — 
w—C 2 


1 
ae +%. 
Fiihren wir nimlich den Punkt Z mittels der Transformationen 


1 
~ os-+d’ ~ w—e 
in W iiber, so hingt W linear und zwar ganz von Z ab: 


Dabei mu ferner X{ = 1 sein, denn sonst hitte diese letzte Trans- 
formation einen eigentlichen Fixpunkt, Z = Z. Ist Z + 0, so miiBte 
die urspriingliche Transformation een zweiten Fixpunkt, z= ¢-+ 1/Z 
haben. Ware dagegen Z = 0, so heibt das, dab beim Grenziibergange 
lim Z = 0 sowohl z als w ins Unendliche riicken. Da ¢ + 0 ist, so 
geht das eben nicht an. Hiermit ist der Beweis fertig. 

Wie man ricksichtlich der Beziehungen 


0 = (a —d)* + 4be = (a + d)? — 4 (ad — be) 


leicht nachrechnet, ist 
_ a—d _ &e 
+ Bg eg 
Sei B zunichst reell und positiv, 6 = B. Unter Hinfihrung 
neuer Koordinaten: 


=n +ty’=2z—, w= +iw=w—t 
kommt: 
wu’ — iv’ a’ —iy’ 


ult yf git y/2 + 8, 
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und man erhalt somit die Gleichungen 


i a’ 


UU 
(1) uy’ 2 + v’? — g/? + y’? 4 BS 
v os y’ 
(2) wet oe g/t y/2 
Nun ist aber der Ort der Gleichung 
Py ce Ae —. 
(1) gi yf const. 


ein die y-Achse im Koordinatenanfangspunkte beriihrender Kreis, 
wihrend die Gleichung 
(1'1’) eee = const. 

einen die z-Achse in demselben Punkte berithrenden Kreis vorstellt. 
Diese Kreise schneiden sich unter einem rechten Winkel. Hieraus 
entnimmt man also den Satz: 


Durch dre parabolische Transformation 
il 1 
pee ar B 
geht jeder Kreis der Schar i'i') wm sich selbst iiber, wéihrend die 
Kreise der Schar i’) in andere derselben Schar verwandelt werden. 
Fiihrt man eme kontinuierliche Rethe von Zwischentransforma- 
tionen durch die Formel ein: 
foe 
Z—CE 2 
so strémen die Punkte der Ebene lings der Kreise der Schar i'i') hin 
und gwar so, dab die Geschwindigkett im emem belrebigen Punkte der 
Ebene konstant blest. 


Im Falle % rein imaginar ist, 6 = Bz, werden die Rollen der 
beiden Scharen gerade gegeneinander vertauscht; die Bahnkurven 
sind hier die Kreise 1’). 

Jetzt ist es leicht, zum allgemeinen Falle hinaufzusteigen. Die 
Bahnkurven der stetigen Stromung 

1 = 

Z—C Zz 

schneiden die Kreise der Schar 11’) alle unter ein und demselben 

Winkel, ahnlich wie im loxodromischen Falle, was zur Folge hat, 

daB sich dasselbe System von Bahnkurven und Niveaulinien 

einstellt, nur erscheint jetzt das Achsenkreuz anders gegen die 
Koordinatenachsen orientiert, vgl. Fig. 70. 


1 
ee 
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Grenzfille. Die allgemeine lineare Transformation besitzt zwei 
eigentliche Fixpunkte. Rickt einer davon ins Unendliche, so ent- 
steht die ganze lineare Transformation. Riicken die beiden zu- 


y 


LX 
a 
S 
iN 


Lvs 

[7S 
cs 

A 


Se i 


\\ 
AE 
INS 
ines 


Fig. 70. 


sammen, so kommt die parabolische Transformation zustande, die 
insbesondere die Parallelverschiebungen der Ebene umfabt, wenn 
jener Fixpunkt im Unendlichen liegt. 


Rotationen der Kugel. 


Wir wollen noch diejenige lineare Transformation der Ebene 
aufstellen, welche einer Drehung der Kugel um einen willkiirlichen 
Durchmesser derselben entspricht.1) 

Indem wir die Projektionsebene in die Aquatorebene verlegen 
und den Radius gleich 1 nehmen, erhalten wir als Gleichung der 
Kugel 

§4 = fe ae cf =— 1, 


1) Die Formel riithrt von Cayley her, Math. Ann., Bd. 15 (1879), S. 238. 
Die Herleitung derselben ist im wesentlichen dieselbe, welche Klein gegeben 
hat, Ikosaeder, 8.32. Im iibrigen vergleiche man Klein, Mlementarmathe- 
matik vom héheren Standpunkte aus, 3. Aufl., Bd. I (1924), S. 79. 
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wobei die &-, 7#-Achsen bzw. mit den z-, y-Achsen zusammenfallen 
sollen. Ferner wird 


216 7 
aa ea U5 age 


Sei (€,7, ¢) das eine Ende des bewu8ten Durchmessers; dann 
wird das andere im Funkte (— &, —7, —¢) liegen. Die Koordi- 
naten €,7,¢ sind eben die Richtungskosinus der Rotationsachse: 


E = cos a, " = cos B, ¢ = cosy. 
Die Fixpunkte der linearen Transformation sind folgende: 
Et 4 Et. 42 
peat elieg Somes 

Es handelt sich nur noch um die Bestimmung von Y& = Ae*’. 
Da das Ahnlichkeitsverhaltnis im Punkte a, den Wert 1 haben 
mu, so wird 

Ace lG 

Die positiven z- und y-Achsen mégen, wie folgt, gegeneinander 
orientiert werden. Wird die (%, y)-Ebene vom Nordpol der Kugel aus 
besehen, so fiithre eine Drehung um 90° im entgegengesetzten Uhr- 
zeigersinne die positive z- in die positive y-Achse iiber. Soll nun 
die Kugel, von einem auerhalb derselben befindlichen Punkte 
(AE, An, AC), A> 1, der Rotationsachse aus besehen, durch einen 
Winkel w entgegen dem Sinne des Uhrzeigers gedreht werden, so 


mus @ = —wo gesetzt werden. Hiermit erhalten wir 
w san enw & ay 
W— Ag Z— As 


Indem wir diese Gleichung mit e? multiplizieren und dann nach 
w auflésen, ergibt sich, unter Benutzung der Relation 


1 — 2? = £7 + 7? = (€ + an) (E — 1), 


__ d+ %c)z— (6 — ia) 
~ (b+ ia)z+ d—ic)’ 


dai 


w 
ist, wo 


. @M . Wm . @ d 
a = COs @ sin --, b = cos B sin -, c= cosy sin >, 


| 
° 
i) 
wm 
ro S} 


Dabei ist ferner 
a+bt+et +d*=1. 
Bei der obigen Beweisfiihrung ist stillschweigend vorausgesetzt 
worden, daB €+ +1 sei. Die endgiiltige Formel bleibt aber auch 
in diesem Falle bestehen, wie man nachtriiglich direkt bestiatigt. 
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§$ 18. Erzeugung der allgemeinen linearen Transformation aus 
einer ganzen Transformation durch den Prozef der sogenannten 
,Transformation™. 

Liegt eine bestimmte Reihe von Transformationen vor und 
bildet man aus einer derselben, 7, mittels einer zweiten, S, die 
Transformation 

fee Se ew by 
wobei S-! zuerst ausgefiihrt werde, so sagt man, daB Z” aus T 
durch ,,Transformation‘’ hervorgehe; T’ und T hei®en dann gleich- 
berechtigt. Wir wollen jetzt den folgenden Satz beweisen. 


Satz. Die allgemeine lineare Transformation geht aus der 
ganzen linearen Transformation durch ,,Transformation™ hervor. 


Im Falle es zwei endliche Fixpunkte, ¢,, ¢, gibt, laBt sich 
die vorgelegte Transformation in der Form schreiben: 


Ww — 
S: vt = ey 
w— Co 
Le w=Az, 
so ist die zu S inverse Transformation 
2 
S-1: w= es > 
z2—lo 


und die Bildung der Transformation S-17S erfordert mithin die 
sukzessive Ausfiihrung der drei Transformationen 


, g— 
Sate = — 1, 
z—lo 
LES Z = Ue 
1 Ur 
fot ae we, 
w—le 


Man wird sonach zur Transformation 


de = §-17 8: i ey 


w— lo z2—l,’ 


gefiihrt, und hiermit ist der Satz fiir diesen Fall bewiesen. 


1) Diese, sowie alle iibrigen Transformationen dieses Paragraphen, sind so 
zu verstehen, daB der zu transformierende Punkt auf der rechten Seite der 
jeweiligen Gleichung steht, waihrend sich die Variabele linker Hand auf den 
transformierten Punkt bezieht. 
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Erforschen wir jetzt die geometrische Bedeutung der ,,Trans- 
formation“ im vorliegenden Falle, so sehen wir, da8 die Transformation 
S-1 die z-Ebene auf die z’-Ebene so abbildet, daB die Punkte z = ¢,, 
C, baw. in 2’ = 0, cotthergehen. Dabei gehen die Kurven der Schar ii), 
8.278, in konzentrische Kreise mit dem Mittelpunkt 2’ = 0 iiber, 
wihrend die Kurven der Schaar i) in das orthogonale System gerader 
Linien verwandelt wird. Alsdann fassen wir die Transformation T, 
wie in den vorhergehenden Paragraphen, als eine Transformation 
der z-Ebene in sich selbst auf. Es handelt sich hier eben um eine 
ganze lineare Transformation mit emem eigentlichen Fixpunkte. 
Diese Transformation haben wir aber bereits eingehend untersucht 
und die Bahnkurven der stetigen Bewegung bestimmt, § 16. Fihrt 
man nun noch letzten Endes die Transformation S aus, indem 
man die soeben in sich transformierte z’-Ebene wieder auf die 
Ausgangsebene zuriickbezieht, so werden diejenigen Punkte und 
Kurven bzw. Kurvenscharen der Ausgangsebene, deren Abbild in 
der z’-Ebene durch Ausfithrung der Transformation T in sich iber- 
ging, auch bei J” ungeiindert bleiben. Und ebenso lassen sich die 
Bahnkurven ohne weiteres von den Bahnkurven der Transformation 
T ablesen. 

Ahnliches gilt fiir die parabolische Transformation. Hier wird 
man S, 7, wie folgt, annehmen: 


S: can meat 
7 w=2+%; 
wobei also 
Lae. awe! * 
Ss: 0) ee: 
ist. 


Aus der Kenntnis der ganzen linearen Transformation, ins- 
besondere der Bahnkurven und der zu denselben orthogonalen Schar 
von Niveaukurven, gewinnt man also durch den ProzeB der ,,Trans- 
formation’ einen unmittelbaren Einblick in die Beschaffenheit der 
allgemeinen linearen Transformation, ja, man kann sogar die all- 
gemeine lineare Transformation schon allein von diesem Standpunkte 
aus betrachten und auf Grund dieser Methode behandeln.’) 

1) So bei Klein, Leipziger Vorlesung 1881/82; vgl. auch Klein-Fricke, 
Elliptische Modulfunktionen, Bd. I, 2. Abschnitt, 1. Kap. 
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$19. SchluBbemerkungen tiber lineare Transformationen. 


Zum Schlu8 wollen wir noch einige Angaben iber lineare Trans- 
formationen ankniipfen, auf deren Begriindung wir indessen ver- 
zichten miissen. 

a) Gruppentheoretische Eigenschaften. Die Gesamtheit der line- 
aren Transformationen mit nicht verschwindender Determinante 
bildet eine Gruppe (vgl. § 11, Ende). Diese Gruppe enthalt eine 
Reihe von Untergruppen. So bilden beispielsweise alle diejenigen 
Transformationen, welche dieselben Fixpunkte haben, eine Unter- 
gruppe, und diese enthiilt wieder als Untergruppen die zugehérigen 
elliptischen bzw. hyperbolischen Transformationen. Auch gibt es 
eine Reihe von endlichen Gruppen, die insbesondere denjenigen 
Drehungen der Kugel entsprechen, welche einen derselben einbe- 
schriebenen reguliren Kérper mit sich selbst zur Deckung bringen. 
Far die Theorie der automorphen Funktionen sind die gruppen- 
theoretischen Higenschaften der linearen Transformationen grund- 
legend. Im iibrigen sei noch einer Invariante der Transformationen 
Erwihnung getan. Das Doppelverhiltnis der vier Punkte 2, Zs, 


Ze, #4: 
; 21 — 2g 2, — % 


ee ae ae, = (21, @25 &35 24) 
behilt niimlich seinen Wert bei, wenn diese Punkte vermdége einer 
beliebigen linearen ‘Transformation in vier andere iibergefiihrt werden. 
Hiermit ist der Anschlu8 an die Theorie der binaren Formen erreicht.) 
Nun kénnen drei beliebige Punkte in drei andere beliebige Punkte 
iibergefiihrt werden. Setzt man also insbesondere z, = z, 4 = 0, 
Z3 = 1,2, = co, so nimmt jenes Doppelverhiltnis den Wert z an. 
Dementsprechend kann man die unabhingige Variabele z, einer 
linearen Transformation der Ebene gegeniiber, als das Doppelver- 
haltnis (z,0, 1, co) auffassen, und dariiber hinaus allgemein das 
Doppelverhiltnis (z, a, b, c) des verinderlichen Punktes z und der 
drei festen Punkte a, b, ¢ als unabhingige Variabele einfiihren. Wir 
k6nnen um so mehr von einer eingehenden Besprechung dieser Figen- 
schaften absehen, weil sie bereits von verschiedenen Autoren in leicht 
zuginglicher Form behandelt sind.?) 


1) Hieriiber vgl. man Klein, Vergleichende Betrachtungen iiber neue geo- 
metrische Forschungen, Erlanger Programm, 1872, S. 47 = Math. Ann., Bd. 48 
(1893), S. 98. 

2) Man vgl. die gedringte aber doch klare Darstellung bei Burkhardt, 
Analytische Funktionen, 2. Abschn.; ferner Klein-Fricke, Elliptische Modul- 
funktionen, Bd. 1, S. 163. 
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b) Die zugehérige Transformation der Kugel. Der allgemeinen 
linearen Transformation der erweiterten (Kap. 7, §9) Ebene ent- 
spricht eine ausnahmslos ein-eindeutige und konforme Transfor- 
mation der Kugel in sich, und umgekehrt fiihrt jede solche Trans- 
formation der Kugel in sich, ohne Umlegung der Winkel, auf eine 
lineare Transformation der Ebene, Kap. 7, § 10, Ende. Dabei 
bleiben im allgemeinen zwei Punkte der Kugel fest, in besonderen 
Fallen aber nur einer. Die beiden Kreisscharen i), ii) bzw. 1’), i’) 
der Ebene gehen in zwei zueinander orthogonale Kreisscharen der 
Kugel uber, welche in besonders einfacher Weise erzeugt werden 
konnen. Es gehen namlich alle Ebenen, in welchen die Kreise der 
Schar i) liegen, durch ein und dieselbe Gerade, welche nebst der durch 
die beiden Fixpunkte der Kugel bestimmten Geraden ein Polen- 
paar bildet. Des weiteren laiBt sich zeigen, daf zu jeder der hier be- 
trachteten Transformationen der Kugel in sich, oder allgemeiner 
zu jeder Kreisverwandtschaft der Kugel mit sich selbst, sei es mit 
oder ohne Umlegung der Winkel, eine Kollineation des Raumes ge- 
hért, welche die Kugel genau eben so in sich iiberfiihrt; und umge- 
kehrt liefert eine beliebige derartige Kollineation des Raumes eine 
der letztgenannten Transformationen der Kugel in sich. Man kann 
auch so sagen: Jede Nicht-Huklidische Bewegung des Raumes, wofiir 
die Kugel Fundamentalfliche ist, fiihrt zu einer konformen Trans- 
formation der Kugel in sich ohne Umlegung der Winkel, und um- 
gekehrt kann eine jede dieser Transformationen durch eine von 
jenen bewirkt werden.?) 

Endlich wollen wir noch eine konforme Transformation der 
Kugel in sich betrachten, deren Fixpunkte die beiden Endpunkte 
eines Durchmessers sind — wir wollen diese dann als den Nord- 
und den Siidpol ansehen. Konstruiert man den Zylinder, welcher 
die Kugel langs des Aquators beriihrt, und nimmt man dann eine 
Zentralprojektion der Kugel auf diesen vor, so entspricht der be- 
wuBten Transformation der Kugel in sich eine starre Bewegung des 
Zylinders in sich. 


Aufgabe 1. Soll die reelle Achse durch eine lineare Trans- 
formation in sich selbst iitbergehen, so reicht offenbar hin, da die 
Koeffizienten der Transformation alle reell sind. Man beweise den 
umgekehrten Satz, daB sie niimlich dann stets reell genommen 
werden kénnen. 


1) Es sei auf die Darstellung bei Fricke-Klein, Automorphe Funktio- 
nen, Bd. I, 1897, Hinleitung, verwiesen. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 19 
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Man zeichne die Fixpunkte und die Bahnkurven fiir alle még- 
lichen Falle derartiger Transformationen auf. 


Aufgabe 2. Soll eine lineare Transformation periodisch?) sein, 
so kann sie nur elliptisch sein, und zwar mu8 @ = (p/q) a sein, 
wo p und q ganze Zahlen sind. 


Aufgabe 8. Man untersuche die Transformation: 


Peek 


« 


w= — 
Ist sie periodisch ? 


Aufgabe 4. Hs sollen alle diejenigen linearen Transformationen 
ermittelt werden, welche einen gegebenen Kreis in sich iiberfiihren. 


Aufgabe 5. Man zeige, daB eine elliptische, hyperbolische, 
parabolische oder loxodromische Transformation diese Higenschaft 
gegeniiber der sogenannten ,,'ransformation™ beibehilt. 


Aufgabe 6. Man zeige, dai die Transformation 


_ az+b 
~ cz+d’ 


wo a, b, c, d ganze Zahlen sind, eine Gruppe bilden. 


ad—bc=1, 


1) Eine Transformation heiSt periodisch mit der Periode n, wenn sie, 
n mal (aber nicht weniger oft) hintereinander ausgefiihrt, die identische Trans- 
formation hervorruft. 


Siebentes Kapitel. 


Integralsitze und singulire Punkte. Rationale Funktionen. 
Reihenentwicklungen. 


§ 1. Bestimmte Integrale. 


An die Definition des Integrals einer reellen Funktion ®(z, y, s), 
erstreckt tiber eine Kurve C (Kap. 4, § 1), ankniipfend erklart man 
das Integral einer Funktion einer komplexen Veriinderlichen wie 
folgt. In einem Bereich T der Zahlenebene sei eine Funktion 


[(2) = ula, y) + v(m, y) 
stetig.1) Seien ferner z) und Z zwei Punkte von TJ, welche durch 
eine in J verlaufende reguliire Kurve C miteinander verbunden 


werden modgen. Diese Kurve werde durch die Punkte z,,... Z,_, in 
m Teile zerlegt. Bildet man nun die Summe 
n—1 
Sn = > fer) Mee, Aen = 241 — 2, in =, 
k=0 


und 148t man nm ins Unendliche wachsen, wiahrend die gré8te der 
Zahlen |Az,| gegen 0 abnimmt, so stellt sich heraus, daS sich S,, 
einem Grenzwerte nihert. In der Tat ist 

f(éx) Ate = 
[U(r> Yn) AX_ —V(Le Yx) AY] + 2[V(Le, Yu) ALE + U(Les Yx)A Ya]. 


Demgemia8 driickt sich S, mittels der beiden Summen 


m—1 

es [w (Xn, Yr) AL, — V (xe; Ys) AYx|, 
nen 

S [v (tn, Yx) NXy + U (Sx, Yu) A Yr] 
k=0 


1) Wir erinnern nochmals an die Vereinbarung, wonach eine Funktion 
stets als einwertig gedacht wird, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich be- 
merkt wird oder es nicht sonst aus dem Zusammenhange hervorgeht, da8 
mehrdeutige Funktionen der Betrachtung zugelassen werden. 

19% 
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aus, und das sind eben die Summen, welche in die Definition der 
Kurvenintegrale, wovon soeben die Rede war: 


(X ¥) (X, ¥) 
ude —vday, Jf vda + udy 
(Zo 5 Yo) (®oy Vo) 


eingehen. Infolgedessen niihert sich S, bei wachsendem n einem 
}renzwerte, und diese Grébe ist es gerade, welche wir als das be- 
stimmte Integral der Funktion f(z), erstreckt tiber die Kurve C, de- 
finieren wollen; in Zeichen 


n—1 
lim 2, (2%) A 2;, -fiea 
n=o k= 
Danach ist 
Zz (x, Y) (X,¥) 
(1) ff @de=f ude —vdy+if vde + udy. 
0 (75 Yo) (a5 Yo) 


Hitte man in der ersten Summe den Faktor f(z,) durch f(z;,’) 
ersetzt, wo 2,’ ein beliebiger Punkt des k-ten Teilbogens ist, so hatte 
sich wegen der gleichmafigen Stetigkeit der Funktion f(z) lings C 
derselbe Grenzwert eingestellt. Im wbrigen ist der Grenzwert un- 
abhingig vom besonderen Teilungsgesetze. 

Die vorstehende Definition liBt eine evidente Erweiterung zu, 
indem man von der Forderung absieht, daB f(z) in einem zwei- 
dimensionalen Bereiche erklirt sein soll, und nur verlangt, daB f(z) 
lings der Kurve C definiert werde und dort stetig sei. AuBerdem 
kann man an Stelle der Summe S,, die Summe 


> f (Zn) Asp 


treten lassen, wobei As, die Linge des Bogens Az, bedeutet. Auch 
diese Summe strebt bei wachsendem n einem Grenzwerte zu; wir 
schreiben 


n—1 Ss 
lim > fe) Ase =f fe) ds 
bode Moly 380 
Es ist: ; 
Z S 
fe dz 
m J teas =J1@ a5 a8. 
Allgemeiner hat man: 
n—1 


lim >) f (en, th) sufi 


N=WE- 
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wo C durch den reellen Parameter ¢ dargestellt wird: 
C: Tis P(t), 0 Yi Ob ieuwty tS Ts 
y(t}? + y'(H? > 0 
Hierbei hangt f(z, t) stetig von z und ¢t ab. Endlich kann man noch 
den Punkt z, durch einen beliebigen Punkt z,’ des Bogens (z,, 2,43) 


von C, sowie ¢, durch t,”, t, St,” Sty4,, ersetzen. 
Hieran schlieBen sich die weiteren Definitionen und Formeln: 


im fle snaf ie az = fH x'dt, 


n= OLR 


tim Se Ay, a filnay - {te y'dt. 


Wie im reellen Falle, so bestehen auch hier die Beziehungen 


3) Ji@de=—f}@)ae, 

(4) Jt@de=f fede +f f@ de 

wo Z,, Z,, Z; drei beliebige Punkte von C sind. Ferner ist 
(5) Jrf@)de=hf f@de, 

wo k eine Konstante bedeutet; 

(6) SOQ + 9) }de =F) de +f o@ dz 

(7) I ft@dz|<f\t@|\az 


wobei das Integral rechter Hand als Grenzwert der Summe: 


in SH) | Azp| =fire|as. freely 


n= op, — 


zu verstehen ist. Was die Integrationsgrenzen in (7), rechter Hand, 
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anbetrifft, so sollen sie daran erinnern, da8 doch lings einer Kurve 
integriert wird, und im Sinne der Schreibweise 
(X, ¥) 
‘i F(a, y)daz 
(050) 
aufgefaBt werden. 


Bezeichnet man mit M,J/ den gré8ten Wert von |/f(z)| langs 
C bzw. die Bogenlinge von C, so geht aus (7) hervor, dah 


(8) | (i@ae| <M 


ist. 
Analoge Beziehungen gelten auch fiir die Integrale 


(9) Si@ dat, ff@dz, ft@dy. 


Fiir die beiden letzten dieser Integrale gilt jedoch (7) in der Form: 
! = | x 
| ft@dz|<M|X—a|, | ff@dy|<M|Y—yl, 
o Yo 


guniichst nur dann, wenn sich « baw. y lings C monoton andert. 
Trifft dies nicht zu, so wird es nétig, C in derartige Bogen zu zer- 
legen und die obigen Relationen dann sukzessive auf jeden dieser 
Bogen anzuwenden. 

Hs ist auch 


(10) Ji@dz=fi@de+iff@ dy. 


Ferner ergibt sich, daB 
Z 


(11) [itaz=1@ feo, 


Zs 


Z 


(12) StOY @d2=109@! —fe@redz, 


(18) f Ow) dw=['G() dz, w=9), 9) +0, 


wobei auch p(z) und ®(w) stetig sind, und die vorkommenden Ab- 
leitungen existieren und stetig sein sollen. Im tibrigen geniigt es, 
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wenn die beziiglichen Ableitungen bloB langs der Kurve genommen 
existieren und stetig sind. 
Wir fiihren nur zur Probe den Beweis von (11) aus. Sei tr der 
Winkel, den die positive Tangente von C mit der z-Achse einschlieBt: 
ae dy. 
wn 7 SORT, ds DT; 
wobei s die von Z aus gemessene Bogenlinge von C bedeute. Dann 
ist, wie aus den Entwicklungen von Kap. 6, § 6 hervorgeht, 
dz 


oie e-i F, ferner ist —— =e, 
dz os ds 


Unter Benutzung von (2) kommt also: 


“at ag = f tas= 10-10, 


w. Z. b. w. ; : 

Aufgabe. Um den Beweis des soeben begriindeten Satzes zu 
fihren, kénnte man, auf formale Umformungen sich stiitzend, wohl 
geneigt sein, folgendermafen vorzugehen. Hs ist ja 


Wendet man nun Formel (10) auf den vorliegenden Integranden an, 


so kommt: 
Z 
df(z),, sf of 1 pF 
jes arn fi dx if tttay 


Xo Xo Yo 


= [f(Z) —f(2o)] + [f(Z) — flo]. 
Dieses Resultat ist aber falsch. Wo steckt der Fehler ? 


Abhiingigkett von einem Parameter. Sei (A) ein beliebiger Be- 


reich im n-fach ausgedehnten Raume der n reellen Parameter a,,..., 
a@,- Sei ferner 
Cz z= g(t) + ry(d), igh. = 7, 


eine regulire Kurve der z-Hbene. Man fasse den Bereich F ins 
Auge, dessen Punkte (¢, @,...,@,) aus einer willkirlichen Kombi- 
nation eines ¢ aus dem endlichen Intervalle tj <¢ < 7 mit einem 
Punkte (a,,...,@,) von (A) entstehen. In diesem Bereiche Ff soll 
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eine komplexe Funktion f(z, a, ..., @,) eindeutig erklirt und stetig 
sein, d. h. wenn 

FG, Gy, ce oy Oe) SUE, yes ny Oe) oP aULE; OF, ne a) 
gesetzt wird, sollen die beiden reellen Funktionen u,v in R stetig 
sein. 


Stetigkeitssatz. Das iiber C erstreckte bestimmte Integral 
Z 


Ste, Gy ane Cae, 


Zo 


wobei der Integrand eine in R stetige Funktion ist, stellt eine in (A) 
stetige Funktion vor. 


Die beiden reellen Integrale 


(X, ¥) (x, ¥) 
[udx —vdy, Jfvde+udy 
(ao) Yo) (29 ’ Yo) 


sind nimlich in (A) stetige Funktionen, vgl. Kap. 3, § 7. 

Der Fall komplexer Parameter ist schon mit darin enthalten, 
da man diese ja nur in ihre reellen und rein imaginiren Bestandteile 
za zerlegen braucht. 


Differentiation unter dem Integralzeichen. Sind sowohl 


f (2, @,+++, Gy) als of /@a,=f, (2, a,,.--+, Gn) wm Bereiche R stetig, 
so lift die Funktion 
Zz 


St, Pe 


eine in (A) stetige Ableitung nach a, zu, und zwar ist 


Z Z 


(14) elite Pr div aie =f Phas. 


Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Satze von Kap. 8, § 8. 


Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einem Satze, worauf sich 
die ganze Funktionentheorie griinden JaBt. 


Hauptsatz. Ser C eine einfache regulire Kurve der z-Ebene, 
die sowohl geschlossen als nicht geschlossen sein darf. Liings C set 
ferner eine beliebige reelle oder kompleaxe stetige Funktion w(t) gegeben, 
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wo die komplexe Variabele t einem verdnderlichen Punkte von C ent- 
spricht. Buildet man dann das iiber C zu erstreckende Integral: 


ee 
t— 
Cc 


so defimert dasselbe evne Funktion F(z), die sich in jedem der Kurve C 
nicht angehorigen Punkte z der Ebene analytisch verhdlt. Im tibrigen ist 


, d 
TO pO 


Der Beweis erfolgt sofort aus dem obigen Kriterium fir die 
Differentiation unter dem Integral- 
zeichen. Wir wollen indessen auch 
einen direkten Beweis geben, welcher 
jene Kenntnisse nicht voraussetzt. 

DaB das Integral fiir jeden nicht g 
auf C gelegenen Wert von z kon- 
vergiert und somit eme Funktion F (z) 


eindeutig definiert, sieht man sofort. Es mu8 also nur noch be- 
wiesen werden, dai diese Funktion 


Pe — feo 


C 


Fig. 71. 


eine stetige Ableitung besitzt. Sei z) ein willkiirlicher Punkt der 
Ebene, der nur nicht auf C legt, und man grenze eine Umgebung T 
von 2) ab, deren innere und Randpunkte auch alle von den Punkten 
von C verschieden sind. Die kleinste Entfernung zwischen einem 
Randpunkte von T und emem Punkte von C bezeichne man mit x. 
Sei ferner 2) + Az ein beliebiger zweiter Punkt von 7, und man 
bilde den Differenzenquotienten 


seen) 
=i [Fae ral 9 wat 


=f @ (t) at 
a) ull ent ee eee 
C 


Indem wir den Integranden vermége der Relation: 


1 1 ' en 
(t—z—Aaz(-—%) (t—%)? ' ¢(—2—Ad (t—%)? 
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umformen, ergibt sich, daf 


|F@+A)—F(a)  f'p@at|— ell f y(t) at 
S oS ' t— 2% 
C 


_| —MI 
Az J ta) — Az) (t—2)? 


= x | 


Aaz| 


ist, wo M den gréBten Wert von | p(t) | lings C und / die Linge 
yon C bedeuten. Hieraus folgt, dab 


sl SE Beets 3) fs) 
‘oa Az aie (t — 2)* 
ist. 
DaB die Funktion 
' t) dt 
PQ) = { FOr 
C 


stetig ist, beweist man noch durch eine ahnliche Umformung, die 
wir dem Leser tiberlassen. 


Aufgabe 1. Man zeige, da in einem Bereiche, dessen Punkte 
yon den Punkten von C simtlich um mehr als die positive GroBe x 
abstehen, 

IF@|<* 
ist. 

Aufgabe 2. Man zeige, daB auch F’(z), F’’(z),...F (2) 
sich in jedem zu C nicht gehorigen Punkte der Ebene analytisch 
verhalten, und da ferner 


Oh rt | ees 
Cc 


ist. 
§ 2. Der Cauchysche Integralsatz. 


Wir wollen jetzt einen grundlegenden Satz kennenlernen, den 
man Cauchy?) verdankt und auf welchem sich die ganze Funk- 
tionentheorie aufbauen 1aBt. 


Der Cauchysche Integralsatz. Sei f(z) in jedem inneren 
und Randpunkte eines reguliren Bereiches S stetig und im Innern 


1) Cauchy, ,,Mémoire sur les intégrales définies, prises entre des limites 
imaginaires”, Paris 1825; wieder abgedruckt im Bull. des sciences math., Bd. 7 
(1874), S. 265 und Bd. 8 (1875), 8S. 43 und 148. Doch findet man die Keime 
des Satzes bereits im ,,Mémoire sur les intégrales définies‘‘ vom Jahre 1814; 
Oeuvres, 1. Reihe, Bd. 1, S. 319. Vel. ferner des Verfassers Bericht tiber Funk- 


tionentheorie, Encyklopddie Il B 1, Nr. 3, wo auch mehrere Beweise des Satzes 
zitiert sind. 


§ 3. Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatze 299 


von S analytisch.1) Dann verschwindet das iiber den ganzen Rand 
von S in positivem Sinne erstreckte Integral von f(z): 


Sf@dz=0. 


Cc 


Der Beweis ergibt sich sofort aus dem analogen Satze der 
Integralrechnung (vgl. Kap. 4, §§ 2, 3), wonach 


| Pdz+Qdy=0 
6 
ist, sofern 
CR ese) 
Oy ox 
ist. In der Tat ist hier 


St@de =fude —vdyt+ ifvda +udy. 

Cc C C 
Dabei geniigen beide Integrale rechter Hand wegen der Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen, 


ou Gv ou Ov 


0a dy’ Oy O«’ 
den Voraussetzungen jenes Satzes. 

Es sei noch auf die von Goursat herriithrende Erweiterung des 
Cauchyschen Integralsatzes hingewiesen, welche im Verzicht auf die 
Stetigkeit der Ableitung f’(z) besteht; man vergleiche § 16. Dort 
wird auch ein direkter Beweis des verallgemeinerten Integralsatzes 
gegeben, welcher eine Zerlegung in reelles und rein imaginares nicht 
erfordert. Zum Verstindnis des Beweises an dieser Stelle ist nur 
noch der Morerasche Satz von § 5 notig. 


$3. Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatze. 


A) Das bestimmte Integral einer analytischen Funktion. Dem 
Satze B) von Kap. 4, §8 entspricht hier der folgende 

1. Satz. Set T ein beliebiges einfach zusammenhingendes Konti- 
nuum (Kap.5, §7) der 2z-Hbene und sei f(z) ee m T analytische 
Funktion. Ist insbesondere z = co em wnerer Punkt von T (vgl. § 9 


1) Wegen der Definition eines reguliren Bereiches vgl. man Kap. 2, § 2, 


sowie Kap. 5, § 9. 
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unten), und hat T auBerdem einen im Endlichen gelegenen Rand- 


punkt, so soll 
f(o) = 0, lim zf(z) = 0 


2=-0 


sein. Dann héingt das Integral 


St@4e, 


erstreckt iiber einen ganz in T gelegenen Integrationsweg I’, nur von 
den Integrationsgrenzen, nicht aber von I’ ab. Die hiermit definierte 
Funktion F(z) verhdlt sich ebenfalls in T analytisch, und zwar ast 


F"(z) = f(@). 
Man erreicht nimlich Anschlu8 an besagten Satz, mdem man 
n (x,y) (#,9) 
{f@dz=fude—vdy+ifvdat+udy 
Zo (05 Yo) (®o 4 Yo) 
schreibt und die Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen heran- 
zieht. Die durch das Integral definierte Funktion F(z) lit die par- 
tiellen Ableitungen zu: 
OF 
Oz 


=u+, ap =e tin, 

und geniigi somit den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen. 
In Kap. 4, §3 beschrankten wir uns auf solche einfach zu- 

sammenhiingende Bereiche, welche entweder ganz im Endlichen 

hegen oder aber, sofern sie nicht gerade aus der ganzen Ebene be- 

stehen, een nicht ganz im Endlichen gelegenen Rand haben. Fiir 

soleche Bereiche kommen die Bedingungen des Satzes: 


fo) =0, lima fz) =0 


ja nicht in Betracht, und fir diese Bereiche ist der Beweis bereits 
in jenen friiheren Entwicklungen enthalten. 

So bleibt denn nur noch der eine Fall wbrig, daB der Rand 
ganz im Endlichen liegt. Sei z= Re? ein Randpunkt, dessen 
Entfernung & von z=0 am gréBten ist, und man schneide T 
langs des Halbstrahls 


z= revs R<r, 


auf. Im neuen Bereiche T’ gilt dann der Satz. Des weiteren hat die 
entsprechende Funktion F(z) an beiden Ufern des Schnittes gleiche 


§ 3. Folgerungen aus dem Cauchyschen Integralsatze 301 


Werte, denn diese Werte unterscheiden sich ja voneinander um das 
Integral 


St dz, 


wobei C als der Kreis |z| = r > R genommen werden darf. Nun 
ist aber der Wert dieses Integrals unabhingig von r, denn im Kreis- 
rng R<rS|z| Sr’ ist f(z) analytisch. Aus dem Cauchyschen 


Integralsatze folgt daher, daf AL; f(z)dz, erstreckt tber den ganzen 
Rand des Ringes in positivem Sinne, verschwindet; man vergleiche 
eine Ahnliche Uberlegung in Kap. 4, § 4. Andererseits ist 


27 
| [t@ dz| < fr\f@|dp <e-2n, 
C 0 
sobald nur r so genommen wird, dah 


l2f(z)| <e, r= |2| 


ist. DemgemaB verschwindet dieses Integral, und F(z) erweist sich 
somit als eindeutig in T. Infolgedessen ist F(z) ausnahmslos ana- 
lytisch in 7’, und die Erginzung ist hiermit erbracht. 


Beispiel 1. f(z) =—, 


dz _| 
=| = logz, 


1 


wobei 7’ aus der ganzen Ebene exklusive der negativen reellen Achse 
nebst dem Punkte z = 0 bestehen soll. 

Sei 2’ = r’e* die obere Integrationsgrenze, und man nehme 
als Integrationsweg a) die Strecke 1 <a <r’ (baw. r” Sa@ <1) 
der reellen Achse, b) den Kreisbogen r=r’, 059 <q’. Dann 
erhilt man als Wert des Integrals 


2! yr’ g’ 
ifiee = [22+ fide = loge + ig’ = log. 
i 1 0 
1 


Beispiel 2. f(2)= ite’ 


i, LET are tan 2 
ey ae ‘ 


0 
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wobei 7 aus der ganzen Ebene erklusive der beiden Teile der ima- 
gindren Achse: z = 0, y? => 1, bestehen soll. 
Man kann hier von der Zerlegung ausgehen: 


1 a 1 1 
bao <2. Re 3 =) 
wonach denn 


a +z 
are tanz = — log - : 
é an 5 08 = 
Indem man 
4—2=o0,e%', ttz=o,e™, 
| ogee 32 1 3a 
ee ja ge = oO <Riz: y=a+ (%— 1), 


setzt, ergibt sich, daB 
arc tan z = (7 — 4 +kat+ nt logy k=0, +1, +2,... 

Jetzt fasse man die beiden, 
den Punkten 7, — 7 entsprechenden 
Kreisscharen i), 11), S. 278, ins Auge. 
Liings eines Kreises der Schar 1) 
bleibt der reelle, lings eines Kreises 
der Schar ii) bleibt der rein ima- 
ginire Teil der Funktion konstant. 


Geometrisch bestimmt man beide 

Teile der Funktion mit Hilfe der 

Figur, indem man den Punkt z mit 

den Punkten 1, — 7% verbindet. Ver- 

steht man dann unter py den ge- 

| richteten Winkel <12(—1), so wird 

Vig. 72. hiermit der reelle Teil der Funktion 

gegeben. Insbesondere ist Kt are tan 2 

langs des Einheitskreises (exkl. der Punkte + 1) gleich 2/4 + ka, 
resp. 37/4 + ka. 


B) Das unbestimmte Integral. Gibt es zwei in einem Bereich T 
eindeutige analytische Funktionen, welche durch die Relation 


dF (2) 


ml) _ f(2) 


miteinander verkniipft sind, so heiBt F(z) das unbestimmte Integral 
der Funktion f(z); in Zeichen 


F() = f(e)dz. 
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Ist F(z) ei besonderes unbestimmtes Integral der Funktion f(z), 
so ist jede andere Funktion der Schar 


F(z) = Fy(2) + ¢, (C = const.) 


ebenfalls ein unbestimmtes Integral von f(z). Umgekehrt ist jedes 
unbestimmte Integral von f(z) in den Funktionen dieser Schar ent- 
halten, vgl. Kap. 6, § 6, 2. Aufgabe. Zum Existenzbeweise fiir das 
unbestimmte Integral dient der vorstehende 1. Satz. 

Die Erweiterung der Definition auf den Fall eines mehrfach zu- 
sammenhangenden Bereiches T erfordert den Begriff der analyti- 
schen Fortsetzung, Kap. 9. Als unbestimmtes Integral einer in T 
eindeutigen analytischen Funktion f(z) ergibt sich hier im allgemeinen 
eine mehrdeutige Funktion F(z), deren Werte sich in der Umgebung 
eines beliebigen Punktes z) von T zu eindeutigen analytischen Funk- 
tionen zusammenfassen lassen: F’,(z), F2(z),..., und zwar ist 


I, (2) = Fy(z) + Ch, 


wo C,, eine Konstante bedeutet. Danach ist 


dB (2) __ 
sa gpl (2) . 
In diesem Sinne ist auch die Differentialgleichung 
dF(z) 4, 
17 ©. = f@) 


zu verstehen. 
Fassen wir das Ergebnis in einen Satz zusammen, so kénnen 


wir sagen: 

2. Satz. Geniigt f(z) denselben Bedingungen wie im 1. Satze, so 
entspricht f(z) ein unbestimmtes Integral, und zwar wird die Schar 
solcher Integrale durch die Formel: 


F (2) =fi@ae+¢ 


dargestellt. In einem mehrfach zusammenhingenden Bereiche T ent- 
spricht der Funktion f(z) dagegen als unbestimmtes Integral im allge- 
meinen eine mehrdeutige Funktion. 

Wie im reellen Falle, so besteht auch hier auf Grund der For- 
mel (11), §1 der 
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3. Satz. Ist F(z) ein unbestimmtes Integral der Funktion f(z) 
in einem Bereiche!) T und erstreckt man das bestimmte Integral von 
f(z) iiber einen beliebigen in T gelegenen Weg I’, so ist 

: 
{i@dze=F@ —F@). 
Zo 

Hiingt T einfach zusammen, so folgt dieser Satz unmittelbar aus 
dem vorhergehenden. Im anderen Falle kann man die Kurve J" mit 
einem schmalen in 7' gelegenen einfach zusammenhiingenden Streifen 
umgeben und das soeben gewonnene Resultat darauf anwenden. 
Sollte sich J” insbesondere iiberschneiden, so geniigt die Bemerkung, 
daB der Satz fiir die einzelnen reguliiren Kurvenstiicke, woraus 
sich J” zusammensetzt, bereits feststeht. 

Im Falle F(z) mehrdeutig ist, so ist rechter Hand unter F(z), 
F(z) eine geeignete Bestimmung dieses F'unktionenpaares zu ver- 
stehen. 


Der 3. Satz gilt auch fiir einen reguliren Bereich S, wober nun 
F(z) und f(z) stetig am Rande sein sollen. (Vgl. Kap. 4, § 8, Satz B), 


Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, da’, wihrend wir das 
bestimmte Integral als Grenzwert einer Summe definierten, das un- 
bestimmte Integral vielmehr als die allgemeine Lésung w = F(z) 
einer Differentialgleichung: 

dw 


dz a f (2) 


eingefiihrt wird. 


C) Berechnung bestummter reeller Integrale. Schon vor Cauchy 
hatte man eine grobe Anzahl reeller Integrale durch formales Rechnen 
mit imaginiren GrdéBen ausgewertet, allein damals fehlte noch alle 
strenge Begriindung des dazu angewandten Verfahrens. Hntbehrten 
doch die imaginaren Zahlen selbst jeder wissenschaftlichen Erklirung, 
wihrend alle Konvergenzfragen noch in dichtem Nebel verhiillt 
waren. Das Bestreben, fiir jene Formeln eine sichere Grundlage zu 
schaffen, bildete den Ausgangspunkt fiir Cauchys erste Unter- 
suchungen auf dem Gebiete der Funktionentheorie.2) Wir wollen 


jetzt einige Anwendungen des Integralsatzes zu diesem Behufe 
kennenlernen. 


1) Wir erinnern an die Definition eines Bereiches T, Kap. 5, § 2, wonach 
die Randpunkte nicht zum Bereiche gerechnet werden. 

2) Man vergleiche die bereits in § 2 zitierte Abhandlung vom Jahre 1814: 
» Mémoire sur les intégrales définies.‘* 
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aU 
. 


Beispiel 1: f(z) = — 
Das Integral werde tber den Rand des in der Figur angedeuteten 
Gebiets erstreckt. Dann hat man 


0 = fi (ddz 


R 7 —r 0 
ev? Lt 
= daz + Cie EP ae CO 4 Aye dz Ae Got SORE BH Cony Eas: 
L 
aa 0 —R m 


x 


Zieht man das erste und das dritte Integral im letzten Ausdruck 
zusammen, so kommt 


R , R 
0 2. —ai . 
Cu —— €, . sm Zz 
i - da=2i f ™* az, 
x x 
/ ie 


r 


Ferner konvergiert beim Grenziibergange lim r = 0 das vierte In- 
tegral gegen den limes —a1. Denn 
der Integrand ist eine stetige Funk- 
tion der beiden unabhiingigen Verinder- 
lichen im abgeschlossenen Bereiche 


Gags. O0Sta he h 20; 


und infolgedessen stellt das Integral 

eine stetige Funktion von r im ab- 

geschlossenen Intervalle 0 <r <h vor. Demgema8 ist 
0 


lim Caf OP EATER O Ah an JU. 
fiz US 


Endlich konvergiert das zweite Integral gegen 0, wenn R = oo 
wird. In der Tat ist 


mu 


fe-Renorinenviag|< SENS: Cem a fe-Rea. 
0 0 0 


Nun nimmt zwar hier der Integrand fiir alle Werte von m im Inter- 

valle 0 < » < a gegen 0 ab; das geniigt aber bekanntlich nicht, da- 

mit das Integral dem Werte 0 zustrebt. Das Integral stellt n&imlich 

den von der Kurve y = e~”*"? eingegrenzten Flicheninhalt vor, und 

es handelt sich eben darum, zu zeigen, da diese GréBe die Null 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 20 
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zum Grenzwerte hat, man vergleiche Kap. 8, § 7, insbesondere 
Fig. 33. Das beweist man mit Jordan?) leicht, wie folgt. Da 


sng>"?, 0<~<F 
ist, so wird im selben Intervalle 


e-Raing < ga 


und daraus folgt, daB 


a wt 
2 2 oR 
a 7 
foe*ed9 < é dy => (1 —e-*) 
9 9 


ist. Hiermit ist der gewiinschte Beweis geliefert. 
Als Endresultat dieser Uberlegung hat sich nun _ ergeben, 


a) daB J ca “da konvergiert, und b) daB beim Grenziibergange 
% 
lim r= 0, R=oo 


0-24 f demi 
0 


wird. Also ist 


(1) ptae=%. 
0 
Beispiel2. f(z) = aR k, reell und > 0. 
Si@az+fte det fie@de=0. 
AOB BOA r 
Nun ist 
R R 
ertdar ‘cos a da 
fiea: = fe > thas 2 f ae tke? 
AOB oe 0 
- cos 2dax 
iim f (2) dz = 2 a? + ke : 
AOB 0 


1) Cours d’analyse, Bd. 2, 2. Aufl., S.286. Die vorstehende Relation 
gewinnt man sofort, indem man die stetige Funktion 


f(y)=sing/g, 0< pha; f0)=1, 


vermége ihrer Ableitung direkt untersucht. Letztere ist im Intervall 0 <g< 3 I 
negativ, und darum nimmt die Funktion monoton ab. 
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Ferner ist 
eg Rsing +i Rcos 5 > pi 
fio dz “f° R? Zpi ie alae 
BCA ei os 
fio dz << ae af ommran, 
BCA 
Beek 
also ist . 
hi J dz=0 
Fe a7 A 0 B 
Age Fig. 74. 
Endlich sei lings ’ 2 = ki + re’; dann wird 
fi jae = fan es 
2k —ire? 


lim | f(2)de =— 72. 
7=0¢/ 


k 
L 


Diese Resultate nunmehr zusammenfassend, erhilt man 


a= a me— 
x? + k? 2k 
0 
Das Integral konvergiert noch, wenn k < 0 ist, und zwar ist 
allgemein fir alle reellen Werte von k mit der allemigen Ausnahme 
Ton k= 0: in 
cosada me | k| 
0 
. . ger 
Beispiel 8. f(z) = eR 


(k + 0). 


Verfahrt man hier genau ebenso, wie beim vorhergehenden Beispiel 
so kommt 


co 


(3) J dx = er lF lz 
6 
co 


a? + k? ee 


Das Integral dk —“da. Kin Integral, welches in der Wahrschein- 
0 
lichkeitslehre auftritt, ist folgendes 


oo 


feeda. 


0 


20* 
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Die nachstehende Auswertung desselben ist besonders einfach und 
elegant.) Man gehe vom reellen Doppelintegral 


[fe-#-"as 


aus und erstrecke dies tiber den ersten Quadranten. Das also ein- 
gefiihrte uneigentliche Integral konvergiert, da 


lim r*6-*-*, f= 2 + y*, k>2 


r=0 


vorhanden ist. Und nun erhilt man die gewiinschte Formel, indem 
man dieses Doppelintegral einmal in der Form 


A 
lim pay lia) (iim f e- *da) (tim few ay) 
A=o0 A oe Aza 


=( evar), 
0 


dann aber mittels Polarkoordinaten als 


auswertet. So kommt: 
(4) fewae pen As 
0 


Beispiel 4. Wir wenden uns jetzt zur 
Krmittlung der Fresnelschen Integrale hin. 
Dazu setze man 


fle) =e* 


und integriere um den in der Figur ange- 
deuteten Bereich. Hierdurch erhilt man: 


Fig. 75. 


mt 


ik “ae + fe —B [cos2y + isin3y] 4 Be?! do fe dé =0. 
r 


Reta 


1) Picard, Traité d’analyse, Bd. 1, 1. Aufl., 8. 104; 2. Aufl., $8. 115. 
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Beim Grenziibergange lim R = co niahert sich das zweite Integral 
dem Werte 0, denn es ist 


4 4 a 
4 4 a 
fe BPO Rdg a Bf oPag = es dé 
0 0 0 
<zpil—e7*), 
wo 29 = 5 — 9 gesetzt ist, und das dritte Integral vermége der 
vorhin im . Beispiel erhaltenen Relation abgeschitzt ist. 
Im dritten Integrale trage man t ein, wo € = ar t. Dann wird 
0 R eg R R 
i e-Pdé = — LES f e-rsai = — see | feos dt —if sineat). 
V2 V2 1b. ; 
Re®ile 0 0 0 


Jetzt bleibt nur noch wbrig, den Grenziibergang R = co vor- 
zunehmen und darauf Reelles und Imaginires zu trennen. So er- 
halt man: 


00 


oe oe eer eye 
(5) f cost dt = f sint dt = xVS- 
0 0 


Beispiel 5. Man gehe von dem in der Figur angedeuteten 
Bereiche S und der darin eindeutig er- 
klarten Funktion 


: iS 
C= 
i, a 0 
BO pray, <#<l, 
ea yh tN Tt KO ga Or, a, 
aus. Dann leitet man in dhnlicher Weise, 
wie in den vorhergehenden Fallen, die 
Formel Fig. 76. 
. 4 gt -—1 MA a 
(6) | -ee Ge wet, 
0 


her. Dieser Satz ist von Wichtigkeit in der Theorie der Gamma- 
funktion. 
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Weitere Anwendungen des hiermit auseinandergesetzten Ver- 
fahrens findet man in den gebriuchlichen Lehrbiichern. So wird 
z.B. bei Stolz?) die Formel: 


1-0 © 
; “a u—1 
x cot ux = lim Lf? — dex = [a0 
daor es 4 — 8 ee 
0 1+0 
hergeleitet, und ferner bei Jordan?): 
(7) fe-#eos 2axdx = i e- 3, 


indem die Funktion e~ um das Rechteck « = R, —R; y=0,a 
integriert wird, worauf man dann R ins Unendliche wachsen laBt. 
Vergleiche auch Goursat, Cours d’analyse, Bd. 2, Kap. 14, woselbst 
sich eine grobe Anzahl von Aufgaben findet. 

Alle die genannten Autoren beginnen mit der Betrachtung der 
Integrale *) 


oo oo 


F(z) in F(a) oe 
Lage, ect oe 


—o —« 


wo F'(z),G(x) Polynome sind und G(z) keine reellen Wurzeln hat, 
und werten diese Integrale mittels Integration durch komplexes 
Gebiet aus. 

Im wbrigen werde noch auf den Paragraphen betreffend das 
Residuum (§ 11) hingewiesen. 


§ 4. Die Cauchysche Integralformel. 


Aus dem Cauchyschen Integralsatze ergibt sich eine Haupt- 
formel, wodurch der Wert einer analytischen Funktion im Innern 


eines Bereiches mittels ihrer Werte am Rande desselben ausgedriickt 
wird. 


Die Cauchysche Integralformel.*) Sei f(z) in jedem 
imneren und Randpunkte eines reguliiren Bereiches S stetig und im 


1) Differential- und Integralrechnung, Bd. 2, S. 238. 

2) Cours d’analyse, Bd. 2, 2. Aufl., S$. 287. Diese Auswertung riihrt von 
Cauchy her, 1814, a. a. O. 

3) Bei Jordan ist die Formulierung ein wenig anders. 

4) Cauchy, Turiner Abhandlung vom Jahre 1831, sowie [zercices d’ana- 
lyse, Bd. 2 (1841), S.52. Man vergleiche ferner die Zitate unter § 13. 
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Innern von S analytisch.) Dann wird f(z) m einem beliebigen 
inneren Punkte z von S durch die Formel dargestellt: 


_ 1 [tat 
Keser sl ears 
C 


wober die Integration iiber stimtliche Randkurven in positiwer Richtung 
zu erstrecken ist. 


Die Funktion f(t)/(t — 2), als Funktion von ¢ allein betrachtet, 
wird unstetig im Punkte t= z. Umgibt man diesen Punkt mit einem 
kleinen Kreise y: |t —z| =o, und hebt man die inneren Punkte 
dieses Kreises aus S fort, so entsteht ein neuer Bereich, auf welchen 
der Cauchysche Integralsatz, fiir die Funktion f(t)/(f — z) ausge- 
sprochen, in Anwendung gebracht 
werden kann. Hiernach ist 6 


a fat 1 (Fat _ 


Qn4 pe Qn% EE we (8) 
Cc Y 
Y 


Wir nehmen jetzt den Grenziiber- 

gang ling = 0 vor und sehen zu, Pig. 77. 

was dabei aus dieser Relation wird. 

Das erste Integral hingt tiberhaupt nicht von e ab. Im zweiten 
Integral setze man 


t—z=oe%', also dt = redo. 
So wird 


f(@i)dt _ ~i fie (2+ oe?')dp. 


t—2z 


Dieses letzte fee ist aber nach §1 eine stetige Funktion von o 
in der Nahe der Stelle 9 =0: OSoXh, h>O. Darum ist 


li ¥\do = dy = 2 : 
im {1 + eer) d= f 16) dp = 2at(o 


Als Endresultat erhalten wir also: 


1 t)dt 
f(z) = DETe se w. Z. b. w. 
6 


1) Man vergleiche §. 299, Anm. 
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Die Cauchysche Integralformel ist in der Funktionentheorie das 
Analogon der Formel der Potentialtheorie: 


u(x, y) = aap Un 0G gq 


wo wu eine in S eindeutige harmonische Funktion, U(s) den Wert 
von u(z, y) am Rande C, und G die Greensche Funktion des Be- 
reiches S bedeuten; vergleiche das Kapitel iiber das logarithmische 
Potential, Kap. 18, § 4. 

Die Cauchysche Integralformel subsumiert sich als ein spezieller 
Fall unter den Hauptsatz von § 1, wenn man 


t 
ot) =29, FE=f@ 
setzt und die Kurve als geschlossen annimmt. Man darf aber nicht 
umgekehrt schlieSen, daf sich die durch jene Formel: 


Fe = f 204, 


“ 
definierte Funktion von z, welche ja im ganzen Innern der ge- 
schlossenen Kurve C eindeutig definiert und analytisch ist, den 
Randwerten 27i(t) stetig anschlieBt. Bei einer willkiirlichen An- 
nahme der Funktion g(t) lings C wird dies im allgemeinen nicht der 
Fall sein.*) 

Ein einfaches Beispiel zum Belege der letzten Behauptung ver- 
danke ich einer brieflichen Mitteilung von Hrn. Van Vleck. Setzt 
man nimlich in der Formel jenes Hauptsatzes 


1 1 


und nimmt man als Kurve C den Einheitskreis, so kommt: 


si de : af eae metal) tas — fF ]=0. 


Hier sind die Werte von g(t) solche, welche eine in jedem Rand- 
punkte des Bereiches S: |z| <1 analytische Funktion annimmt. 


1) Hieriiber besteht eine Untersuchung von Morera, Rendiconti R. Isti- 
tuto Lombardo, 2. Reihe, Bd. 22 (1889). Man vergleiche auch das Kapitel iiber 
das logarithmische Potential. 
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Auch nimmt die Funktion F(z) Randwerte an. Letztere fallen aber 
mit den Werten von g(t) am Rande nicht zusammen, und stehen 
auch in keiner ersichtlichen Beziehung zu diesen. 

Ein zweites derartiges Beispiel entnimmt man einer Bemerkung 
von Hermite, der darauf hinweist, da das Cauchysche Integral 
if {at 


Int St 2 
C 


in jedem aufBerhalb des Bereiches S gelegenen Punkte z den Wert 0 
hat. Denn fiir einen solchen Wert von z ist ja 


AB) 


i —= 26 


als Funktion von ¢ betrachtet, im ganzen Bereiche S stetig und in 
jedem inneren Punkte von S analytisch. Darum verschwindet das 
Integral nach dem Cauchyschen Integralsatze. 


$5. Folgerungen aus der Cauchyschen Integralformel. 


Nach der in Kap. 6, § 5 gegebenen Definition einer analytischen 
Funktion f(z) ist nur die Hxistenz und Stetigkeit bzw. die bloBe 
Existenz der Ableitung f(z) vorausgesetzt worden. Die Analogie mit 
dem Falle einer reellen Funktion eines reellen Arguments la8t hier 
nicht vermuten, dai héhere Ableitungen im allgemeinen tiberhaupt 
vorhanden sein werden. Um so bemerkenswerter ist daher die Aus- 
sage des folgenden Satzes. 


1. Satz. Verhdlt sich f(z) in einem beliebigen Bereiche T analy- 
tisch, so besitet f(z) dort stetige Ableitungen aller Ordnungen, welche 
sich also auch in T analytisch verhalten. 

Hiernach existieren ebenfalls die héheren partiellen Ableitungen 
des reellen, sowie des rein imagindren Bestandtetls von f(z), und 
diese Funktionen, welche stimtlich stetig sind, gentigen auBerdem der 
Laplaceschen Differentralglerchung: 

Cu , du 
Au= 7 ! oy? 


0. 


Der Beweis dieses Satzes ist in den Entwicklungen von §$ 1, 4 
mit enthalten. Sei nimlich z) ein beliebiger innerer Punkt von 7’, 
welchen man mit einer kleinen geschlossenen Kurve, etwa mif einem 
ganz innerhalb T' gelegenen Kreise C umgebe. Fiir den also ein- 
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gegrenzten Bereich gilt dann nach jenen Paragraphen die Darstellung: 


j rey ROL 
rO=sal foe 
é 

woraus man leicht erkennt, daB sich die Funktion f’(z) im Punkte 
2 = 2 analytisch verhilt; vgl. § 1, Aufgabe 2. Jetzt braucht man 
nur noch den SchluB von n auf n + 1 heranzuziehen, um den Be- 
weis allgemein zu liefern. Dabei wird die n‘* Ableitung in der Um- 
gebung des Punktes zy durch die Formel gegeben: 


n)(p) — fat 1 anu 1 anv 
(1) 1 (2) = Qni,) (t—zntt — ak Dank oyk sie Gk-L Qan-k yk? 
C 


wo k eine beliebige der Zahlen 0, 1,...,  bedeutet. 

Da nunmehr die Existenz und Stetigkeit der partiellen Ablei- 
tungen zweiter Ordnung feststeht, so darf man die Cauchy-Riemann- 
schen Differentialgleichungen: 


du dv ous 5 OF 
Oz Oy’ Oy —s—i(iésiéY’ 


bzw. nach x und y differenzieren: 
Potent: oe a ee A 
6x* dxdy’ Cyy dyéa 
Durch Addition letzterer Gleichungen erhalt man 
ee ee ae 
bh at -{- oy? 0, 


mit emem dhnlichen Resultat fiir v. 

Umgekehrt fiihrt jede Losung uw der Laplaceschen Differential- 
gleichung Au = 0 zu einer analytischen Funktion wu + vi von & + yi. 
In der Tat sei 7 ein einfach zusammenhingender, den Punkt z = co 
im Innern nicht enthaltender Bereich, worin eine Lisung w dieser 
Gleichung betrachtet wird. Definiert man dann v durch die Formel: 

(zy) i 
as — Fe da + oe dy + Gy 
(4,5) 
wobei der Integrationsweg beliebig in T' verliuft, so geniigen die 
in T eindeutigen Funktionen u, » den Cauchy-Riemannschen Diffe- 
rentialgleichungen. Hangt JT’ dagegen mehrfach zusammen, so sei 
P ein willkiirlicher innerer Punkt von JT. In einer geeigneten Um- 
gebung von P wird dann ein Zweig von v eindeutig sein. Hiermit 
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erreicht man AnschluB an das soeben erhaltene Resultat, und der 
Beweis ist also fertig. 

Aus der Cauchyschen Integralformel leitet man ferner eine 
wichtige Abschaitzung fir |f(z)|, sowie fiir |/™(z)| im Innern eines 
Bereiches S ab. Sei naimlich M der gréBte Wert von |f(z)| auf dem 
Rande von S, Zp» ein innerer Punkt von S, und o die kleinste Ent- 
fernung des Punktes z vom Rande, also 


[t= 25 | 2 0" 
Dann ist 
1 t)| |dt| ~ MI 
(2) |f@o) | San ee Se 
C 


wo l die Gesamtlainge des Randes bedeutet. Im Anschlu8 an Formel (1) 
erhailt man auch eine analoge Abschitzung fiir |f(z9)|. In der 
Praxis haben diese Abschitzungen den meisten Wert fiir die Fliche 
eines um den Punkt z gelegten Kreises. Wir gelangen so zu dem 


2. Satz. Cauchys Abschitzung. Ist f(z) m emem Kreise 
|2 —2|<r analytisch und am Rande desselben stetig, so ist 


(3) f@o)1 SM, [fM(%)| Su! Mr, 


wo M den gréfpten Wert von |f(2)| auf dem Rande des Kreises bedeutet. 


Setzt man nimlich in (1) 


i—2 = rer, 
so kommt 
27 


Fore) |S & a <n! Mr", w.2. b..w. 


nm 


Hieraus ergibt sich ferner der Satz: 


Lusatz. Unter den nimlichen Bedingungen nommt |f(z)| semen 
grépten Wert am Rande des Krewses an. 


Der Beweis ist der von Bécher gegebenen zweiten Herleitung 
des Poissonschen Integrals, Kap. 13, § 4 nachgebildet. Sei z, ein 
beliebiger innerer Punkt des Kreises, und man fiihre diesen Kreis 
durch eine lineare Transformation, z’ = L(z), mm een zweiten Kreis 
iiber, derart, daB z, in dem Mittelpunkt 2’ = z,’ des letzteren zu liegen 
kommt. Dadurch wird f(z) in eine Funktion F(z’) verwandelt, welche 
im neuen Kreise denselben Bedingungen geniigt, wie f(z) im ur- 
spriinglichen, und auBerdem stellt M wieder den absolut genommen 


316 II, 7. Integralsiitze u.singul. Punkte. Rationale Funkt. Reihenentwicklgen. 


gréBten Randwert dar. Dem vorstehenden Satze gemaS muh also 


| F(z’) | =M 
sein, mithin ist auch 
I ¥(23). se w. Z. b. W. 


Hin zweiter Beweis bedient sich der zur Begriindung des 38. Satzes 
von Kap. 18, § 3 beniitzten SchluBweise. 

8. Satz. Der Liouvillesche Satz. Ist die Funktion f(z) fiir 
alle Werte von z analytisch und bleibt f(z) augerdem in der ganzen 
z-Ebene endlich: 


| f(2) | <G, 


wo G eine Konstante bedeutet, so ist f(z) eine Konstante. 


Sei z ein beliebiger Wert des Arguments, und man stelle f(z) 
mittels der Cauchyschen Integralformel dar, ndem man als Bereich S 
einen groBen, den genannten Punkt im Innern enthaltenden Kreis 
|z| SR nimmt. Dann ist 


1 
1-10) = 554, f 10 [23- a 
« { f@at 
Qni,J t(t—z) 
; 
27 


_ 2 [f(RePdp 
rae on . Revi Z 
0 


Also hat man, sobald nur & > 2|z| ist: 


1-10) <1 fe = alal8. 


Durch passende Wahl von R kann man den letzten Ausdruck be- 
liebig klein machen. Das erste Glied dieser Relation hingt aber gar 
nicht von # ab. MHieraus folgt, dab 
| f(2) = £(0) 
ist. 

Aufgabe. Man beweise den Satz mit Hilfe von (3), n = 1. 


Aus diesem Satze ergibt sich auch ein einfacher Beweis des 
Fundamentalsatzes der Algebra. Sei 


G(z) = dy + az +--+ + ane, a, + 9, n>, 
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ein beliebiges Polynom. Dann hat die Gleichung G(z) = 0 mindestens 
eine Wurzel. Ware dem nimlich nicht so, so wiirde die Funktion 


(=a 


allen Bedingungen des Satzes geniigen und ware daher eine Kon- 
stante, und zwar die Null, da 


lim 0) 


ay 
pee) 
ist. 

Wir wenden uns jetzt zu einem von Morera?) herrithrenden 
Theorem, welches als die Umkehrung des Cauchyschen Integral- 


satzes angesehen werden kann. 


4, Satz. Satz von Morera. Ist f(z) in einem Bereich T stetig 
und verschwindet das Integral ib f(z)dz, erstreckt iiber eine beliebige 
geschlossene Kurve C von T, welche nur Punkte von T umfafpt: 


{f@dz=0, 


so verhalt sich f(z) in T analytisch. 

Allgemewer*) geniigt die Voraussetzung, daB f(z) in T stetig ist, 
und dap das Integral verschwindet, wenn es tiber den Rand eines be- 
laebigen Rechtecks erstreckt wird, dessen Seiten mit der reellen bzw. mit 
der rem wmagmndren Achse (oder mat irgend zwei anderen festen, senk- 
recht aufemander stehenden Geraden der Zahlenebene) parallel verlaufen, 
und welches auBerdem weder vm Innern noch am Rande emen Rand- 
punkt von T enthdlt. Man braucht sogar nur solche Rechtecke in Be- 
tracht zu zvehen, deren Seitenlinge eine beliebig kleine vorgegebene posi- 
tive GrofBe nicht tiberschrertet. 


Sel z= 2 = 2 +7Y ein beliebiger innerer Punkt von T. 
Man umgebe z mit einem Quadrate, 


|“ —a%|<h, ly —Yyo| <h, 
dessen innere und Randpunkte ausnahmslos dem Bereich T 


1) Morera, Reale Istituto Lombardo di scienze e lettere, Rendiconti, 2. Reihe, 
Bd. 19 (1886), 8S. 304. 

2) Der AnstoB zur allgemeineren Formulierung des Satzes wurde durch 
einen ahnlichen Gedanken von Herrn Bécher in seiner Behandlung des loga- 
rithmischen Potentials gegeben, Proceedings Amer. Acad. Arts and Sciences 
Bd. 41 (1906), S. 577. 
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zugehéren, und verbinde eine bestimmte Keke a+ bi mit 
einem willkirlichen Punkte ¢ = & + 72 desselben 
durch den in der Figur angedeuteten Weg L (man 
vergleiche auch Kap. 4, § 3, Fig. 37, Typus I, sowie 


i Fig. 88). Fihrt man jetzt das Integral tber diesen 
Weg, so erhilt man dadurch eine im Quadrate ein- 
@,0) ts * deutig erkliirte Funktion 


FQ) =ff@dze=/f flat ibjda +if FE + ty)dy. 
L a b 


Diese Funktion liBt offenbar eine partielle Ableitung nach 9 
zu, und zwar ist 
LDR aa 
, ate + in) = FO. 
Andererseits kann man, den Voraussetzungen des Satzes gemiB, 
die Funktion /'(¢) durch das wber L’ erstreckte Integral darstellen: 


5 ‘3 
FQ) =[fede= Wee + iydy +f fe + inde. 


Hiernach findet man: 
oF . 
oF =f +47). 


Aus diesem Ergebnisse schlieBt man leicht, dai die beiden 
reellen Funktionen U(z, y) und V(z, y), wo 


F(z) = U(a, y) zs iV(z, y) 


gesetzt ist, stetige partielle Ableitungen erster Ordnung zulassen, 
welche auerdem den Cauchy-Riemannschen Differentialgleichungen 
geniigen. Infolgedessen verhalt sich F(z), und darum auch f(z) 
= F’(z) im Punkte Zp analytisch. 

Gebt man endlich von der in der Klammer ausgesprochenen 
Voraussetzung aus, so wird man zuniichst eine neue Verdnderliche 2’ 
vermége der Relation 


einfiihren. Durch passende Wahl von @ wird dann dieser Fall auf 
den soeben besprochenen direkt zuriickgefiihrt. 
Auf Grund des Moreraschen Satzes gestaltet sich der Beweis 


der WeierstraBschen Reihensitze auBerordentlich einfach und 
elegant. 
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5. Satz. WeierstraBscher Reihensatz.}) Sei 


i (2) = Uy (2) + Use(z) +-- 


eve unendliche Rethe von Funktionen, deren alle sich in einem Be- 
reich T’ analytisch verhalten. Konvergiert sie dann in jedem in T ge- 
legenen reguldren Bereiche S gleichmdafig, so stellt sie eine in T analy- 
tische Funktion vor. 

Des weiteren lift sich die Rethe gliedweise differentiieren: 


f(z) = Uy" (2) + Us/(2) +--- 


Diese letztere Rethe konvergiert ebenfalls gleichmipig im jedem der 
genannten Gebrete, und dre vorgelegte Rethe gestattet somit eine un- 
begrenzte Wrederholung der gliedweisen Differentiation. 


Vor allem bemerken wir, dab eine gleichmifig konvergente Reihe 
stetiger komplexer Funktionen eine stetige Funktion vorstellt und 
ghedweise integrierbar ist.2) Danach erweist sich die vorliegende 
Funktion f(z) zunichst als stetig. Bildet man jetzt die Reihe 


Jt@de = fu @de + [us (2) dz fee, 


wo C sich auf den Rand von S bezieht, so verschwindet jedes Inte- 
gral rechter Hand nach dem Cauchyschen Integralsatze. Daher ver- 
schwindet auch das linker Hand stehende Integral, und f(z) verhalt 
sich somit zufolge des Moreraschen Satzes in 7 analytisch. 

Um noch die gliedweise Differentiuerbarkeit der Reihe festzu- 
stellen, sei z ein beliebiger Punkt von 7’, den man von jetzt an fest- 
halt. Sei S ein in J gelegener Bereich, welcher z im Innern ent- 
halt, und sei ¢ ein Randpunkt von S. Setzt man nun die Reihe an: 


ey to wa tl mae 
(4) Sep (EL EC BEET A CED) 


+ ---, 


so iiberzeugt man sich leicht, daB dieselbe lings C gleichmafig kon- 


1) Weierstra8, ,,Zur Theorie der Potenzreihen‘‘, Werke, Bd. 1, S. 67. 
Diese Abhandlung tragt das Datum 1841, wurde aber zu der Zeit nicht ver- 
offentlicht. In den Monatsberichten der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 
1880, S. 780 = Werke, Bd. 2, S. 205, hat Weierstra8 den Satz ausgesprochen 
und bewiesen. 

2) Die Definition der gleichmaéBigen Konvergenz, sowie der Beweis der 
hier angefiihrten Sitze iibertrigt sich vom reellen auf das komplexe Gebiet 
ohne formale Modifikation. 
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vergiert. Diese Reihe wollen wir nun iiber den ganzen Rand von S 
in positiver Richtung integrieren: 


: 1 (f@dt 1 [u@at ay ee is 
©) gaz) G98 Ont Go Ont) et 
C 


Cc C 


Die Integrale stellen aber nach (1) baw. die Funktionen f’(z), w,'(2), 
uy’ (z),... vor, und hiermit ist die gliedweise Differentiation be- 
griindet. *) 

Behufs der gleichmaBigen Konvergenz der Reihe der Ableitungen 
sei S’ ein beliebiger der Bereiche S, den man nun festhalte, und sei 
S ein S’ im Innern enthaltender Bereich. Beschrinkt man nun den 
verinderlichen Punkt z auf 8S’, waihrend ¢ ein verinderlicher Punkt 
yon C ist, so weist man ohne Schwierigkeit nach, daB die Reihe (4) 
gleichmiBig konvergiert. Infolgedessen konvergiert die Reihe (5) 
gleichmiBig in S’, und daraus erkennt man die Richtigkeit des Satzes. 


Andere Formulierung des 5. Satzes. Se 


Uy (2) + Ug(z) + +>: 


eine unendliche Rethe von Funktionen, deren alle mn yedem inneren und 
Randpunkte eines Bereiches S stetig und vm Innern desselben analytisch 
sind. Konvergiert sie dann am Rande C von S gleichmdfrg, so stellt 
sie eine innerhalb S analytische Funktion f(z) vor. 


1) Der hier benutzten Beweismethode hatte man sich auch schon zur 
Begriindung des ersten Teils des Satzes bedienen kénnen, wobei dann im Nenner 
t—z an Stelle von (t — z)* treten miiBte. Man hiite sich aber davor, gleich 
aus der Relation 


1 (fat 1 [ulate 1 f(m()at 
Scehbess ee (fae ecpered | cease gata 
Cc Cc 


¥ 


zu schlieBen, daB das linker Hand auftretende Integral zufolge der Cauchy- 
schen Integralformel die Funktion f(z) vorstelle. Man kann nimlich zunichst 
bloB folgern, daB dieses Integral nach dem Hauptsatz von § 1 eine innerhalb 
S analytische Funktion F(z) definiert, deren Randwerte jedoch, falls iiber- 
haupt welche vorhanden sein sollten, nicht notwendig mit dem Werte der Funk- 
tion f(t) am Rande zusammenfallen. Der Beweis fihrt nun so fort: Die rechts 
stehenden Integrale stellen allerdings laut der Cauchyschen Integralformel bzw. 
die Glieder der vorgelegten Reihe vor. Daher stimmt die soeben als innerhalb 
S analytisch erkannte Funktion F(z) dort mit f(z) tiberein. Jetzt ist man erst 
im Besitze aller Angaben, die zur Identifizierung des betreffenden Integrals 
mit der Cauchyschen Integralformel nétig sind. 


Wie man sieht, ist der auf dem Moreraschen Satze fuBende Beweis doch 
bedeutend einfacher. 
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Des weiteren lapt sich die Rethe gliedweise differentiieren: 
I (2) = Uy" (2) + Ue’ (2) +--- 


Diese letzte Rethe konvergiert jedenfalls gleichmaBig in jedem abge- 
schlossenen, innerhalb S gelegenen Bereiche 8’. Dasselbe gilt auch 
von den hoheren abgelerteten Reihen: 


f(2) = ms (@) + ug(@) +> 


Der Beweis erfolgt nach der in der Anmerkung besprochenen 
Methode?) nebst der Erweiterung der Relation (4): 


n} LG) Uy (t) n! Us (t) 
Qui (t-—2)"+1°° Ona (t—z)™ +2 i Qni (t—z)nt1 ab Ries 


bzw. der der Relation (5) entsprechenden Gleichung. Aus dieser 
Form des Satzes leitet man auch die zuerst betrachtete Form ohne 
weiteres her. 

Zum SchluB bemerken wir noch, daB der vorstehende Satz folg- 
gender allgemeineren Fassung fihig ist. 


6. Satz. Allgemeiner sei s(z, a) fiir unendlich viele Werte von a 
eme im emem Bereich T analytische Funktion. Beim Grenziibergange 
lim @ = a mége s(z, a) ferner evmnem limes zustreben: 

lim s(z, @) = f(z), 
und zwar so, dap die Konvergenz in yedem in T gelegenen Bereiche S 
eine gleichmafige rst. Dann verhdlt sich f(z) m T analytisch. 

Des wetteren 1st 


Jf) de = lim fs(e, «) dz, 


r CPR 


unter I" eine reguliére innerhalb T gelegene Kurve verstanden, sowte 


Dabei konvergiert die Funktion s'(z, a) = e s(z, a) ebenfalls in jedem 
der genannten Bereiche S gleichmdfig. Dasselbe gilt auch von den 
hiheren Ableitungen 

f(z) = lim & s(z, a). 


a=a dz 


1) Dieser Satz subsumiert sich iibrigens direkt unter den 5. Satz auf 
Grund der 2. Aufgabe unter dem 3. Satze Kap. 13, § 3. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. HI 
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Der fiir den speziellen Fall « = 1, 2,---,@ = co soeben durch- 
gefiihrte Beweis bleibt auch hier im wesentlichen in Kraft. Setzat 
man namlich 


s(z, @) ma f (2) a (2, a), 


so wird sich einem beliebig vorgegebenen positiven ¢ eine von zg un- 
abhiingige positive Zahl 6 (baw. G) so zuordnen lassen, daf fiir alle 
Punkte z von S 
lC(s,@) |= 
bleibt, sobald nur 
la —a|<d (bzw. |a| > G) 


ist. Hieraus folgert man zuniichst die Stetigkeit der Grenzfunktion 
f(z), sowie die Vertauschbarkeit der Integration mit dem genannten 
Grenziibergang, woran sich dann der Schlu8 noch reiht, dab 


St) dz = lim [ste a)dz=0 
c a=aG 
ist. Hiermit erweist sich f(z) nach dem Moreraschen Satze als ana- 
lytisch in T. Jetzt geht man von der der Gleichung (4) analogen 
Relation 
1 s(t, a) 1 ff C(t, a) 


Qnt (t— 2)? 


~ Quit (t— 2)? | Ani(t— z? 
aus und verfaihrt nun in dhnlicher Weise wie vorhin. 

Der Satz laBt ebenfalls eine zweite, der obigen analoge Formu- 
lierung zu. 

Wir schlieBen diesen Paragraphen mit einem Satze, welcher 
fiir die Theorie der bestimmten Integrale (im engeren Sinne des 
Wortes) von grundlegender Bedeutung ist. 


7. Satz. Sew f(t, 2) eme stetige Funktion der beiden wnab- 
hiingigen Variabelen t und z, wo t auf emer reguliéren Kurve O und z 
in einem Bereiche T liegt. Erteilt man t eimen beliebigen Wert, so soll 
sich f(t, 2) ferner, als Funktion von z allein betrachtet, in T analytisch 
verhalten. Dann definiert das Integral 


{te 2at 
é 
eme in T analytische Funktion F(z). Im iibrigen ist 


JP @de =f at {Ft,2)dz, 
se C ‘ 
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wo I’ eme reguldre innerhalb T gelegene Kurve bedeutet, sowie 
, é t, n on 
F’(z) =f HO) gi, FG) = f Phat. 
Cc Cc 


Indem man das Integral in seine reellen und rein imaginaren 
Bestandteile zerfallt+), erkennt man zuniachst die Stetigkeit der 
durch dasselbe definierten Funktion F(z). Sei I’, eine regulire ge- 
schlossene Kurve des Bereiches 7’, welche auBerdem nur innere Punkte 
von T umfaBt. Dann erkennt man wieder durch Zerlegung in Reelles 
und Imaginares, unter Hinfithrung der Bogenlinge als Integrations- 
variabele, daB 


[P@de=fdef f(t, dt =fadt [Fit ade =0 
r. ide om: Ge er. 


ist, und hieraus folgt vermége des Moreraschen Satzes, daB F(z) 
sich in 7 analytisch verhialt. 

Setzt man nun zunichst die Stetigkeit der Ableitung 0f/éz =f, (t,z), 
als Funktion der unabhangigen Verinderlichen t, z betrachtet, vor- 
aus, so beweist man den zweiten Teil des Satzes, indem man das 
iiber einen in T' gelegenen Weg erstreckte bestimmte Integral 


fae ft. 2) dt = faifin, 2) dz = F(z) — F(a) 


bildet und dasselbe dann nach z differentiiert. 

Wir kénnen aber noch nachweisen, daf f,(t, 2) immer stetig ist, 
womit denn obigem Beweise allgemeine Giltigkeit zukommt. Diese 
Behauptung sprechen wir als emen besonderen Satz aus. 


8.Satz.?) Geniigt f(t, 2) denselben Bedingungen, wie vm 7. Satze, 
so wird auch die Funktion cfloz = f,(t, 2) stetg von t, 2 abhdngen 
und sich fiir jeden festen Wert von t analytisch in T verhalten. 
Dasselbe gilt dann allgemein ftir jede der Funktionen o"fle2, 
Were eee th 
Sei zg = 2’ ein willkiirlicher Punkt von 7, und man betrachte 
eine Umgebung S, von 2’, welche nebst Rande J’, innerhalb 7 liegt. 
Dann 1la8t sich f,(t, 2) innerhalb S, nach Formel (1), n = 1, dieses 
Paragraphen, wie folgt, ausdriicken: 
1 t,6)de 
belts 2) = gah (ani 


1 


1) Oder man kann den Satz von Kap. 3, § 7, direkt auf komplexe Funk- 
tionen iibertragen, da der Beweis in diesem Falle ungeiindert in Kraft bleibt. 
2) Bécher, Annals of Mathematics, 2. Reihe, Bd. 12 (1910), S. 20. 

21* 
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Da nun der Integrand, als Funktion der unabhiingigen Veriinder- 
lichen ¢ auf C, € auf 7, und z in einem abgeschlossenen, innerhalb J 
gelegenen Bereiche S, betrachtet, stetig ist, so wird das Integral auch 
eine stetige Funktion von ¢ auf C und ¢ in S, vorstellen, womit denn 
der Satz bewiesen ist. 

Aufgabe 1. Geniigt f(t, 2) denselben Bedingungen, wie im 
7. Satz, wobei nun J auBerdem einfach zusammenhiingen und den 
Punkt z = co ($9) nicht im Innern umfassen soll, so geniigt die 
Funktion 


F(t, 2) = ft a)dz 


ebenfalls jenen Bedingungen. 

Aufgabe 2. Geniigt f(t, z) denselben Bedingungen wie im 
7. Satze; existiert ferner ef/et = f,(t, z), und ist diese Funktion 
stetig fiir alle in Betracht kommenden Wertepaare (¢, 2), so ist 
f.(t, 2) fiir jeden festen Wert von ¢ eine in T analytische Funktion 
von 2. 


§ 6. Fortsetzung; isolierte singulire Punkte. 


Die Funktion f(z) sei an jeder Stelle der Umgebung eines 
Punktes z= a mit Ausnahme dieses Punktes selbst analytisch.) 
Wir wollen jetzt untersuchen, wie sich f(z) in dieser Umgebung 
verhalten kann. 


a) Pole. Vor allem kann f(z) im Punkte a unendlich werden: 
lint 7 (2) — cc. 


Die Funktion muf dann beim Herannahen des Punktes z an den 
Punkt a lings eines jeglichen Weges ins Unbegrenzte wachsen. In 
diesem Falle heiBt a ein Pol der Funktion.?) 
Beispiel. 
_ 9) 
f (2) a ee a)m? 

wo m eine positive ganze Zahl und g(z) eine im Punkte z =a 
analytische, dort nicht verschwindende Funktion von gz ist. 


1) Wir erinnern wiederum an die Vereinbarung, wonach unsere Funktionen 
als eindeutig angesehen werden sollen, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich 
bemerkt wird. 


2) Nach WeierstraS eine auBerwesentliche singuldre Stelle. 


§ 6. Fortsetzung; isolierte singulire Punkte 325 


b) Hebbare Unstetigketten. Verlangen wir jetzt, daB f(z) in 
der Nahe von a endlich bleibe: 


ACA re Cae Vee ret ea ie 


Im Falle einer reellen Funktion einer reellen Verdnderlichen 
ware mit dieser Voraussetzung noch nicht viel getan. Man denke 
z. B. an die Funktion 


f(«) = sin, 


sowie 
il 


f (2) = 7 


Cu 


welche beide in der Nahe des Punktes « = 0 endlich bleiben und 
dennoch dort eine Unstetigkeit aufweisen; vgl. Kap. 1, §§ 2, 8, ins- 
besondere Figuren 5 und 7. 

Wesentlich anders verhalt sich aber die Sache bei einer ana- 
lytischen Funktion eines komplexen Arguments. Hs ist ja klar, dab 
auch hier eine Art von Unstetigkeiten vorkommen kann, wofiir die 
folgenden Beispiele typisch sind. 


a) Sei 
fie) =(@—@)?, z+a; f(a) =1. 
b) Sei ee 
(@=——*, ata. 


Eine derartige Unstetigkeit, welche also durch Abanderung des 
Funktionswertes in einem einzigen Punkte bzw. durch eine geeignete 
erginzende Erklérung der Funktion in diesem Punkte gehoben wer- 
den kann, heiBt nach Riemann eine hebbare Unstetigkeit. Und 
nun stellt sich das merkwiirdige Resultat heraus, daf hier iiber- 
haupt keine weitere Moéglichkeit vorhanden ist. Das wollen wir 
noch in folgenden Satz zusammenfassen. 


9. Satz. Riemannscher Satz.) Ist f(z) a der Umgebung 
des Punktes z= a, nur von diesen. Punkte selbst abgesehen, ana- 
lytisch und bleibt f(z) in diesem Bererche endlich: 


lf(2) | <G, 0<|z—a|<h, 


so niihert sich f(z) einem Grenzwert A, wenn z gegen a konvergiert. 


1) Riemann, Grundlagen fiir eine allgemeine Theorie der Funktionen einer 
verdnderlichen komplexen GréBe, § 12, Inauguraldissertation, Géttingen, 1851; 
Werke, S. 23. 
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Legt man f(z) ferner im Punkte a den Wert A bei: f(a) = A, 
so wird f(z) dadurch auch in diesem Punkte analytisch. 

M. a. W. kann die Funktion f(z) unter den Bedingungen des 
Satzes hichstens eine hebbare Unstetigkeit im Punkte a aufwetsen. 


Um den Beweis zu fiihren, stellen wir die Funktion f(z) in der 
Umgebung von a vermdége eines Integrals dar. Sei C eine geschlos- 
sene, den Punkt a im Innern ent- 
haltende einfache regulire Kurve der 
betreffenden Umgebung von a, und 
z-+-a ein beliebiger innerer Punkt 
von C, welchen, einmal gewihlt, wir 
nun festhalten wollen. Man lege um 

Fig. 79. a als Mittelpunkt einen Kreis y vom 
Radius r und bestimme r so, dab 
sowohl C als z auBerhalb y liegen. In dem von C und y also ab- 
gegrenzten ringférmigen Gebiete gibt dann die Cauchysche Integral- 
formel folgenden Ausdruck fir die Funktion: 
4 ftoae 


274 t—z 


d 
(1) fe) =a53 | OE 
C 


Wir wollen zeigen, dai das zweite Integral rechter Hand verschwindet. 
In der Tat haingt das erste Integral, sowie die Funktion f(z) linker 
Hand, nicht von r ab, daher gilt dasselbe auch vom genannten 
Integral. Da nun lings y 


t—a = re%t, If(t)| <G, jt —z|=l|z¢—al—r>0 


ist, so folgt: 
ied fiat 2 oT G.Qnr 
ani) i—s|~ 2a [e—al—r 
Y 
Der letzte Ausdruck kann durch passende Wahl von r beliebig klein 
gemacht werden, woraus sich denn die Richtigkeit der Behauptung 


ergibt. Hiermit haben wir die gewiinschte Darstellung gewonnen: 
(2) f(2) ~ Oni t—2z 

‘ 
Die Formel gilt fiir jeden inneren Punkt von C mit alleiniger Aus- 
nahme von z= a. 


Nun kniipfen wir an den Hauptsatz von § 1 an. Daraus erhellt, 
da das Integral eine auch im Punkte z = a analytische Funktion 
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vorstellt. Mit dieser Funktion stimmt aber f(z) in allen inneren 
Punkten z+ a von C iberein. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Der Leser beachte wohl, da8 auch der letzte Teil des Satzes 
eine wichtige Higenschaft analytischer Funktionen im komplexen 
Gebiete konstatiert. Im reellen Falle ist beispielsweise die Funktion 


f(«) = «sin —, tae 0% 7(0)=0 


fiir alle Werte von «x stetig, und diese Funktion la8t auBerdem im 
allgemeinen eine stetige Ableitung zu, nur der Punkt x — 0 bildet 
eine Ausnahme. Warum sollte es denn nicht auch Funktionen eines 
komplexen Arguments geben, die in einem Bereiche S ausnahmslos 
stetig sind und, von einem einzigen Punkte z = a abgesehen, mit 
einer stetigen Ableitung versehen sind ?1) 


Aufgabe. Die Umgebung des Punktes z = a mége ein-eindeutig 
auf einen endlichen Bereich der w-Ebene bezogen sein; auferdem 
soll die Abbildung der Umgebungen zweier zugehériger Punkte 
z= 2’, w= ww’, hochstens mit Ausnahme des Punktes z = a, kon- 
form sein. Man zeige, daB w dann beim Grenziibergange lim z = a 
einem Grenzpunkte w = b zustrebt und daf, wenn der Punkt z = a 
dem Punkte w = b entspricht, die Beziechung auch in diesem Punkte 
konform ist. 


c) Wesentliche Singularititen. Dieser Fall umfaBt alle Méglich- 
keiten, welche sich nicht unter a) oder b) subsumieren. Dem ent- 
spricht die folgende Definition: Hat f(z) im Punkte z= a eine 
Singularitit, die weder ein Pol noch eine hebbare Unstetigkeit 
ist, so heiBt a nach WeierstraB eine wesentliche singulidre Stelle.?) 
Beziiglich des Verhaltens der Funktion in der Nahe eines der- 
artigen Punktes hat Weierstra8 den folgenden Satz gefunden. 


1) Das Ubersehen dieser Méglichkeit hat auch frither zu einem falschen 
Beweise des obigen Satzes gefiihrt, vgl. Durége, Theorie der Funktionen, 
2. Aufl., 1873, S.112. Dieser falsche Beweis ist dann von spiteren Autoren 
vielfach reproduziert worden. Der hier gegebene Beweis findet sich in der 
ersten Auflage des Durégeschen Werkes (man vergleiche auch das Zitat auf 
Casorati, §S. 329) und diirfte wohl von Riemann herstammen, welcher 
aber den Satz a.a.O. auf andere Weise bewies. Wegen einer Reihe anderer 
einfacher Beweise vergleiche man Landau, Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, 
Bd. 12 (1906), S. 155: Curtiss, Annals of Mathematics, 2. Reihe, Bd. 7 (1906), 
S. 161; sowie Bécher, ibid. S. 1638, und auch § 16 unten. 

2) Diese Definition einer isolierten wesentlichen singuliren Stelle lit eine 
Erweiterung zu, indem man nur verlangt, daB*die Funktion sich bis auf 
Pole in der Nahe des Punktes za analytisch verhalte. Der Punkt heiBbt 
dann eine wesentliche singulire Stelle zweiter Art. 
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10. Satz. In der Umgebung einer isolierten wesentlichen singu- 
laren Stelle kommt die Funktion jedem vorgegebenen Werte beliebrg 
nahe. 

Sei C eine beliebige reelle oder komplexe GréBe. Dann soll 
gezeigt werden, daf nach Annahme zweier willkiirlichen positiven 
Zahlen ¢,h ein Punkt z= a von der Umgebung | 2 —a| <h der 
Stelle a existiert, wofiir 


|C —fe)|<e 
ist. Trife das nimlich nicht zu, so miBte durchweg 
| 1 1 | 
lo—f@| =<" 0<|z—a|<h, 


sein, und die Funktion 1/[C —/f(z)] wirde somit alle Voraus- 
setzungen des Falles b) erfiillen. Infolgedessen miBte diese Funk- 
tion nach dem 9. Satze beim limes =a einem Grenzwert A 
zustreben. Ist A= 0, so wird f(z) im Punkte @ unendlich und 
entspricht daher den Bedingungen des Falles a). Ist dagegen 
2+ 0, so entspricht f(z) den Bedingungen des Falles b). Beides 
verst6Bt gegen die Voraussetzungen und damit ist der Beweis 
fertig. 
Beispiel. Sei 


f(z) =e’, a=, 


Hat C irgendeinen von 0 verschiedenen Wert, so laBt sich die Glei- 
chung 


1 


(3) C=e* 


nach z wirklich aufldsen, und zwar hiufen sich ihre Wurzeln in der 
Nahe der Stelle a = 0: 


1 1 


~ log log|C\-+ (y+ 2ka)i’ 
wo y einen besonderen Wert von are C bedeutet. Je gréBer k an- 
genommen wird, desto niher riickt die entsprechende Wurzel an 
den Punkt z= 0 heran. Wahlt man dagegen C = 0, so hat Glei- 
chung (3) kee Wurzel. Trotzdem bleibt der Weierstraf&sche 
Satz bestehen, denn die Funktion strebt ja dem Werte 0 zu, wenn 
z etwa lings der negatiyen reellen Achse gegen 0 konvergiert. 
Hiermit wird die Frage nahe gelegt, ob es im allgemeinen meh- 
rere, eventuell auch unendlich viele Werte geben kann, die die 


ak 
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Funktion in der Nahe einer isolierten wesentlichen singuliren Stelle 
nicht annimmt. Diese Frage hat Picard erledigt, indem er zeigte, 
daB es héchstens (wie im vorliegenden Falle) einen?) Wert geben 
kann, den die Funktion nicht wirklich annimmt. 

Kinen besonderen Fall des Picardschen Satzes, welcher jedoch 
gegenwirtig fiir die Praxis vollkommen auszureichen scheint, kann 
man noch mit elementaren Hilfsmitteln beweisen. 


11. Satz. Die Funktion f(z) habe im Punkte z= a eine 
asolierte wesentliche singuliére Stelle; sei ferner C eine willkiirliche 
komplexe Gréfpe, |w —C| <h ewe beltebig kleine Umgebung des 
Punktes w= C. Dann gibt es wmnerhalb dieser Umgebung einen 
Punkt C’, wofiir die Gleichung 


f() = 0" 


unendlich viele Wurzeln besitzt, welche den Punkt a zur Héufungs- 
stelle haben. 


Dem WeierstraBschen Satze zufolge nimmt nimlich f(z) fir 
einen innerhalb des Bereiches 0 < | z —a| < 6, gelegenen Punkt ¢, 
einen Wert C, an, welcher im Bereiche |w —C|<h=h, liegt. 
Ist f’(¢,) + 0, so definiert die Gleichung 


w = f(2 


eine ein-eindeutige Abbildung der Umgebung von ¢, auf die Umgebung 
T, von C,; erstere Umgebung wollen wir als einen kleinen Kreis, 
|z—¢,| <«,, wahlen, welcher ganz im Bereiche | z—a| <0, 
liegt, aber nicht bis an den Punkt a hinanreicht, und wofiir sich 
auBerdem T, ganz im Bereiche | w —C | <h, befindet. Sollte in- 
dessen /’(€,) = 0 sein, so kann man jedenfalls einen zweiten Punkt 
¢, finden, wofiir f’(¢;)+-0 ist, wiahrend f(¢;) noch im Bereiche 
|w —C| <h, liegt, und diesen dann als den Punkt ¢, nehmen. 
Man wiederhole diesen Schritt, indem man nun C, an Stelle 
von C treten la8t und iiberdies h,, 6, so klein nimmt, da der Kreis 
|w —C,| <h, innerhalb T, liegt, wahrend andererseits kein Punkt 
des Kreises |z2 — a| < 6, mit einem Punkte des Kreises | z — ¢, | < & 


1) bzw. zwei Werte, falls man die in der letzten Anmerkung erwahnte 
Erweiterung der Definition der isolierten wesentlichen singuliren Stellen zu- 
laBt, wonach sich Pole in der Nahe derselben hiufen diirfen. Man vergleiche 
iibrigens Kap. 14, § 7. 

Der erste gedruckte Beweis des WeierstraBschen Satzes findet sich 
bei Casorati, Teorica delle funziom di variabili convplesse, Pavia 1868, 8.454. 
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zusammenfillt. Auf diese Weise gelangt man zu einem neuen im 
Kreise |z —a| <d, gelegenen Punkte ¢,, wofiir C, = f(¢,) im 
Kreise | w — C, | < hy liegt und auBerdem f’(f,) +0 ist. Infolge- 
dessen wird ein kleiner Kreis | ¢ — ¢,| <& , welcher im Kreise 
|z —a| <0, liegt und nicht bis an a hinanreicht, ein-eindeutig 
auf eine Umgebung J’, von C, abgebildet; im iibrigen soll eg so klein 
genommen werden, daf T, in T, liegt. 

Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens erhailt man 
eine unbegrenzte Folge ineinander eingeschachtelter Bereiche 1, 
T,,..., welche mittels der Relation 


w = f(z) 
bzw. auf die Kreise |z—l,| <a, =1,2,..., ein-eindeutig 
abgebildet werden. Diese Bereiche 7’, haben mindestens einen 
Punkt C’ gemeinsam, und diesem Punkte entspricht nunmehr in 
jedem jener Kreise ein Bildpunkt z,: 


OF sa tlz.). Cara a) Tr eae 
Hiermit ist der Beweis erbracht. 


Zusatz. Der Satz gilt auch fiir eine wesentliche singuldre Stelle 
zweiter Art, d.h. fiir den Fall, dap f(z) in der Néhe der Stelle z = a 
bis auf Pole analytisch ist, dap sich aber Pole in jeder Umgebung des 
Punktes z = a befinden. 


In der Tat sei C eine beliebige Zahl. Nimmt f(z) den Wert C 
in jeder vorgegebenen Nachbarschaft des Punktes z = a an, so wird 
der Satz bereits zugestanden. Im anderen Falle hat die Funktion 

ul 
EN) ORT)! 
wo F(z) in den Polen von f(z) als 0 erklirt wird, eine wesentliche 
singulare Stelle im Punkte z = a, wie sie der vorstehende Satz vor- 
aussetzt, und der Beweis erfolgt jetzt ohne weiteres auf Grund dieses 
Satzes. 


Isolierte singulére Linien. Im Anschlu8 an das Vorhergehende 
wollen wir noch den folgenden Satz beweisen. 


12. Satz.") Ist f(z) in eimem Bereiche 8S stetig und, abgesehen 
von den Punkten einer einfachen Kurve I’, im Innern von S analy- 


tisch, so ist f(z) auch in den innerhalb S gelegenen Punkten von I 
analytisch. 


1) Riemann, Inauguraldissertation, § 12; Werke, S. 23. 
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Wir wollen zunichst annehmen, daB S durch die Kurve I in 
zwei Bereiche S,, S, zerlegt wird. Die Rander von S, S,, 8, mégen 
mit C, C,, C, bezeichnet werden. Sei z ein beliebiger innerer Punkt 


von S,. Dann ist 
ry! f (dt 
f@) = Ont.) t—2 
Cy 


Andererseits ist nach Hermites Bemerkung, § 4, Ende 


lvoe Ah eer 


Nach demselben Raisonnement stellt diese Formel die Funk- 
tion f(z) im Bereiche S, ebenfalls dar. Nun definiert aber das Integral 
nach dem Hauptsatz von §1 eine Funktion, die sich im ganzen 
Innern von S analytisch verhilt. Wegen der Stetigkeit von f(z) 
wird also diese Funktion auch in den Punkten von J’ durch die vor- 
stehende Formel ausgedriickt, womit denn der Satz fiir diesen Fall 
bewiesen ist. 

Um den Satz jetzt allgemein zu beweisen, fassen wir einen be- 
liebigen innerhalb S gelegenen Punkt P von J’ ins Auge und legen 
einen kleimen Kreis um ihn. Dann sind fiir diese Kreisfliche alle Be- 
dingungen des soeben erledigten Falles erfiillt, und darum verhalt 
sich f(z) analytisch in P. Hiermit ist der Beweis fertig. Man kann 
auch mehrere Kurven J,,...,/;, zulassen, welche eine endliche 
Anzahl von mehrfachen und Schnittpunkten haben; doch wire es 
ein Irrtum, zu glauben, dab der Satz notwendig gelte, wenn die An- 
zahl dieser Kurven unendlich wird. 

Aufgabe 1. In einem Bereich T, welcher aus einem lings eines 
Radius ab aufgeschnittenen Kreisringe besteht, sei f(z) analytisch. 
Dabei wollen wir die beiden Ufer von ab als das positive und das 
negative unterscheiden. Wenn sich z einem Punkte von ab von der 
positiven (negativen) Seite her nihert, so soll f(z) eimem Grenzwert 
wt (w-) zustreben, und zwar soll stets wt = w- + A sein, wo A eine 


1) DaB bei den beiden Integrationen J’ zweimal durchlaufen wird, und zwar 
das zweite Mal in entgegengesetztem Sinne, leuchtet ja ohne weiteres ein. Die 
arithmetische Begriindung dieser Annahme wird durch die Entwicklungen 
von Kap. 5, §7 geliefert. 


332 II, 7. Integralsiitze u.singul. Punkte. Rationale Funkt. Reihenentwicklgen. 


Konstante bedeutet. Man zeige, da8 sich dann die Ableitung f’ (2) 
im ganzen nicht aufgeschnittenen Kreisringe analytisch verhilt, so- 
fern man dieser Funktion in den Punkten von ab zweckmiabige Werte 
beilegt. 

Aufgabe 2. Man beweise den 12. Satz mit Hilfe des Morera- 
schen Satzes. 


$7. Das Analogon des Mittelwertsatzes in der Differentialrechnung. 


Mit Riicksicht auf die Rolle, welche das in diesem Paragraphen 
za besprechende Theorem in der Funktionentheorie spielt, wird man 
dasselbe neben den Mittelwertsatz der Differentialrechnung: 


f(a + h) —f(a) = hf’ (a + 6h), Olea Gee 1 


und die Verallgemeinerung desselben, nimlich den ‘T'aylorschen 
Lehrsatz mit Restglied: 


fat+h=f@+f@ht---+ 


zu stellen haben. 


f‘ n— “P(a) 


oa 4 LPG+9R) py 
Pe i ee 


Hauptsatz. In emem Bereich T sew f(z) analytisch, und sei a 
ein beliebiger Punkt*) von T. Dann laBt sich f(z) durch die Formel 
darstellen: 


f(e) = f(@) +f @(@—a) +++ + FT  @— ay + @ —0)"P. 2), 


wo n eine beliebige natiirliche Zahl bedeutet und P,(z) sich in T ana- 
lytisch verhélt. 


Ist S ein requlirer Bereich, welcher den Punkt a im Innern ent- 
halt und nebst semem Rande in T liegt, so wird P,(z) innerhalb S 
durch das Integral ausgedriickt: 

ey ee Ff (t)dt 
P,@) = Qn%,) (t—a)"(t—z) 

« 

Man geht von der Darstellung der Funktion /(z) im Bereiche S 
durch die Integralformel aus und formt den Integranden folgender- 
mafen um. 

Sind A und B irgend zwei ungleiche komplexe Zahlen, so hat 
man 

1 ee ae =: Bn-1 Bn 
() A—B AT Vea aa) 

1) Wir erinnern nochrnals daran, da ein Bereich T nur aus inneren Punkten 

besteht. 
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Setzt man hier 
A=t—2a,. -B=7—a, 
so kommt 
it 1 1 2 (g—a)"-1 


fon = a a pang a as aay (E—a)n 


(2— a)" 


T =a 


Diesen Ausdruck fiir 1/(¢ — z) trigt man nun in die Integral- 
formel, § 4, ein. Das gibt: 


_ 1 [f®dt , 2z—a [ fiat (z—a)-1 (° f(tat 
WN Oat. i= nef 2% ea eo f (2% 


Cc C 
(e—a)” {fat 
Cieoe: {[ aoe 
C 


Mit Riicksicht auf § 5, (1), sowie den Hauptsatz von § 1 erweist sich 
dies aber geradezu als die in Aussicht genommene Darstellung. 
Aus der Integraldarstel- 
lung fir P,(z) leitet man 
eine wichtige Abschitzung 
fir |P,,(2)| her. Um den 
Punkt a lege man einen 
Kreis K vom Radius R, 
welcher nebst seinem Rande 
in T liegen soll; darauf nehme 
man S so, daB K auch im 
Innern von S liegt. Sei M 
der gréBte Wert von | f(t) | wig-0. 
lings C, x die kleinste Ent- 
fernung eines’ Punktes der Peripherie des Kreises K von einem 
Randpunkte von S, und L die Gesamtlinge von C: 


lf@| SM, fa——e- | ee, 
sofern zim Kreise K liegt. Dann erhilt man das folgende Resultat. 


Abschitzung von P,(z). Fitir die Punkte z des um a gelegten 
Kreises K gilt gleichmdafig die Abschdtzung: 


ML 


| Pn)! Someta 
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In der Tat ist 


! 1 if@)|-|at] ML 
Pal) Saf Fa lR Te w= an en 


Dabei ist das letzte Glied dieser Relation unabhingig von ¢. 


Aufgabe. Man zeige, daB die obige Darstellung eindeutig ist, 
d.h. daB es keine zweite Darstellung von der Form 

f (2) =e + (2 —@) +++ + naz — a)P-* + (2 — a)"p(2) 
gibt, welche mit der vorstehenden nicht identisch wire. 


Anwendung des Hauptsatzes. Auf Grund der voraufgehenden 
Entwicklungen wollen wir jetzt ein wichtiges Theorem beweisen, 
auf welches sich die Sitze des folgenden Paragraphen stiitzen werden. 


Lehrsatz. Ist f(z) im Bereiche T analytisch und verschwinden 
sdimtliche Ableitungen von f(z) an einem eimzigen Punkte a von T, so 
hat f(z) im ganzen Bereich T einen konstanten Wert. 


Nach dem Hauptsatze ist nimlich hier fiir jeden Wert von n 
fle) = f(a) + (@ — a)" P,(2). 
Fiir einen im Innern des Kreises IC befindlichen Punkt ist aber 
lg—a/=h=< hk, 


it) —#@|=""|P.@| Sze (ge;)” 


2aH% \R+% 


Der letzte Teil dieser Relation kann durch Wahl von n beliebig 
klein gemacht werden, darum mu8 der erste Teil, welcher ja von n 
gar nicht abhingt, den Wert 0 haben, und f(z) hat also im ganzen 
Kreise K den konstanten Wert 


f(a) =. 


Sei jetzt Z ein beliebiger Punkt von 7, der K nicht zugehért. 
Wir wollen zeigen, daB auch fiir Z 


{(Z) =e 


ist. Dazu verbinde man a mit Z durch eine in T gelegene reguliire 
Kurve J’. Lings I ist f(z) eine (komplexe) stetige Funktion der 
von a aus gemessenen Bogenlinge s und auBerdem hat f(z) wenig- 
stens im Kreise den Wert c. Sollte das nicht durchweg der Fall 
sein, so fasse man alle Punkte von I’ ins Auge, in welchen f(z) +c 
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ist. Die untere Grenze der entsprechenden Werte von s soll mit s’, 
der zugehérige Punkt von I’ mit a’ bezeichnet werden. Dann ist 
langs des Bogens 0 <s <s’ f(z) =c, wahrend es in jeder Nahe 
von a’ Punkte gibt, fiir welche diese Gleichung nicht gilt. Das geht 
aber nicht an. Denn lings des genannten Bogens und also ins- 
besondere im Punkte a’ verschwindet ja zunachst /’ (z) (man vergleiche 
Kap. 6, § 4, Aufgabe), sodann auch f’(z), usw., also verschwinden 
schlieBlich daselbst alle Ableitungen von f(z). Infolgedessen gibt es 
einen Kreis K’ um a’, in welchem f(z) den konstanten Wert f(a’) = ¢ 
annimmt. Hiermit ist die Unméglichkeit der Annahme, daB8 f(z) 
lings J” nicht durchweg den Wert ¢ besitze, zur Evidenz gebracht, 
und der Beweis ist fertig. 

Aus diesem Theorem erschlieBt man unmittelbar den folgenden 1): 


Identitatssatz. Ist f(z) m emem Berewche T analytisch und 
verschwindet f(z) fiir alle Punkte der Umgebung eines Punktes z = a 
von T, oder auch blop fiir die Punkte eines beliebig kleimen von a aus- 
gehenden Kurvenbogens, so ist in T durchweg f(z) = 0. 


Hine scheinbar allgemeinere Formulierung dieses Satzes, wenn 
auch damit dem Inhalt nach identisch, ist folgende. 


Sind f (2), p(z) in emem Bereiche T analytisch und stimmen thre 
Werte wm allen Punkten der Umgebung eimes Punktes a von T, oder 
auch bloB im den Punkten eines belvebig klemnen von a ausgehenden 
Kurvenbogens nuteinander tiberein, so wt vm ganzen Bererche T 


f(z) = ¢(). 


Im niachsten Paragraphen wird dieser Satz noch erweitert, 
vgl. daselbst unter dem 1. Satze. 


§ 8. Die Nullpunkte und Pole einer analytischen Funktion. 


Es handelt sich jetzt um zwei grundlegende Satze betreffend 
das Verhalten einer analytischen Funktion in der Nahe eines Null- 
punktes oder Poles. Der erste Satz lautet, wie folgt. 


1) GauB, ,,Allgemeine Lehrsiitze in Beziehung auf die im verkehrten 
Verhiltnis des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Absto- 
Bungskrifte’*, Beobachtungen des magnetischen Vereins fiir das Jahr 1839, Leipzig, 
1840, = Werke, Bd.5, S. 223; Riemann, Inauguraldissertation, 1851, § 11. 
Sowohl Gau8 als Riemann versuchten, mit Integraldarstellungen fiir die 
in Betracht kommenden Funktionen auszukommen, sind aber zu keinen stich- 
haltigen Beweisen gelangt. 
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1. Satz. Ist f(z) im Punkte z=a analytisch und ver- 
schwindet f(z) dort, ohne identisch =0 zu sein, so lapt sich f(z) m 
der Form darstellen: 

f(2) = (@ —@)™—(2), 
wo m eine natiirliche Zahl und (2) eine im Punkte a analytasche, 
dort nicht verschwindende Funktion von 2 ist. Infolgedessen  ver- 
schwindet f(z) in keinem zweiten Punkte der Umgebung von z= a. 

Nach dem Satze von $7, 8.834, kénnen nimlich alle Ablei- 
tungen von f(z) im Punkte a nicht = 0 sein. Sei also f™(a) die 
erste, die dort nicht verschwindet. Dann ergibt der Hauptsatz 
von §7 die Darstellung: 


f(e) = @—ay [ +. @ — a) Pasi], 


m! 


und darin ist eben der Beweis des Satzes enthalten. 

Der Punkt a heift!) ein Nullpunkt oder eine Wurzel m** Ord- 
nung. Man sagt wohl auch, die Funktion habe m (einfache) Null- 
punkte oder Wurzeln im Punkte a. Unter dem Ausdruck: f(z) 
nimmt im Punkte a den Wert b = f(a) m-mal an, wollen wir ver- 
stehen, daB die Funktion f(z) —b einen Nullpunkt m‘* Ordnung 


dort besitzt: 

f(z) —b = @ — a)" ele), p(a) +0. 
Wir sagen ferner, f(z) nimmt den Wert b m emem Berewh T 
k-mal an, wenn die Summe der Ordnungen der innerhalb T be- 
findlichen Nullpunkte von f(z) —b gleich k ist. 

Aus diesem Satze folgt vor allem, da der Identititssatz des 
vorhergehenden Paragraphen auch dann noch gilt, wenn man an 
Stelle jener zweidimensionalen Umgebung von a bzw. des von a 
ausgehenden Bogens nur eine unendliche Menge isolierter Punkte 
mit der Hiufungsstelle z = a treten laBt. 

Im AnschluB an den soeben bewiesenen Satz erhilt man einen 
analogen betreffend das Verhalten einer Funktion in der Nahe eines 
Poles, z =a. Da nimlich hier 


lim 7 
mean CY gud 
ist, so verhilt sich die Funktion 
1 
PQ) =F z+a; F(a) =0 


1) Unter einem Nullpunkt oder einer Wurzel einer Funktion versteht 
man allgemein jeden Wert des Arguments, wofiir die Funktion verschwindet. 
Der Inhalt der obigen Definition besteht eben in der Erklirung des Begriffs 
der Ordnung eines Nullpunktes. 
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nach § 6, 9. Satz im Punkte a analytisch und la8t sich also laut 
des obigen Satzes in der Gestalt schreiben: 

F(2) = (2 —a)"G(@), Ga) $0. 


Der reziproke Wert der Funktion ®(z), p(z) = 1/®(z), verhalt sich 
nun auch im Punkte a analytisch, und wir gelangen somit zu fol- 
gendem Satze. 


2. Satz. Hat die Funktion f(z) im Punkte a einen Pol, so 
lapt sich f(z) wm der Form schreiben: 


1 = 285 


Z—a)m’ 


ime 


wo m eme natiirliche Zahl und y(z) eme im Punkte a analytische, 
dort nicht verschwindende Funktion von z ist. 


Unter der Ordnung eines Poles versteht man die Zahl m, welche 
bei der obigen Darstellung den Exponenten bildet. Man sagt wohl 
auch, die Funktion f(z) habe im Punkte a m (einfache) Pole. 

An die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen an- 
kniipfend erhalten wir noch eine zweite Darstellung fiir eine Funk- 
tion f(z) in der Nahe eines Poles. Schreibt man nimlich nach § 7 


p (2) = Ann ae Am—1(2 oe a) REG Laas A, (2 car aye te (2 —a)™y(z), 
so gelangt man zu folgendem 


Zusatz. In der Umgebung emes Poles 2 =a kann f(z) auch 
m der Gestalt dargestellt werden: 


Am Am-—-1 A, 
Wee ee aeaeaest -+ p(z), 


ei iO 


wobet Am +0 ist und wp(z) sich im Punkte a analytisch verhdlt. 


Die Summe der rechter Hand auftretenden Briiche bildet den 
Hauptteil der Funktion f(z) im Pole a. 

Wie man sieht, sind alle Darstellungen dieses Paragraphen 
eindeutig. 


Aufgabe 1. Die Funktionen f(z) und g(z) mégen im Punkte 
z= a einen Pol m‘* baw. n*’ Ordnung haben. Was kann man 
dann iiber das Verhalten der Funktionen 


fae), fe +e),  fe/e() 


in diesem Punkte aussagen? (Man erértere alle Fille.) 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 22, 
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Aufgabe 2. Im Punkte z = a habe f(z) einen m-fachen Null- 
punkt. Man zeige, daB dann das Integral 


Fe) =f f@de 


einen (m + 1)-fachen Nullpunkt dort erhalt. 
Man spreche einen analogen Satz fiir das Integral 


F@ = f@de 


in der Umgebung eines Poles a aus. 

Die Siitze dieses Paragraphen sind deshalb alle bemerkenswert, 
da die Analogie mit den reellen stetigen Funktionen einer oder zweier 
reellen Veriinderlichen einen derartigen Sachverhalt nicht vermuten 
1aBt. Man denke etwa an die Funktion 


f(c)=e “sin7, «+0; f(0)=0. 


Sie ist ja nebst allen Ableitungen stetig und verschwindet im Punkte 
z= 0. Sie hat aber noch unendlich viele andere Wurzeln in der 
Nihe dieses Punktes. Allein wenn man dieses Vorkommnis aus- 
schlieBt, braucht eim Nullpunkt immer noch keine selbst durch eine 
gebrochene oder gar irrationale Zahl ausdriickbare Ordnung zu be- 
sitzen, wie das Beispiel zeigt: 


f(a) =", +0; . #0) =0, 


~ log a?’ 
wobei « = 0 eine beliebige reelle Konstante bedeutet. 
Ahnliche Bemerkungen gelten auch beziiglich eines Poles, wie 
man sich an den Beispielen 


log a? u>0 


‘eee “4 und (a?) ! 4 


klar macht. 


§ 9. Der Punkt oo, 


In der projektiven Geometrie sieht man sich gendtigt, neben 
den eigentlichen Punkten und Geraden der Ebene noch ideale Ele- 
mente, naémlich die Punkte der unendlich fernen Geraden, einzu- 
fiihren, damit die Saitze jener Geometrie den dem Wesen der Sache 
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entsprechenden Umfang erhalten und damit an Inhalt gewinnen. 
In der Funktionentheorie verhalt sich die Sache genau ebenso — eine 
Behauptung, wofiir schon die rationalen Funktionen (vgl. den fol- 
genden Paragraphen) einen ersten Beleg liefern werden; nur ist es 
fiir die Funktionentheorie die Transformation 


1 

(1) w=, 

bzw. die Gruppe der linearen Transformationen von z, welche fir die 
Festsetzung beztiglich des unendlich fernen Bereiches maBgebend 
ist. Durch die Transformation (1) gehen die auSerhalb des Hinheits- 
kreises |z| = 1 befindlichen Punkte der z-Ebene ein-eindeutig 
und stetig in die innerhalb des EHinheitskreises | w| = 1 gelegenen 
Punkte der w-Ebene iiber, den Punkt w = 0 allein ausgenommen; 
man vergleiche Kap. 6, § 10. Riickt der Punkt z lings eines belie- 
bigen Weges ins Unendliche, so strebt der Punkt w dem Punkte 
w = 0 zu, und umgekehrt. 

Den Bedirfnissen der Transformation (1) entsprechend wollen 
wir also den eigentlichen Punkten der Ebene noch einen idealen 
Punkt hinzufiigen und denselben als den Punkt co bezeichnen.?) 
Die Transformation (1) erweitern wir auch zugleich dadurch, dab 
wir dem Punkte zg = co den Punkt w = 0, sowie dem Punkte z= 0 
den Punkt w = co zuordnen. Dann entspricht der Umgebung des 
Punktes w = 0 in ausnahmslos ein-eindeutiger Weise ein Teil der 
erweiterten z-Ebene. Dieser Teil bildet die Umgebung des Punktes 
z = oo, welche wir nun direkt definieren wollen als denjenigen Teil 
der z-Ebene inklusive des Punktes zg = co, welcher auBerhalb einer 
beliebigen geschlossenen Kurve liegt. Wenn wir sagen: der Bereich T 
enthdlt den Punkt 2 = co wm Innern, so hei®t das, daB T alle eigent- 
lichen Punkte der Ebene umfaBt, welche auBerhalb eines geeignet 
gewihlten Kreises liegen. Der Punkt z= co heibt eine Hdufungs- 
stelle einer Punktmenge, wenn es auBerhalb eines beliebig vorgegebenen 
Kreises stets einen eigentlichen Punkt der Menge gibt. Jede unend- 
liche Punktmenge hat offenbar mindestens eine Haufungsstelle in 
der erweiterten Ebene. Letztere bildet einen abgeschlossenen Bereich. 


1) Das System der komplexen Zahlen in aihnlicher Weise durch Hinzu- 
fiigung einer Zahl co, — des sogenannten ,,eigentlichen Unendlichen** —, zu 
erweitern, ist nicht angebracht; man vgl. die Kinleitung zum 2. Abschnitte, 
sowie 8.6, Anm. 2. Will man sich doch ein abgeschlossenes Zahlensystem ver- 
schaffen, damit die Sonderstellung des Punktes co gehoben wird, so empfiehlt 


sich der Gebrauch homogener Variabelen. 
22% 
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Eine durch den Punkt ¢ = oo gehende Kurve C heibt eine 
regulire Kurve der erweiterten Ebene, falls jeder endliche Bogen der- 
selben regulir ist und auBerdem die Tangentenrichtung beim Uber- 
gang ins Unendliche sich einer Grenzrichtung nihert; vgl. Kap. 5, 
§ 1, Ende, insbesondere Aufgaben 2 bis 4. Hine solehe Kurve bleibt 
invariant gegeniiber einer linearen Transformation der Ebene. 

Projiziert man die Ebene stereographisch auf die Kugel (vel. 
Kap. 6, § 9) und ordnet man dabei dem Nordpol letzterer den Punkt 
z= oo zu, so wird dadurch die ganze erweiterte z-Ebene in ein- 
eindeutiger Weise auf die Kugel bezogen. Insbesondere geht die 
Umgebung des Punktes ¢ = oo in die Umgebung des Nordpols iiber. 


Uber das Verhalten einer Funktion im Punkte z= co. In 
einem Bereiche 7’, welcher alle auBerhalb eines bestimmten Kreises 
gelegenen eigentlichen Punkte der Ebene enthalt, sei f(z) ana- 
lytisch. Durch (1) geht f(z) dann in eine Funktion von w iiber: 


f(z) = ew), 


welche in der Umgebung von w = 0, diesen Punkt allein ausge- 
nommen, analytisch ist. Das Verhalten von m(w) im Punkte w = 0 
soll fiir das Verhalten von f(z) im Punkte z = co mafbgebend sein. 
Nach den Entwicklungen von § 6 unterscheidet man hier ebenfalls 
drei Fille. 


a) f(z) wird unendlich, wenn z = oo wird: 
Tes) cat 
Dann sagen wir: f(z) hat einen Pol im Punkte z = oo. 


b) Die Funktion f(z) bleibt endlich in demjenigen Teile von T, 
der auBerhalb eines geniigend groBen Kreises liegt. Dann bleibt 
p(w) auch endlich im entsprechenden Bereiche und strebt zufolge 
des 9. Satzes von §6 einem Grenzwert A zu, wenn w = 0 wird. 
Setzt man noch ~(0) = A, so verhilt sich m(w) auch im Punkte 
w = 0 analytisch. Dem entspricht die folgende Definition: Bleibt 
f(z) auBerhalb eines geeigneten Kreises | z| = R endlich: 


| (2) 


so verhdlt sich f(z) im Punkte z = co analytisch und hat dort den 
Wert 


<G, | a 


A = lim f(z) = f(@). 


z2=0 
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c) In jedem anderen Falle sagt man: f(z) hat eine wesentliche 
singuldre Stelle im Punkte z= oo. Die Funktion kommt dann jedem 
vorgeschriebenen Werte in jeder Umgebung dieses Punktes beliebig 
nahe. 

Darstellung emer Funktion in der Umgebung des Punktes 
z= oo. An den Haupsatz von §7, sowie an die Satze von §8 
betreffend die Darstellung von g(w) in der Nahe von w = 0 an- 
kniipfend, kénnen wir nun folgende Satze aussprechen. 


1. Satz. Verhdlt sich f(z) om Punkte z = co analytisch, so hat 
man 


= Gi Cn—-1 , (2) 
PL nen NO rape yn? 
wo n beliebig und y(z) mm Punkte co analytisch ist. 


2. Satz. Verschwindet f(z) wm Punkte oo, ohne identisch = 0 
Zu sein, so rst 


fe) = 22 


gm ? 


wo m eme natiirliche Zahl wt und p(z) sich im Punkte co ana- 
lytisch verhdlt, dort aber nicht verschwindet. 


3. Satz. Hat f(z) wm Punkte co ewmen Pol, so ist 
f(2) = (2) = One + Onset bo + Oe + 92), 
wo m eine natiirliche Zahl ist, die Funktionen p(z), p(z) sich beide 
im Punkte co analytisch verhalten, und iiberdies Cm = p(co) + 0 ist. 


Definitionen. Die im 2. und 8. Satze sich einstellende Zahl 
m definiert die Ordnung des Nullpunktes bzw. Poles, welchen 
7(z) im Punkte co hat. Ist f(z) im Punkte z = oo analytisch, so 
sagt man: f(z) nimmt den Wert A im Punkte z= oo m mal 
an, falls die Funktion f(z)— A dort m Wurzeln hat. Das im 
8. Satze auftretende Polynom heift der Hauptteil von f(z) im 
Punkte oo. 


Beispiel. Die Funktion von § 1: 
_ { eat 
Be) = f 204 

Cc 


verhalt sich analytisch in allen eigentlichen Punkten der Umgebung 
des Punktes z = co. Ferner findet man 


lim | 204! 9 
Paty) oe : 
C 
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d.h. F(z) verhilt sich auch im Punkte oo analytisech und ver- 
schwindet dort. Um die Ordnung dieser Wurzel zu bestimmen, 


setze man 
p(tjdt ot p(tdt 
ay eg a 
C Cc 


lim [20a = — format 
C C 


und beachte, daB 


ist. Verschwindet dieses letzte Integral nicht, so liegt eine einfache 
Wurzel vor. 

Konforme Abbildung der Umgebung des Punktes z = co. Der 
durch (1) definierten Transformation der Ebene entspricht nach 
Kap. 6, §10 eine ‘Transformation der Kugel in sich, welche aus 
einer Rotation derselben um eine in der Ebene des Aquators ge- 
legene Achse durch den Winkel z besteht, und welche also die Um- 
eebung ihres Nordpols auf die Umgebung des Siidpols konform 
iiberfiihrt. Hiermit wird ersichtlich besagter Transformation der 
Ebene die folgende Definition nahegelegt: Die durch die erweiterte 
Transformation (1) definierte Beziehung der Umgebung des Punktes 
z = co auf die Umgebung des Punktes w = 0 soll auch im Punkte- 
paare z = co, w = 0 konform heiBen. Allgemeiner seien 2 und wy 
zwei beliebige Punkte der z- baw. w-Ebene, wovon mindestens einer 
der Punkt oo sein soll. Die Umgebungen dieser Punkte sollen ein- 
ander in ein-eindeutiger Weise zugewiesen sein, wobei auBerdem Z 
und wy, einander entsprechen sollen. Dann heift die Beziehung 
auch im Punktepaare 29, wy konform, wenn sie es in jedem anderen 
jenen Umgebungen angehérigen Punktepaare ist. Hs ergibt sich, 
da dann die entsprechenden Bereiche der Kugeln ebenfalls konform 
aufeimander bezogen werden. Das zeigt man nimlich dadurch, daf 
man jeden dieser Bereiche auf einen endlichen Bereich der Ebene 
stereographisch projiziert und dann den in der Aufgabe von §. 827 
ausgesprochenen Satz in Anwendung bringt. Nun hatten wir friiher 
den Satz: Wird die Umgebung eines Punktes P auf die Umgebung 
eines Punktes Q und diese wieder auf die Umgebung eines Punktes R 
ein-eindeutig und konform bezogen, so ist die dadurch definierte Ab- 
bildung der Umgebung von P auf diejenige von R auch eine konforme. 


Bei der erweiterten Definition der konformen Abbildung bleibt dieser 
Satz noch bestehen. 


§ 9. Der Punkt co 343 


Um die z-Ebene, der Transformation (1) gema8, auf die w-Ebene 
abzubilden, kann man unter Benutzung der Kugel folgendermafSen 
vorgehen: Die z-Hbene médge die Kugel im Siidpol, die w-Ebene 
diese im Nordpol berithren, und zwar sollen dabei die reellen Achsen 
der beiden Ebenen gleichgerichtet, die imaginiren Achsen einander 
entgegengesetzt gerichtet sein. Dann wird man die z-Ebene mit dem 
Nordpol als Projektionszentrum auf die Kugel und diese dann wieder 
mit dem Siidpol als Projektionszentrum auf die w-Ebene stereo- 
graphisch projizieren. Hierdurch kommt die in Rede stehende Trans- 
formation gerade zustande. Dabei ist zu beachten, dab der Durch- 
messer der Kugel gleich 1 genommen worden ist. Vel. dariiber Neu- 
mann, Abelsche Integrale, 1. Aufl., 1865, 4. Vorlesung; 2. Aufl., 1884, 
3. Kap. 


Die Gruppe linearer Transformationen: 


(2) w= ae ad —be +0. 
Ist c+ 0, so gibt es einen endlichen Punkt z) = —d/c, dem kein 
eigentlicher Punkt der w-Hbene entspricht, und dessen Umgebung, 
diesen Punkt allein ausgenommen, auf die eigentlichen Punkte der 
Umgebung des Punktes w= co umkehrbar eindeutig und konform 
abgebildet wird. Dem Punkte z) werde nun der Punkt w = oo zu- 
geordnet. Des weiteren nahert sich w beim Grenziibergange z = co 
einem endlichen Grenzwerte w= a/c, und dieser Punkt w mége dem 
Punkte z= co zugewiesen werden, 

Hiermit wird die erweiterte z-Ebene durch die Transformation 
(2) in eindeutig umkehrbarer und ausnahmslos konformer Weise auf 
die erweiterte w-Ebene bezogen. Der Fall c = 0 wird in ahnlicher 
Weise behandelt, womit sich denn ergibt, da das soeben aus- 
gesprochene Resultat fiir jede Transformation der Gruppe (2) gilt. 


Aufgabe 1. Ist f(z) eme rationale Funktion: 
_ G2) 
= P(e)’ 
wo G(z), I'(z) zwei Polynome sind, so zeige man, daB f(z) entweder 
im Punkte z = oo analytisch ist oder einen Pol dort besitzt. 


Aufgabe 2. Man zeige, daB eine in jedem Punkte der erwei- 
terten z-Ebene analytische Funktion nichts anderes als eine Kon- 
stante sein kann. 
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Aufgabe 3. Es ist bereits einmal bewiesen worden, daf sich 
eine im Punkte z = a analytische Funktion, deren Ableitungen alle 
in diesem Punkte verschwinden, auf eine Konstante reduziert. Gilt 
dieser Satz auch in der erweiterten Ebene? 


Aufgabe 4. Man zeige, daB eine notwendige und hinreichende 
Bedingung dafiir, da8 die Umgebung des Punktes z = co durch die 
Funktion 


w = f(z) 


auf die Umgebung des Punktes w = co konform bezogen werde, 
darin besteht, daB f(z) einen einfachen Pol in z= oo habe. Wie 
lautet die Bedingung, daf jener Bereich der z-Ebene auf die Um- 
gebung eines endlichen Punktes w = b konform abgebildet werde ? 

Aufgabe 5.1) Sei 7 ein Bereich, welcher den Punkt z = co im 
Innern enthalt und von einer endlichen Anzahl einfacher regularer 
geschlossener Kurven begrenzt ist. Sei ferner f(z) mnerhalb 7’ ana- 
lytisch und am Rande von T stetig. Dann ist 


f) fe) =5,, | PS 


Sat.) te? 
C 
wo z ein beliebiger innerer eigentlicher Punkt von T' ist. 
Aufgabe 6. Ist f(z) m der Umgebung des Punktes z = oo, 


héchstens von diesem Punkte selbst abgesehen, analytisch, so besteht 
eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Kindeutigkeit 


des Integrals 
F (z) = f teas 


in diesem Bereiche darin, daB das Residuum (vgl. unten, § 11) von 
f(z) im Punkte z = co verschwinde. Soll F(z) tberdies im Punkte 
z= co analytisch sein, so mu f(z) dort mindestens zweimal ver- 
schwinden. — Wie lautet der Satz fiir einen endlichen Punkt? 


§ 10. Die rationalen Funktionen. 


Wir wollen in diesem Paragraphen die hauptsichlichsten funk- 
tionentheoretischen Satze betreffend Polynome?) und rationale Funk- 


1) Auf diesen Satz hat mich Hr. Curtiss aufmerksam gemacht. 
2) Wegen der hierher gehérigen Definitionen, sowie auch der Beweise der 
Satze, sei auf Bécher’s Algebra, Kap.1 verwiesen. Wir erinnern aber ins- 
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tionen zusammenstellen, deren Beweis schon in der niederen Algebra 
gegeben zu werden pflegt, und ihnen dann noch einen weiteren Satz 
(den 7. Satz) hinzufiigen, welcher fiir die Funktionentheorie von 
groBer Bedeutung ist. 

Was den Fundamentalsatz der Algebra anbetrifft, namlich den 
Satz, daB jedes Polynom von Grade n =>1 eine Wurzel besitzt, 
so gehort sein Beweis allerdings nicht in die niedere Algebra. Wir 
haben ja bereits zwei Beweise dieses Satzes kennengelernt, Kap. 6, 
§3 und Kap. 7, § 5; vgl. auch Kap. 18, § 3. 

Unter eimer ganzen rationalen Funktion einer oder mehrerer 
Verinderlichen versteht man eine Funktion, die sich auf die Form 
eines Polynoms bringen lat. Eine Funktion, welche als der Quotient 
zweier teilerfremder Polynome dargestellt werden kann, wobei sich 
das Nennerpolynom nicht auf eine Konstante reduziert, heiBt eine 
gebrochene rationale Funktion. 


1. Satz. Jedes Polynom 
Gd) G2) = ao + ae*-14+ +++ +a, ag +0, n Zi, 
lapt sich auf eine, aber auch nur auf eime Weise in das Produkt 
linearer Faktoren zerlegen: 

Gn (2) = Go(@ — a)" (2 — ae) * ++ (2 —Om)m, 

wo k,,...km natiirliche Zahlen bedeuten, deren Summe gleich n ist, 
und wo die Wurzeln a, vm tibrigen voneinander verschreden sind. 

Im Anschlu8 daran ergeben sich noch die weiteren Sitze: 

2. Satz. Hine notwendige und hanrerchende Bedingung dafiir, 
dap zwet Polynome einen gemeinsamen Teiler haben, welcher sich 


nicht auf eine Konstante reduziert, besteht darin, dafs sie evne ge- 
memsame Wurzel haben. 

Eine Funktion verschwindet rdentisch, wenn sie fiir alle in Be- 
tracht kommenden Werte des Arguments gleich 0 ist. Zwei Funk- 
tionen sind einander identisch gleich, wenn ihre Differenz identisch 
verschwindet. 

8. Satz. Identitatssatz. Verschwindet em Polynom, 


G(z) = Age" + aya? +--+ + Om, 
besondere an die Definition des Grades eines Polynoms. Ist nimlich 
G (z) = aga” + aya" + +++ + Gy, dy == 0, 
so hei®Bt G(z) vom Grade n. Danach hat das Polynom 0 keinen Grad. Hin 
Polynom vom Grade 0 ist eine von 0 verschiedene Konstante, und umgekehrt. 
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fiir mehr als n getrennte Werte seines Arguments, so verschwinden sdmt- 
liche Koeffizienten, und das Polynom verschwindet somit adentisch. 
Allgemeiner: Haben zwet Polynome, 
G (2) = age + a, 2-1 ++ ag; ayo + 0, 
I'(z) = by2™ + b,2e"-1 +--+. + Dn; bo == 0, 
gleiche Werte fiir mehr als N Werte des Arguments, wo N die gréfere 
der beiden Zahlen n, m bedeutet, so ist n = m, und thre Koeffizienten 
stimmen beziehungsweise miteinander tiberein: 
a, =:6,5 += OFT A. een. 
Mithin sind die Polynome einander identisch gleich. 
Mit Ricksicht auf die Entwicklungen von §§ 8, 9 kénnen wir 
ferner sagen: 
4. Satz. Hine rationale Funktion R(z) ist eine eindeutige Punk- 
tion, welche sich in der ganzen erweiterten z-Hbene im allgemeinen ana- 
lytisch verhilt und keine anderen singuléren Punkte als nur Pole besitzt. 


5. Satz. In der erweiterten z-Hbene ist die Anzahl n der Pole 
einer nicht konstanten rationalen Funktion 
_ Gi 
Be) = ra 
wo G(z), I’(z) teilerfremde Polynome sind, gleich dem héoheren der 
beiden Grade von G(z), I'(z). R(z) nimmt dort jeden Wert genau 
n-mal an. 
Besonders einfach gestaltet sich jetzt die Herleitung der 
Partialbruchzerlegung. 


6. Satz. Hine rationale Funktion laéBt sich sowohl durch den 
Quotienten zweier Produkte: 
R Pay | (2 Sai)! pe dy) hp 
e) Ee hee aoe 
als auch muttels partieller Briiche: 
CP CS’ oy 
~ Gah + Gaye PT aR, 


Se 


i 


f(z) 


. ow oe oY) aa ce 
 G—f)e T @—R)et Tag, 


+ Cy"+ C,z"-14..-4+0,2+0, 
darstellen. 
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Der erste Teil des Satzes erhellt sofort. Zum Beweise des zweiten 
Teiles ziehe man von R(z) den Hauptteil der Funktion in jedem 
Pole ab. Die dadurch erhaltene Funktion 


gu i i m 
O(z) = Rez) =>) pe ott. => C,gm-i+1 


t=1j=1 j=l 


verhalt sich dann in jedem Punkte der erweiterten z-Ebene mit 

Ausnahme der Pole f,,...8,, wo sie nicht definiert ist, analytisch, 

und bleibt iberdies endlich. Definiert man ®(z) noch in den Punkten 

B;,% =1,...q, als lim D(z), so erweist sich @(z) nach dem 9. Satze 
t=, 


von §6 als eine in der ganzen erweiterten z-Ebene ausnahmslos 
analytische Funktion. Darum ist ®(z) eine Konstante, § 9, Aufg. 2. 
Zam Schlu8 beweisen wir noch die Umkehrung des 4. Satzes. 


7. Satz.1) Hine Funktion f(z), die im der erweiterten z-Ebene 
im allgemeinen analytisch ist und keine anderen Singularititen als 
nur Pole dort besitet, rt eme rationale Funktion. Hat die Funk- 
tion wmsbesondere keine Pole wm LHndlichen, so ist sie eine ganze 
rationale Funktion. 


Zunichst ist klar, daf die Anzahl der Pole eine endliche sein 
mu. Denn sonst giibe es ja mindestens eine im Endlichen oder im 
Punkte co gelegene Haufungsstelle von Polen. Hin solcher Punkt 
kann aber kein Pol sein, denn in der Nihe eines Poles verhilt sich 
die Funktion, wie wir wissen, vom Pole selbst abgesehen, aus- 
nahmslos analytisch. 

Zieht man jetzt von f(z) den Hauptteil der Funktion in jedem 
Pole ab, so kann man hier wieder genau so schlieBen, wie beim 
Beweise des 6. Satzes. 

Aus den vorstehenden Satzen geht hervor, daB eine rationale 
Funktion durch Angabe der Pole nebst dem Hauptteile der Funktion 
in jedem derselben baw. durch Angabe der Nullpunkte und Pole 
(je mit der zugehérigen Multiplizitit) bis auf eine additive bzw. 
multiplikative Konstante bestimmt wird. Bei der letzten Bestim- 
mung mu nur die Gesamtzahl der Nullpunkte und Pole in der er- 
weiterten Ebene die nimliche sein, sofern die Funktion keine Kon- 
stante ist. 


1) Méray, Comptes Rendus, Bd. 40 (1855), S. 788. Man vgl. auch wegen 
der Sitze dieses Paragraphen Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, 1859, 
Kap. 4, S. 34. 
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Zusatz. Wird die erweiterte Ebene (baw. die Kugel) ausnahms- 
los ein-eindeutig und konform in sich tibergefiihrt, so laBt sich diese 
Verwandlung vermége einer linearen Transformation ausdriicken. 


$11. Das Residuum. 


Sei f(z) eine Funktion, welche in der Umgebung einer Stelle 
z= a, héchstens mit Ausnahme dieses Punktes selbst, analytisch 
ist, und sei ferner S ein von einer einfachen reguliren geschlossenen 
Kurve C begrenzter Bereich, welcher a umfaBt, innerhalb des Be- 
reiches 7’, wo f(z) betrachtet wird, liegt und weiter keinen singu- 
liren Punkt von f(z) im Innern oder auf seinem Rande enthilt. 
Dann heift das in positivem Sinne tiber den Rand von S erstreckte 
Integral 


ami} fae 


das Residuwm von f(z) im Punkte a. Ist a = co, so wird man, wie 
erinnerlich, unter dem positiven Sinne denjenigen verstehen, in 
welchem C durchlaufen werden mu, damit man den auBerhalb C 
gelegenen Teil der z-Ebene zur Linken hat. In einem endlichen 
Punkte a, in welchem f(z) analytisch ist, hat das Residuum den 
Wert 0. 

Von besonderer Bedeutung ist das Residuum einer Funktion 
in einem Pole a. Stellt man f(z) hier in der Form dar: 


f@=_— Cm 


C; 
(z—a)™ Gane tek eee) 
so hat das Residuum den Wert C;. Ist f(z) im Punkte oo analytisch 
oder hat f(z) dort einen Pol: 


a. 


f (2) = CO ne™ eet Cz oe Cy ot rat + oP ole), m=0, 


so erhilt man als Wert des Residuums nicht C,, sondern — C_,. 


1. Satz. In jedem inneren und Randpunkte eines endlichen von 
einer oder mehreren einfachen geschlossenen reguldren Kurven begrenz- 
ten Bereiches X sei f(z) bis auf innerhalb & gelegene Pole stetig und 
innerhalb X, von jenen Polen abgesehen, analytisch. Dann erhilt man 
die Summe der Residuen von f(z) in den Polen, indem man f(z)/2xt 
im positivem Sinne iiber den Gesamtrand von & hin integriert. Der Satz 
gilt auch dann noch, wenn X den Punkt co als inneren, nicht aber als 

vandpunkt enthdlt. 
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Der Beweis ergibt sich sofort aus dem Cauchyschen Integral- 
satze, indem man jeden singuliren Punkt durch einen kleinen Kreis, 
den Punkt z= oo, falls er in &' enthalten ist, durch einen grofen 
Kreis ausschneidet und dann iiber den Rand des neuen Bereichs 
integriert. In der deutschen Literatur ist diese Art, die Summe der 
Residuen innerhalb eines gegebenen Bereiches zu erhalten, als die 
Methode des Herumintegrierens bekannt. 

Unter dem logarithmischen Residuwum von f(z) im Punkte a wollen 
wir das Residuum der Funktion f’(z)/f(z) in diesem Punkte ver- 
stehen, also das Integral 


AGE eee ee 
Dn pei ani ee) | 
C 


wo der letzte Ausdruck den Zuwachs bedeutet, welchen die Funk- 
tion log f(z)/2s1 erfihrt, wenn z die Kurve C in positivem Sinne 
durchlaéuft. Das logarithmische Residuum ist also nichts anderes 
als der Zuwachs der Funktion arc f(z) lings der Kurve C, geteilt 
durch 27. Im Anschlu8 an den Zusatz von Kap. 6, §3 kann man 
also jetzt den folgenden Satz aussprechen. 


2. Satz. Die Ordnung eines Nullpunktes oder eines Poles der 
Funktion f(z) ist gleich dem logarithmischen Residuum bzw. dem nega- 
tien Werte des logarithmischen Restiduums der Funktion im diesem 
Punkte, der auch insbesondere der Punkt co sein kann. 

Nach den gegenwirtigen Methoden wiirde man den Beweis, wie 
folgt, fiihren. Sei a zunichst ein im Endlichen gelegener Nullpunkt 
m** Ordnung: 

fe) = (2 — a)" 92), p(a) +0. 


Dann ist 


wo y(z) im Punkte z =a analytisch ist. Daraus folgt der erste 
Teil des Satzes fiir den genannten Fall. In dieser letzten Gleichung 
ist fernerhin der Beweis fiir den Fall eines im Endlichen gelegenen 
Poles enthalten, indem man jetzt unter m eine negative ganze Zahl 
versteht. In ahnlicher Weise wird auch der Fall behandelt, da der 
Nullpunkt oder Pol im Punkte z = oo hegt. 

An diese Sitze schlieBt sich noch ein wichtiges Kriterium be- 
ziiglich der Anzahl der Nullpunkte und Pole einer analytischen 
Funktion in einem gegebenen Bereiche. 
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8. Satz. Im Innern eines von einer oder mehreren einfachen 
reguliren geschlossenen Kurven begrenzten Bereiches & set f(z) héch- 
stens mit Ausnahme von Polen analytisch; ferner sei f(z) am Rande 
stetig, und auBerdem sei f(z) dort von Null verschieden. Dann ist die 
Gesamtzahl der in X gelegenen Nullpunkte von f(z) weniger der Ge- 
samtzahl der Pole, jeden dieser Punkte seiner Multvplizitdt nach ge- 
rechnet, gleich dem lings der ganzen Begrenzung C von & in positiwem 


Sinne erstreckten Integral 
1 {2 (e)d2_ 
27%, f (2) 
C 


Der Satz gilt selbst dann noch, wenn & den Punkt z= co zum 
inneren oder Randpunkte hat. 


Liegt der Rand im Endlichen, so kann man gerade so verfahren, 
wie beim Beweise des 1. Satzes. Im andern Falle wird man den 
tand zunichst durch eine lineare Transformation ins Endliche 
schaffen. 

Vermége dieses Satzes kann man auch den letzten Teil des 
5. Satzes von § 10 beweisen, indem man die erweiterte Ebene durch 
eine geschlossene Kurve zerlegt und den Satz dann auf jeden der 
beiden dadurch entstehenden Bereiche anwendet. Hinen besonderen 
Fall des 8. Satzes wollen wir noch explizite erwiaihnen. 


Besteht X aus dem Innern emer einzigen 1m Endlichen gelegenen 
Kurve C und hat f(z) keine Pole; wiichst ferner das vorstehende Integral, 
oder auch die Funktion are f(z)/2% um n, wenn z den Rand in posi- 
tivem Sinne durchliuft, so hat f(z) genau n Wurzeln in &. 


Bei Cauchy spielte der Begriff des Residuums und die Methode 
des Herumintegrierens von vornherein eine wesentliche Rolle. Den 
Kern dieser Methode findet man schon in der Abhandlung vom 
Jahre 18147), wahrend das Residuum bereits zur Zeit der Abfassung 
der Hzercices de mathématiques (1826), also fimf Jahre vor der Ent- 
deckung des Cauchy-Taylorschen Reihensatzes, ein gebriuchliches 
Werkzeug in seinen Handen war. Ist doch die Cauchysche Integral- 


formel selbst weiter nichts als eine Anwendung des 1. Satzes dieses 
Paragraphen auf die Funktion von tf: a Ee. Auch zur Her- 
leitung von Reihen- und Produktentwicklungen wandte Cauchy 


dieses Verfahren an, und neuere Forscher haben den Gedanken 


1) Man vergleiche die 1. Anmerkung zu § 2. 
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wieder aufgenommen und mit Erfolg verwertet. Man vergleiche 
vornehmlich Dini, Serie di Fourier, sowie die damit verwandten 
Untersuchungen von Kneser.1) Zur Hinfiihrung in diesen Gedanken- 
kreis leistet die Darstellung bei Picard, Traité d’analyse, Bd. 2, 
Kap. 6, vorziigliche Dienste. Wir werden spiter einmal wieder hier- 
auf zurickkommen. 


Aufgabe 1. Hat f(z) eine einfache Wurzel z = a, aber keine 
Pole in einem Bereiche S, so ist 
ye tee Zz i) dz. 


ani) ” Fe) 
Cc 


Aufgabe 2. Man zeige, dai das Residuum von 
A 
(2—a) («@—2) 
im Punkte z= a den Wert A/(x —a) hat. Allgemein hat dort die 


Funktion 
A 


(@—a)™ (a—2) 
das Residuum 
A 
(e—a)™ * 
Aufgabe 3. Man bestimme das Residuum, sowie das logarith- 
mische Residuum der Funktion 
& 
(2— a) (@—b)? 
im Punkte z = b. 
Aufgabe 4. Man zeige, daB die Summe der Residuen einer 
rationalen Funktion in der erweiterten Ebene gleich 0 ist. 


§ 12. Uber Potenzreihen. 
Sei 
(1) Co + O12 + ¢g2% +--- 


eine Potenzreihe, von der man wei, daf sie fiir elnen von 0 ver- 
schiedenen Wert z=Z konvergiert, oder allgemeiner, daf die 
Glieder der Reihe fiir zg = Z bloB endlich bleiben: 


(2) |e,Z"| SG, 


wo G@ eine positive Konstante bedeutet. Sieht man von dem be- 


1) Math. Ann., Bd. 58 (1903), 8. 81. 
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sonderen Falle ab, da8 die Reihe wberhaupt fiir alle Werte von z 
konvergiert, so gibt es stets einen Kreis, den sogenannten Konver- 
genzkreis +), innerhalb dessen die Reihe absolut konvergiert und auBer- 
halb dessen sie divergiert. In den Randpunkten dieses Kreises kann 
sowohl Konvergenz als Divergenz herrschen. Der Beweis des ent- 
sprechenden Satzes im Bereiche reeller Veriinderlicher (Kap. 8, § 4) 
pat auch hier ohne formale Modifikation. 

Hinsichtlich des funktionentheoretischen Verhaltens einer Po- 
tenzreihe besteht der folgende Satz. 


Lehrsatz. Sei T ein beliebiger Bereich, welcher nebst seinen 
Randpunkten innerhalb des Konvergenzkretses der Potenzrethe 


Co tee +¢,22 +- 


liegt. Dann konvergiert die Rethe fiir den Bereich T inklusive seies 
Randes gleichmifig und stellt infolgedessen eine im Konvergenzkreise 
analytische Funktion vor. 


Man kann nimlich eine positive GréBe H so wihlen, daB H 
einerseits kleiner als der Konvergenzradius der Potenzreihe ist, 
wihrend H andererseits groB genug ist, damit ZT im Kreise 
|z¢| SH liegt. Nun konvergiert aber die Reihe nach dem Vor- 
hergehenden fiir z= H absolut; d.h. die Reihe 


(Ct es a re = A aor Ds Ae 2h 


konvergiert. Daraus erschlieBen wir die gleichmiBige Konvergenz 
der vorgelegten Reihe fir alle Punkte |z|< H und also ins- 
besondere fiir die Punkte von T nebst Rand. Denn das Weier- 
straBsche Kriterium fir gleichmaibige Konvergenz (Kap. 3, § 4) gilt 
ja auch fiir Reihen mit komplexen Gliedern. Im vorliegenden Falle 
braucht man also nur 


zu setzen, dann ist durchweg 
| ¢,2" | = M, 


und alle Forderungen des Kriteriums sind erfiillt. 
Man beachte wohl, daB der vorstehende Satz nicht gleich- 
bedeutend mit dem folgenden Satze ist: Hine Potenzreihe konver- 


1) Auch wahrer Konvergenzkreis genannt. 
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giert gleichmaBig imnerhalb ihres Konvergenzkreises. Dieser Satz ist 
falsch, wie schon die geometrische Reihe 


1+z2+2*4.-:. 


zeigt. Diese Reihe hat den Hinheitskreis zum Konvergenzkreise, 
konvergiert aber nicht gleichmiéig innerhalb desselben, denn der auf 
die ersten n Glieder folgende Rest hat ja den Wert 


und bleibt somit in besagtem Kreise nicht einmal endlich, geschweige 
denn dem absoluten Betrage nach unter einer vorgegebenen posi- 
tiven GréBe e. Eine Potenzreihe konvergiert stets absolut im Innern 
ihres Konvergenzkreises, im allgemeinen aber nicht glewchmdfig. 


Aufgabe. Man zeige, daB der Konvergenzbereich der Reihe 


Cy 


C 23 
Sa piiaci 


Ce 
a r (2 — a)? 


im allgemeinen aus dem AuSern eines Kreises | z —a|—= R be- 
steht. Insbesondere kann Rk = 0 sein, die Reihe kann fiir alle Werte 
von z mit Ausnahme von z = a konvergieren. Andererseits erleidet 
der Satz eine Ausnahme, falls die Reihe tberhaupt fiir keinen Wert 
von z konvergieren sollte. Des weiteren konvergiert die Reihe gleich- 
maiBig in jedem auBerhalb des Kreises | z —a| = R gelegenen Be- 
reiche 7, welcher nur keinen Randpunkt mit besagtem Kreise gemein 
hat, und stellt somit in ihrem Konvergenzbereiche eine analytische 
Funktion vor. 


Identititssatz. Verschwindet eine Potenzrethe fiir alle Werte 
des Arguments in der Umgebung der Stelle z = 0, so verschwindet 
jeder Koeffrzvent derselben. 

Stimmen die Werte zweier Potenzrethen fiir alle Werte des Arqu- 
ments in der Umgebung der Stelle z = 0 mateinander iiberein, so haben 
thre Koeffizienten baw. gleiche Werte. 

Allgemeiner geniigt es, vorauszusetzen, das das Verschwinden bzw. 
die Ubereinstimmung bloB in einer abzdhibaren Menge von Punkten 
mit der Héufungsstelle z = 0 stattfindet. 


Setzt man nimlich in der gegebenen Reihe: 
O = Cy + 2 + Cgz? +-- 
guerst z = 0, so folgt ¢) = 0. Daraus schlieSt man: 


0 = 2(¢, + Coe + cgz? +---). 


Osgood, Funktionentheorie, I. 5. Aufl. 23 
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Solange z+ 0 ist und im Konvergenzkreise der gegebenen Reihe 


liegt, ist also 
0 = c¢, + coe + ¢g22?4--- 


Diese letzte Reihe stellt aber eine im Punkte z = 0 stetige Funktion 
yor, und infolgedessen verschwindet sie auch fiir z= 0. Hiermit 
ist gezeigt, daB c, = 0 ist. 

Durch Wiederholung dieses Schlusses beweist man allgemein, 
daB c, = 0 ist. 

Der zweite Teil des Satzes ergibt sich, indem man die eine Reihe 
gliedweise von der anderen abzieht und dann den ersten Teil des 
Satzes auf die neue Reihe anwendet. Den Beweis des letzten Teils 
wird der Leser mit Leichtigkeit fiihren. 


$18. Die Cauchy-Taylorsche Reihe. 


Die Reihenentwicklung einer analytischen Funktion f(z) nach 
ganzen positiven Potenzen von z —a ergibt sich auch unmittelbar 
aus dem Theorem von § 7. 


Der Cauchy-Taylorsche Reihensatz.1) Ist f(z) in eimem 
Bereich T analytisch und ist a em beltebiger Punkt von T, so lapt 
sich f(z) in eine nach ganzen positwen Potenzen von z — a fortschret- 
tende Rethe entwickeln: 


fle) = fa) + #@) @—a) + GP Gaye +E @— ayn pe 


Dabei konvergiert die Rethe und stellt die Funktion f(z) fiir alle Werte 
z dar, die innerhalb des gréBten Kreises wm a legen, welcher nur 
keinen dem Bereich T nicht zugehérigen Punkt im Innern einschlieft. 
Die Darstellung ist iiberdies eindeutig. 


pee) 


n! 


1) Brook Taylor, Methodus incrementorwm directa et inversa, London 
1715, S. 21; man vergleiche Pringsheim, ,,Zur Geschichte des Taylorschen 
Lehrsatzes** Bibliotheca Mathematica, 3. Folge, Bd.1 (1900), 8.433. Die erste 
Veroffentlichung dieses Satzes in der gegenwirtigen Formulierung findet sich 
in einer lithographischen Abhandlung von Cauchy aus dem Jahre 1831; ,,Sur 
la mécanique céleste et sur un nouveau calcul appellé calcul de limites‘, lu 
a l’Académie de Turin le 11 octobre 1831; dariiber eine Anzeige in Férussac’s 
Bulletin des sciences mathématiques, physiques et chimiques, Bd. 15 (1831), S. 260. 
Hierauf folgte eine italienische Ubersetzung der Abhandlung (bzw. der ersten 
Teile davon) in den Opuscoli matematici e fisici di diversi autori, Bd. 2, 8.1, 
133, 261; Milan, 1834. Der erste, fiir die Funktionentheorie am wichtigste Teil 
der Abhandlung ist in der Ursprache von Cauchy in den Laercices d’analyse 
et de physique mathématique, Bd. 2, 1841, 8.41, abgedruckt. Wegen weiterer 
Zitate vergleiche man Encyklopddie, 11 B1, Nr. 7. 
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Sei z ein innerer Punkt des im Satze genannten Kreises. Dann 
hat man nach §7 


f (@) = f(a) + f(@) (@—4) +--+ + FY (@ — ayn + 2-4)" Py (2) 


und es handelt sich blo& noch um den Nachweis, daB das Restglied 
(¢ —a)"P,,(z) bei wachsendem n gegen 0 abnimmt. Man nehme den 
Kreis K so, daB er z umfabt. Dann ist nach der Abschitzung jenes 
Paragraphen 


| (@—a)"Palz)|S 


ML R \n 
Qnm ees, J 
und das Restglied konvergiert auch in der Tat gegen 0, w. z. b. w. 
DaB die Darstellung auBerdem eindeutig ist, ergibt sich aus dem 
Identititssatz von § 12. 

Dem Beweise kann man eine andere Form geben, indem man 
von der Reihenentwicklung 


1 1 Z—a —a)r-} 


aed (2 
fee ea (Re ime (t — a)” + 


ausgeht, vgl. Fig. 80, und beiderseits mit f(t)/221 multipliziert. Die 
neue Reihe konvergiert gleichmabig lings C und gestattet somit eine 
gliedweise Integration lings C. Es eriibrigt dann nur noch, die 
Glieder der neuen Reihe vermége der Formel (1), § 5, zu deuten. 

Insbesondere kann die Reihe fiir alle Werte von z konvergieren. 
Der Definitionsbereich der Funktion f(z) laBt sich dann anf die 
ganze Ebene ausdehnen. In diesem Falle heiBt f(z) eme ganze Funk- 
tion, und zwar, sofern die Reihe nicht gerade mit einer endlichen 
Anzahl von Gliedern abbricht und somit zum Polynom wird, eine 
ganze transzendente Funktion (WeierstraB). 


Die Entwicklung im Punkte z = co. Enthalt der Bereich T den 
Punkt z= co im Innern, so nehme man die Transformation 
1 


w= oder allgemeiner w =—— 
z& “— 
vor. Ist nun f(z) im Punkte z = oo analytisch, so geht f(z) dabei 


in eine Funktion 

f(z) = p(w) 
iiber, welche sich bei gehériger Festsetzung beziiglich ihres Wertes 
im Punkte w= 0 auch dort analytisch verhalt und infolgedessen 
durch eine Potenzreihe dargestellt werden kann: 


p(w) = C + ¢,w + Cow? +- 


23% 
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Daraus findet man, indem man sich blo8 auf die erste Transforma- 
tion beschrankt: 


te) =totate 


Die Reihe konvergiert und stellt die Funktion fiir alle diejenigen 
Werte von z vor, welche auBerhalb des kleinsten um a = 0 gelegten, 
alle Randpunkte von 7 im Innern oder auf seiner Begrenzung ent- 
haltenden Kreises liegen. 

Diese Entwicklung wird in der Regel erst aus der Laurent- 
schen Reihe abgeleitet. Die beiden auf die Koeffizienten sich be- 
ziehenden Formeln (vgl. § 15): 

cu ang f of) at, lon |< Mr, 
Cc 
lassen sich hier aber auch direkt, also ohne Voraussetzung des 
Laurentschen Satzes ableiten, und zwar nach demselben Ver- 
fahren, wie das in § 15, Ende, angewandte. 


$14. Zur Reihenentwicklung zusammengesetzter Funktionen. 


Die Koeffizienten der Cauchy-Taylorschen Reihenentwicklung fiir 
einige der wichtigsten elementaren Funktionen lassen sich direkt 
durch Differentiationen berechnen. So erhilt man die Darstellungen 


(1) @altep ore pay 2| <00; 
(2) gin z= 2 ei +2 Z fuse, 2) Oo8 
(3) cos2 = 1p Epes, 2| <00; 
(4) (1+ 2)™=14m2e+ 29 a. ..., state 
(5) log(l+2)=2-F 427 4..., A ae 


Die ersten drei Reihen konvergieren fiir alle Werte von z, die beiden 
letzten haben den Hinheitskreis zum Konvergenzkreise (sofern m 
nicht gerade eine natiirliche Zahl oder 0 ist). Bei den Formeln (4) 
und (5) handelt es sich ja selbstredend um eine besondere Be- 
stimmung der linker Hand stehenden vieldeutigen Funktionen. 
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Die Formel (5) wird auch durch gliedweise Integration der geo- 
metrischen Reihe hergeleitet. 


3 =1—24+7-..., 
log (1 + 2) -f lr SS 
J ite line? 
Hierbei soll der Integrationsweg auf das Innere des Einheitskreises 
|2@| <1 beschrinkt werden. Dann stellt das Integral nach § 3, 
1. Satz (bzw. die Reihe nach § 12, Lehrsatz) eine in diesem Kreise 
analytische Funktion vor. Langs der Strecke der reellen Achse 
—1< 2 <1 stimmt diese Funktion ferner mit dem reellen Logar- 
ithmus log (1 + 4%) ititberein. Dem Identititssatze von § 7 zufolge 
fallt also das Integral bzw. die Reihe mit derjenigen Bestimmung 
der Funktion log (1 + z) zusammen, welche sich im Hinheitskreise 
analytisch verhalt und lings jener Strecke der reellen Achse reelle 
Werte annimmt. — Im iibrigen sei an das erste Beispiel von § 8 er- 
innert; vermége eines ahnlichen Integrationsweges kann auch hier 
das Integral mit einer geeigneten Bestimmung der Funktion 
log (1 + 2) identifiziert werden. Oder man kann das vorgelegte 
Integral mittels der Transformation 2’ = z—1 in jenes frihere 
Integral direkt wberfiihren. 
Auf abnliche Weise findet man ferner die Entwicklungen 


3 5 
(6) sretone= | #242 _..., 2a eke 
0 
° d il Ze 1-3 2 
(7) are sin Z = ie +5e+5a5t ; [21 ed 


Allgemein lassen sich die Koeffizienten der Reihenentwicklung 
fiir die Funktionen (1)... (5) in einem beliebigen Punkte z = a der 
Ebene, in welchem sich die betreffende Funktion analytisch verhialt, 
durch die soeben verwendeten Methoden berechnen. Im besonderen 
wollen wir noch die beiden Entwicklungen hersetzen: 


1 


1 2 
log 8) a ap ney 


rR 
| 
a 
(ele) 
=) 
-- 


Z™=a"™+ ma”-1 (z —a) |. Meltaeet) qm-2 (2 = a)? +t. .-., 
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bemerken aber zugleich, daB sie sich auch direkt ergeben, indem man 
einerseits 

log z = log[a + (¢ — a)] = loga + log (1 4 —*) : 
andererseits 


2™— [a + (e—a)]™=a™ (1 fe chal 


setzt und sodann die Formel (5) baw. (4) in Anwendung bringt. 
Beide Reihen haben zum Konvergenzkreis |z—a|<|a|. 

Der Produktsatz. Zwei Potenzreihen lassen sich zusammen- 
multiplizieren, als ob sie Polynome wiren, 


(ap + a,2 + agz? +--+) (bp + 0,2 + Dg2? +--+) 
=Cy + ¢,2 + cg2?+---, 
Co = Agbo, 
(8) Cy = Ayby + 4,05, 
Co = Agbe + a,b, + agbo, 


und zwar konvergiert die Produktreihe mindestens innerhalb des 
kleineren der beiden Konvergenzkreise der vorgelegten Reihen. Sei 
nimlich 


f(z) = @ + a,2 + a,22 +---, 
P(2) = bo + biz + baz? +---, 
wobei also nach Voraussetzung die beiden Reihen mindestens in einem 


gewissen Kreise |z| < R konvergieren. Dann verhalten sich so- 
wohl die Funktionen f(z), g(z) als auch ihr Produkt 


(9) o(z) = f(z) p(2) 
analytisch in diesem Kreise. Demnach 1a8t sich w(z) nach dem 
Cauchy-Taylorschen Lehrsatze in eine Potenzreihe entwickeln, 


w(Z) = Co + 2 + 6,2? - 


Um die Koeffizienten c, zu berechnen, differenziert man die 
Gleichung (9): 
wo =fy +f'9, 
wo” = fo" + 2f'9' +fr9, 


+ SD) 


=fo™+ nf’ (n-1) ” pr 4... of a BE 
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Dividiert man nun die n-te Gleichung durch n!, so kommt 


o™ yg” fl gy” —1) if git — 2) f\» 
nto Gaba (qo iyie® al (n — 2)! ated nt 2° 
Indem man hier z = 0 setzt und bedenkt, daB 
{ (n) om 
LEA = Cn = mili 


ist’), ergeben sich die in Aussicht genommenen Beziehungen (8). 
Der Quotientensatz. Wird eine Funktion in der Form eines Quo- 
tienten f(z)/p(z) gegeben und entwickelt man Zihler und Nenner 
nach dem Cauchy-Taylorschen Satze, so erhalt man eine Reihen- 
entwicklung fiir besagten Quotienten dadurch, da man die Nenner- 
reihe in die Zihlerreihe gerade so dividiert, als ob es sich blo& um 
Polynome handelte. In der Tat sei 
f(2) = dy + ye + aye? o>, 
p(z) = bo + biz + baz? +---, 
und sei zuniichst bj) += 0. Dann hat man nach dem Cauchy-Taylor- 
schen Lehrsatze 
MOLE ect urna ye Binary 
Um die Koeffizienten ¢, nun wirklich zu berechnen, multipli- 
ziere man diese Gleichung mit g(z); so kommt: 
My + 4,2 + age? +--+ = (by + 0,2 + doz? +---) (Cg + 6,2 + Cg2+4+ ---) 
— Dolo + (boc, a by Cp) 2 oe (bol, +e 016; 4 Dalle o AS 
Bringt man noch den Identitiétssatz von § 12 in Anwendung, so 


ergibt sich: 
bolo = Ap, 


(10) boty + by 69 = Ay, 
Dole -+- Osc; + bly — Os, 


Das sind aber nichts anderes als die Gleichungen, woraus sich die 
ersteren Glieder des Quotienten zweier Polynome bestimmen, und 
das wollten wir eben beweisen. 


1) Die Formeln werden auf den Fall n = 0 ausgedehnt, indem man 
Ohe= 1; f= 7 sotz. 
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Beispiel. 
f(z) = sin z, y (2) = cos 2, 
e 2 
ak ee ae Oe ae 
wa =2 ge tye + . 
I 9! oa) 


Wie man sich leicht iiberzeugt, behilt das Verfahren selbst dann 
noch seine Giiltigkeit bei, wenn die Nennerfunktion eine Wurzel m‘** 
Ordnung in z = 0 hat, nur tritt dann, sofern die Ziahlerfunktion 
nicht mindestens ebensooft bzw. identisch verschwindet, der Haupt- 
teil des Poles vor die Potenzreihe. 


Beispiel: 


re Sa 2 
cotg 2 = : = 3 i 


Zusammengesetzte Funktionen. Handelt es sich um die Berech- 
nung einer bestimmten Anzahl der Koeffizienten der Reihenent- 
wicklung fiir eine zusammengesetzte Funktion, so leistet haiufig das 
folgende Verfahren gute Dienste. Wir wollen es zunaichst an einem 
Beispiele erliiutern. Hs sollen nimlich die Koeffizienten der Reihe fiir 


zsinz 


é 


bis zum Gliede mit z§ wirklich ausgerechnet werden. Dazu setze 
man 
w= 258In2 


und ziehe die Entwicklungen (1), (2) heran: 
w i ae cee yl Hy 
zsin z= 22 — — 


Nun ist nach dem vorstehenden Satze betreffend die Multiplikation 
zweier Potenzreihen 


ye & 

om Bo é a+ Ss ae — wag 2° + , 
+w + ga— ++ J B+..., 
5 = Ce alee ee a 
34 wt = 24 a + , 
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Ferner wird in der elementaren Reihenlehre gezeigt, daB eine end- 
liche Anzahl von Reihen gliedweise zusammenaddiert werden kénnen. 
Hs handelt sich hier aber um die gliedweise Addition einer unend- 
lichen Anzahl solcher Reihen. Da8 dieser Schritt unter gewissen 
Bedingungen, welche hier auch erfillt sind, wirklich gestattet ist, 
besagt der sogleich zu besprechende, von Weierstra8 herriihrende 
Reihensatz. Danach erhalt man die in Aussicht genommene Ent- 
wicklung: 
even — J + ®@ + tet 4 2s — je . 


Kin Reihensatz.1) Hs mégen wnendlich viele Potenzrethen vor- 
gelegt sem: 
Uy, (2) = eo) + ¢,%2 + 22 +---, 


Ug (2) = Goh?) = Chaz + Col?) 2? ai a ea 


Us (2) = GAO} aa Coe ob G3) 2" -f- at (en 


deren alle in ein und demselben Kreise | z| < R konvergieren. Aufer- 
dem soll die Rethe 
T(z) = uy (2) + ug(2) + °° 


an jedem klewneren Icreise |z| < R’ < R glewhmiafig konvergieren. 
Die hvermit erhaltene Funktion f(z), welche sich ja vm ersten Kreise 
analytisch verhdlt, mége nach dem Cauchy-Taylorschen Lehrsatze im 
ewe Potenzrethe 


f(2) = @ + 4,2 + a,22 + --- 


entwickelt werden. Dann konwvergiert jede der obigen Vertikalrethen 
und zwar rst 


nm=1 (iB n=1 


Mit anderen Worten lassen sich die unendlich vielen Potenzreihen 
wie Polynome zusammenfassen, indem man alle Glieder gleicher 
Dimension in z zu einem einzigen Gliede verbindet, wodurch dann 
die Cauchy-Taylorsche Reihenentwicklung fiir die Funktion f(z) 
gerade zustande kommt. 


1) Man vergleiche das in § 5 gegebene Zitat auf WeierstraB8. 
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Der Beweis ist iuBerst einfach. Setzt man niimlich zunichst 
z= 0, so kommt: 


(0) = ag = 1 (0) + %(0) +--+ = > oe. 
Differentiiert man dann die Reihe 
f(z) = Uy (2) + Ue(2) ++: 


gliedweise, was hier nach dem 5. Satze von §5 gestattet ist, und 
setzt man darauf z = 0, so wird 


f’ (0) — a, = uy’ (0) + Uy’ (0) + ee eee Dey. 


n=1 


Dureh fortgesetzte Wiederholung dieses Verfahrens ergeben sich 
die weiteren Relationen, um welche es sich handelt. Hiermit ist 
der Beweis erbracht. 

In diesem Theorem ist folgender Satz enthalten. 


Zusatz. Ser 
p(w) = by + byw + bow? +-- 
eine Potenzrethe mit dem Konvergenzkreise |w| < S, und set 
f(z) = dy + a2 + az? +--- 


eine zweite Potenzrethe mit dem Konvergenzkreise | z| < R. Sei ferner 
|a,| <S. Setzt man dann 


w = f(z), 
so erhdlt man die Cauchy-Taylorsche Rethe fiir die zusammengesetzte 
Funktion o(f(2), mdem man die eimzelnen Glieder b,w" der ersten 
Rethe als Potenzrethen nach z darstellt: 
b,w" = ag”) + az + ad) Z* -+ Fassia 


und darauf alle Glieder gleicher Dimension zusammenfapt: 


P (f(2)) = Sart (Sa") 2+ (> a) Pt oes, 


n=0 n=0 n=0 
In der Tat sei W ein Wert von w, wofiir die erste Reihe absolut 
konvergiert und iiberdies |W | > | a, | ist. Alsdann bestimme man 
h so, daB 
lf2ISIWI, le| sh. 


Dann kcnvergiert die Reihe 
bo + bi f(z) + bf @]? +--- 
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gleichmaBig, sofern | z| <h bleibt (Kap. 8, § 4), und darum kann 
man den vorausgehenden Satz in Anwendung bringen. 

Nach den vorhergehenden Entwicklungen ist man jetzt imstande, 
alle diejenigen formalen Prozesse zu rechtfertigen, welche zur Her- 
stellung solcher Entwicklungen ndtig sind, wofiir folgende Beispiele 
typisch sind. Tritt ee mehrdeutige Funktion auf, so handelt es sich 
selbstredend immer um eine besondere Bestimmung derselben.!) 


er, 1 23 1-3 2 T2325 2 
QO \ eee is int z Bot mens, eae 
log(z+V1+2) =z 508 pd tea ao | 


eee <3 P 
are sin (k sin z) = kz + Mite) get a: a ms ps ee 


(14+ 2?=1+2— 7324 27A—225+..., 


Srey ek pea de Ee ee cae er eee 
log sinz = logz — 42 180 © gage 2 


Eine gro8e Anzahl derartiger Reihenentwicklungen findet sich 
bei B. O. Peirce, A Short Table of Integrals, 1928, Ginn & Co., 
Boston, U.S. A., pp. 88—94. Vgl. auch Schlémilch, Ubungs- 
buch zum Siudium der hoheren Analysis, 1888, § 40. 


Aufgabe 1. Man entwickle die folgenden Funktionen nach 
aufsteigenden Potenzen von z bis zum Gliede 5° Dimension hin 
und bestimme den Konvergenzkreis der jeweiligen Potenzreihe: 


1 


Vi—2Que+2’ 
H ——— a—THA—2242+8 
log(1+e*),  YVcosz, Paar ay we 


w reell und |u| <1, 


Aufgabe 2. Man zeige, da 


ie ets is ey cae 
log (a + Va? + 2) = log 2a ery cp ae Hae Tena Q.4. 


sofern a reell und positiv ist und Var + 22% so bestimmt wird, daB 


Va? + 29 = a wird. 


Aufgabe 8. Man entwickle 


log (Vz + 1 — 2) 
fiir groBe Werte von z. 


1) Zur einwandfreien Begriindung dieser Entwicklungen, sofern es sich 
um mehrdeutige Funktionen handelt, bedarf man noch des Satzes von Kap. 1, 
§ 11, fiir Funktionen eines komplexen Arguments ausgesprochen; vgl. Kap. 8, 
§ 10. 
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§ 15. }/Der Laurentsche Satz. 


Sei S ein endlicher Bereich, dessen Begrenzung aus zwei ein- 
fachen reguliiren geschlossenen Kurven besteht, und sei f(z) eine 
in S inklusive des Randes stetige, innerhalb 8 analytische Funktion. 
Stellt man f(z) dann in S mittels der Cauchyschen Integralformel 
dar, so hat man: 


Pema Se ae! f()dt 
i) = oni, t—2 ete ; 


C 


wobei sich C auf die iufere, J’ auf die innere Begrenzung von S be- 
zieht. Nun betrachte man jedes dieser Integrale fiir sich. Nach dem 
Hauptsatz von §1 stellt das erste eine im Innern der Kurve C ana- 
lytische Funktion von z vor, wihrend das zweite eine tiberall auBer- 
halb der Kurve J’, auch im Punkte z = oo analytische Funktion 
von 2 definiert. Darin liegt der Kern des Laurentschen Satzes. 


Laurentscher Satz.) Set f(z) eine innerhalb eines Kreis- 
rings K analytische Funktion von z. Dann lapBt sich f(z) m ewer 
Funktionen spalten: 


(1) f(z) = y(2) + vp), 


wo p(z) tiberall innerhalb der duperen, w(z) tiberall auBerhalb der 
imneren Begrenzung von K, imkluswe des Punktes z= co, analy- 
tisch ist. 


Sei S ein konzentrischer Kreisring, welcher mit EinschluB seines 
Randes innerhalb K liegt. Dann gilt der Satz nach dem Voraus- 
geschickten zunichst fiir diesen Bereich, also ist 


wo 
Gas PE ee 
y 


Ona) t—z 
¥ 


ist. Jetzt lasse man die innere Begrenzung J’ von S an die Begren- 
zung von K heranriicken. Dadurch wird der Bereich, in welchem 
die Funktion »p/(z) definiert ist, erweitert, ohne daB sich der Wert 
dieser Funktion in einem einmal erreichten Punkte z dabei iinderte. 


1) Laurent, Comptes Rendus, Bd. 17 (1848), 8.988. WeierstraB war 
bereits im Jahre 1841 im Besitze dieses Satzes nebst einem Beweise; vergleiche 
eine s. Z. nicht verdffentlichte Abhandlung, Werke, Bd. 1, 8.51. 
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Denn die Funktionen f(z), g(z) hangen ja von J’ iiberhaupt nicht ab, 
und (z) = f(z) — (2). Auf diese Weise wird die Funktion y(z) 
ganz bis an die innere Begrenzung des Kreisringes K heran fort- 
gesetzt, und es entsteht also eine Funktion y(z), wie der Satz sie 
verlangt. Verfahrt man mit der Funktion @(z) ebenso, indem man 
C an die iuBere Begrenzung von K heranriicken 1a8t, so erhalt man 
die in Aussicht gestellte Funktion g(z), und der Beweis ist hier- 
mit fertig. 

Von dem Umstande, daB der Radius der inneren Begrenzung 
von K positiv, derjenige der aufBeren Begrenzung endlich ist, hat 
man beim Beweise des Satzes keinen Gebrauch gemacht; daher bleibt 
der Satz fiir diese beiden Grenzfille noch bestehen. Auch brauchen 
die Begrenzungen des Ringes keine Kreise zu sein. Der Satz gilt 
mithin allgemein fiir einen beliebigen Bereich 7, dessen Begrenzung 
nur im Sinne der in Kap. 5, §7 getroffenen Definition aus zwei 
Stiicken besteht; vgl. unten, Aufgabe 38. 


Aufgabe 1. Sei f(z) eine Funktion von z, die in der ganzen 
erweiterten Ebene mit Ausnahme emer endlichen Anzahl von Punkten 
4, U),..Q, analytisch ist. Man zeige, daB sich f(z) dann in die 
Summe von n Funktionen spalten libt: 


f(2) = fh) + fel@) +--+ + fr), 


wo f,(z) eine in der ganzen erweiterten Hbene mit Ausnahme des 
Punktes a; analytische Funktion ist. 


Aufgabe 2. In einem Bereich T der erweiterten Ebene, welcher 
von 7 einfachen reguliren geschlossenen oder nicht geschlossenen 
Kurven C,, C,,...C, der erweiterten Ebene begrenzt ist, sei f(z) 
analytisch. Der Bereich T; bestehe aus demjenigen Teil der er- 
weiterten Ebene, welcher allein von der Kurve C; begrenzt ist und, 
falls C; geschlossen ist, zum Teil mit dem Bereich T zusammen- 
fallt. Man zeige, da8 sich f(z) dann in die Summe von n Funktionen 
spalten laBt, 


f@) =h@) +h) +--- +h, 
wo f;(z) eine in T; analytische Funktion von z ist. 


Aufgabe 8. Sei 7 ein beliebiger Bereich der erweiterten Ebene, 
dessen Begrenzung aus mehr als einem Stiick besteht; und sei LZ eine 
einfache regulire geschlossene ganz in J’ verlaufende Kurve, die 
einen Teil der Begrenzung von 7’ umfaSt. Die Bereiche 7, T', mbgen 
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aus dem Innern von L, inkl. dieser Kurve selbst, nebst demjenigen 
Teil von T, welcher au8erhalb L liegt, bzw. aus dem AuBern von DL, 
inklusive dieser Kurve selbst, nebst demjenigen Teil von 7, welcher 
innerhalb L, liegt, bestehen. Ist f(z) eine in T analytische Funktion, 
so laBt sich f(z) in die Summe von zwei Funktionen spalten: 


f(z) = v(2) + v2), 
wo (2), w(z) baw. in T,, T, eindeutige analytische Funktionen 
von ¢z sind. 


Die Laurentsche Reithe. Nach dem Cauchy-Taylorschen Lehr- 
satze kann man die in der Formel (1) auftretende Funktion (2) 
in eine nach ganzen positiven Potenzen von z — a fortschreitende 
Reihe entwickeln, wo a den Mittelpunkt des Kreisringes IX bedeutet: 


9 (2) = >) en (2 — a). 
n=0 
Diese Reihe konvergiert innerhalb der iiuBeren Begrenzung von K. 
Andererseits lift sich p(z) vermége der Erweiterung des genannten 
Lehrsatzes ebenfalls in eine Potenzreihe, und zwar nach absteigenden 
Potenzen von z — a entwickeln: 
oo ee 
v@)= D> Goa" 
n=1 
Diese Reihe konvergiert auBerhalb der inneren Begrenzung von KI. 
Daraus ergibt sich nun fiir f(z) die’ Darstellung mittels der Lawrent- 
schen Rethe: 


oo 


(2) f(2) = Drone a)". 


n=—o 


Diese Reihe konvergiert im Kreisringe K und stellt die Funktion 
f(z) dort dar. 
Die Koeffizienten der Laurentschen Reihe werden durch dieselbe 


Integralformel gegeben, wie diejenigen der Cauchy-Taylorschen 
Reihe: 
owt. [108 
a Bnet J (t—aeri 
& 
wo C eine einfache regulire geschlossene, den Punkt z = a enthal- 
tende, in K verlaufende Kurve bedeutet; nur fillt die Beziehung 


zu den Ableitungen, c, = f™(a)/n! hier fort. In der Tat kon- 
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vergiert die Reihe (2), sowie die daraus mittels Division durch 
221(2 —a)"+1 erhaltene Reihe 


ao 


1 _f@ 1 Shake 
Qnt Ga — Sale 1 


m=—o 


langs der Kurve C gleichmaBig und 1a8t sich daher iiber dieselbe 
gliedweise integrieren. Dabei verschwindet jedes Integral rechter 
Hand mit Ausnahme desjenigen, wofiir m = n ist: 


1 Cn 


—— dz=c 
204 Goa gn? 
C 


und hiermit ist der Beweis geliefert. 
Auch hier gilt die Relation 


Oss se a, 
[en lesre n=| 
a —1, —2,... 
wo |z2—a|=r einen beliebigen im Kreisringe K gelegenen Kreis 


und M den gréBten Wert von | f(t) | lings desselben bedeuten. 
Hs gibt keine zweite Darstellung der Funktion f(z) von der 


Form (2): 

f (2) =>" en’ @ — a)", 
die mit der Laurentschen Reihe nicht identisch wire. Die neue so- 
wie die daraus mittels Division durch (¢ — a)"++ erhaltene Reihe 
wurde namlich auch lings der Kurve C gleichmiifig konvergieren. 
Integriert man nun die Differenz der beiden Reihen, jede durch 
(2 —a)"+1 geteilt, iiber C, so kommt ¢, — ¢,’ = 


$16. Der Goursatsche Satz. 


Wir wollen jetzt iiber einen Satz berichten, welchen Herr Gour- 
sat gefunden hat und welcher die Grundlagen der Funktionentheorie 
in wiinschenswerter Weise ergiinzt. Bisher haben wir nimlich die 
Stetigkeit der Ableitung mit in die Definition der analytischen Funk- 
tion aufgenommen. Kraft der Goursatschen Untersuchung kann 
man diese Forderung fallen lassen, da es sich herausstellt, da die 
Stetigkeit eine notwendige Folge der bloBen Existenz der Ableitung ist. 

Goursat ging urspriiglich von dem Gedanken aus, den Be- 
weis des Cauchyschen Integralsatzes zu vereinfachen, indem er direkt 
mit dem komplexen Integral operierte, anstatt es erst in reelles und 
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rein imaginiires zu spalten.') Dabei ergab sich noch tiber das niichste 
Ziel seiner Forschung hinaus, daB man auf die Stetigkeit der Ab- 
leitung ganz verzichten kann.*) 


Der Goursatsche Satz. Ist f(z) in jedem Punkte eines Be- 
reichs T mit einer Ableitung f’ (2) versehen, so wird f' (z) dort stetig sei. 


Aus der Existenz einer Ableitung folgt bereits die Stetigkeit 
der Funktion. Zum Beweise des Satzes geniigt also, unter Heran- 
ziehung des verallgemeinerten Moreraschen Satzes, zu zeigen, dab 
das Integral / f(z) dz, erstreckt itber den Rand J’ eines beliebigen 
Rechtecks R, verschwindet, wobei alle innern und Randpunkte von 
Rin T liegen. Dies kann man in der Tat, wie folgt, dartun.’) 

Gesetzt, es wire 


[f@de|=s =; 


Man zerlege R in vier kongruente Rechtecke und erstrecke das In- 
tegral iiber den Rand eines jeden derselben. Fiir mindestens eines 
dieser letzteren Rechtecke, r, werde es genannt, mu dann 


| fi@dz|>4 


sein. Durch Wiederholung dieser Uberlegung gelangt man so zu 
einer Reihe ineinander eingeschachtelter Rechtecke 1,, 19, . 
wofiir 


(1) | [tae |> 4 


ist, und deren Seitenlingen im iibrigen gegen 0 abnehmen. Hier- 
durch wird ein Punkt Z bestimmt, welcher in jedem der genannten 
Rechtecke liegt. 

Andererseits hat man nach Annahme einer beliebig kleinen 
positiven GréBe e 


av ae 


| H =O _#@\<e, 0<|z—Z7\|< 4. 


1) Goursat, Acta Mathematica, Bd. 4 (1884), 8. 197. 

2) Goursat, Transactions Amer. Math. Soc., Bd.1, (1900) 8.14. In der 
ersten Auflage dieses Werkes, Kap.7, §§ 16, 17 sind die Beweise dieser Siitze 
reproduziert, welche Goursat gegeben hat. 

3) E.H.Moore, Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 1 (1900), 8. 499. 
In dieser Arbeit gibt Moore einen neuen Beweis des verallgemeinerten Integral- 
satzes. Der Gebrauch des Moreraschen Satzes, um den analytischen Charakter 
der Funktion f(z) direkt zu erweisen, kommt bei ihm nicht vor. 
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Wir setzen 
oe f(2)—f@ _ f’( 


z2—zZz 


woraus dann folet, dab 


fa) =f@™+(%—aPfa+e—aAé 


ist. Hieraus findet man: 


Jed a= f(e—a tae. 


Denn die beiden ee Glieder rechter Hand lassen ja ein un- 
bestimmtes Integral zu, welches fiir alle Werte von z eindeutig 
und stetig ist, und infolgedessen verschwindet nach § 1, (11), das 
bestimmte Integral dieser Glieder, erstreckt iiber einen ge- 
schlossenen Weg. 

Wir nehmen nun 7 so groB, daB das Rechteck r; ganz inner- 
halb des Kreises | z2 — Z| <6 liegt. Bezeichnet man die Liinge der 
langeren Seiten von F mit h, so wird die entsprechende Seitenlinge 
des Rechtecks r, gleich h/2* sein, und die Linge des ganzen Randes 
von 7; wird jedenfalls nicht gréBer als 4h/2* ausfallen. Ferner wird 
offenbar im Integranden des letzten Integrals 


Eo 


sein. Demgema8 erhalten wir nunmehr folgende Abschatzung: 


(2) Nien caata the ee ise. 
% 


Aus (1) und (2) erkennt man, daf 


4, a ve h?e, also g<4V2he 


ist. Nun ist aber g von der Wahl von ¢ unabhingig. Infolgedessen 
kann g nicht positiv sein, und der Beweis ist hiermit geliefert. 

Dem soeben erlangten Resultat zufolge kann man den Cauchy- 
schen Integralsatz jetzt, wie folgt, aussprechen. 

Der verallgemeinerte Cauchysche Integralsatz. Set f(z) 
in jedem imneren Punkte eines Bereichs S mut einer Ableitung versehen, 
und sei f(z) auperdem am Rande von S stetig. Dann verschwindet 
das tiber den ganzen Rand von S in positivem Sinne erstreckte Integral 


von f(z): fie ome 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 24 
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Denn nach dem soeben bewiesenen Satz von Goursat wird f(z) 
im Innern von S analytisch, und hiermit erreicht man AnschluB an 
die Voraussetzungen des Cauchyschen Integralsatzes in seiner fritheren 
Formulierung, § 2. 

Der in § 2 gegebene Beweis des Integralsatzes beruhte auf einer 
Trennung des Integrals in reelles und rein imaginiires, unter Heran- 
ziehung der Siitze beziiglich des Integrals [- Pdx+Qdy. Eine 
derartige Zerlegung wurde beim vorstehenden Beweise des Gour- 
satschen Satzes nicht vorgenommen. Will man sie auch fernerhin 
beim Beweise des verallgemeinerten Cauchyschen Integralsatzes ver- 
meiden, so braucht man nur die Methoden von Kap. 4, §3 direkt 
auf den komplexen Fall zu iibertragen, indem man S nach Kap. 5, 
$9 in Bereiche o von normalem Typus zerlegt und eine Funktion 


F(z) =f f(e)de 


im Bereiche o gerade so definiert, wie friiher die Funktion f(a, y) 
eingefiihrt wurde, vgl. Fig. 87. Diese Funktion F(z) léBt eine 
Ableitung in jedem inneren und Randpunkte von o zu, und zwar 
ist F’ (z) = f(z), wie man sofort beweist, da das titber den Rand 
eines Rechtecks R hinerstreckte Integral St@dae verschwindet. 
Seien Zz, Z) die Endpunkte der krummlinigen Begrenzung C, von 
o, Typus I, Fig. 37. Dann ist 


J f@)dz =F Z,) — F @). 


Bezeichnet man den iibrigen Rand von o mit C,, so ist der 
Definition von F(z) gemaB 


F (Z,) — F (%) = f F(a) dz, 


bei geeigneter Wahl des Integrationssinnes. Hieraus ergibt sich, 
dab ff (2)dz, erstreckt tiber den ganzen Rand C von o, verschwin- 
det, w. z. b. w. 

Da der verallgemeinerte Cauchysche Integralsatz nunmehr fiir 
alle Bereiche o feststeht, so folgt daraus seine Richtigkeit fiir einen 
allgemeinen Bereich S. 

Anwendung. Aus dem Goursatschen Satze ergibt sich ein diuferst 
einfacher Beweis des Riemannschen Satzes, betreffend hebbare Un- 
stetigkeiten, § 6, 9. Satz. Sei 


F(z) = (2 —a)*f(z), z+a; F(a) =0. 
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Dann hat F(z) in jedem Punkte der Umgebung von a eine Ableitung. 
Mithin ist F(z) auch im Punkte zg =a analytisch. Auf Grund des 
Satzes von §7 kann man nun schreiben 

Bz) = ¢ + (2 — a) + (2 — a)? ple), 
wo g(z) sich im Punkte a analytisch verhilt. Jetzt schlieBt man 
leicht, daB f(z) = p(z), 2+ a, ist, woraus sich denn der erwiinschte 
Beweis ergibt. 

Die analoge Frage wm Reellen. Durch den Goursatschen Satz 
wird die Frage nahegelegt, ob nicht auch im Reellen die Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen allein geniigen, damit u + vi 
eine analytische Funktion von x + yt sei. Daf dem in der Tat 
nicht so ist, zeigt das Beispiel 

1 
Cre. 
Man braucht indesssen viel weniger als die Stetigkeit der partiellen 
Ableitungen zu verlangen — nach Looman, Géttnger Nachrichten, 
1923, p. 97, geniigt schon auBer der Existenz jener Ableitungen nebst 
den bewubten Gleichungen blof die Stetigkeit der Funktionen u 
und v. 


$17. Riickblick auf die Entwicklungen dieses Kapitels. 


Der Begriff, auf welchem die Entwicklungen dieses Kapitels 
basieren, ist der des bestimmten aes 


im S10 Jana fila 


Zur Einfihrung dieses Begriffs mu man vor allem nachweisen, da 
die vorstehende Summe bei wachsendem n iiberhaupt gegen einen 
Grenzwert konvergiert. Alsdann leitet man den Hauptsatz von § 1 
her und stellt den Cauchyschen Integralsatz auf, woraus sich dann 
die Cauchysche Integralformel unmittelbar ergibt. Hiermit ist aber 
auch die Grundlage fiir die ganze Theorie fertig, denn die Beweise 
der Reihensitze erfordern ja nichts Spezifisches, sondern sie bedienen 
sich blo® der allgemeinen Methoden der modernen Analysis. 

In der letzten Instanz sind es also drei spezifische Siaitze, welche 
hier die Funktionen einer komplexen Veranderlichen der Behand- 
lung mittels jener allgemeinen Methoden zuginglich machen, und 
zwar haben wir, um dieselben noch einmal explizite herzusetzen: 


I) den Konwergenzbeweis, auf den sich die Definition des be- 


stimmten Integrals griindet; 
24* 
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II) den eigentlichen Kern des Hauptsatzes von § 1, den wir jetzt, 
wie folgt, aussprechen wollen: Sei I eine reguldre Kurve der t-Ebene 
und sei S ein regulirer Bereich der z-Ebene. Ser ferner y(t, 2) eine 
stetige Funktion der beiden unabhdngigen Argumente t und z, wober t 
auf I’ und z in S liegen soll. Dann stellt das Integral 


f(2) =f elt, 2) at 


eine in S stetige Funktion von z vor; 
IIT) den Cauchyschen Integralsatz. 


Diese Siitze haben wir in den friiheren Paragraphen des Kapitels 
dadurch bewiesen, da wir Reelles und Imaginires jeweils trennten 
und die entsprechenden Sitze fiir reelle Funktionen heranzogen. 
Der Gedanke liegt jetzt nahe, das alles ohne jene Trennung, also 
direkt an den komplexen Funktionen, als einhettliches Ganze aufgefapt, 
zu entwickeln. Hierbei miiBte man vor allem die Summe 


i S10 Ag; 


bilden und deren Konvergenz bei wachsendem nm nachweisen. Zu 
dem Behufe wird man die betreffende Kurve am zweckmiafigsten 
in 2" gleiche Bogen zerlegen und den Konvergenzbeweis zuerst fiir 
diese Teilung durchfithren. Das geht aber auch ohne jegliche Schwie- 
rigkeit vermége des auf komplexe GréSen bezogenen 2. Theorems 
von Kap. 1, § 7. Alsdann wird noch nachtriglich durch eine leichte 
Untersuchung die Konvergenz fiir eine beliebige Zerlegung dar- 
getan. Die in den Formeln (2) bis (8), § 1, ausgesprochenen Sitze 
erfolgen jetzt sofort.) 

Nachdem die Untersuchung nun soweit gediehen ist, sieht man 
leicht ein, wie der Begriff der gleichmaBigen Konvergenz einzufiihren 
und mit deren Hilfe der unter II) ausgesprochene Satz zu beweisen ist. 


Setzt man namlich par 


S,= 5 (2, n) == >? (ti, 2) At, 
i=0 


so kommt es blof darauf an, zu zeigen, daB 
| s(z, n’) —s(z,n)| <e 


1) Bei der Durchfiihrung der Hinzelheiten liefern die neue Definition 
eines bestimmten Integrals (des Verfassers Advanced Calculus, Kap. XII, 
§ 1), sowie die auf S. 225 vermerkte Form des Weierstra8Bschen Mittel- 
satzes gute Dienste. 
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bleibt, sobald nur n,n’ = m genommen sind, wobei m von z nicht 
abhangt. 

Was zuletzt noch den Cauchyschen Satz III) anbetrifft, so mu8 
man sich ja nach einem wesentlich neuen Beweise desselben um- 
sehen. In der Tat ist auch ein solcher Beweis, wie man ihn hier 
braucht, im vorhergehenden Paragraphen angedeutet, und zwar ge- 
schah das im Anschlu8 an die von Goursat herrithrenden Unter- 
suchungen. 

Hiermit ist die Begriindung der Theorie nach dem neuen Ge- 
sichtspunkte gegeben. Die genaue Ausarbeitung der Einzelheiten 
mochten wir dem Leser als eine wertvolle Ubung zur Stirkung und 
Verfestigung seiner Kenntnisse aufs wairmste empfehlen. 


Achtes Kapitel. 


Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flachen. 


§ 1. Die Riemannsche Fliche fiir w = log z. 


Fiir die Veranschaulichung der Vieldeutigkeit einer reellen Funk- 
tion einer oder zweier reellen Variabelen hat man ein diuberst ein- 
faches geometrisches Mittel, indem man die zugehérige Kurve oder 
Fliche konstruiert. Alsdann liBt sich diese in der Regel derart zer- 
legen, da8 die zu untersuchende mehrdeutige Funktion in eine Reihe 
eindeutiger stetiger Bestandteile zerfillt, deren Zusammenhang mit- 
einander leicht zu iiberschauen ist. Die entsprechende geometrische 
Deutung einer komplexen Funktion eines komplexen Arguments 
w = f(z) fiihrt dagegen auf einen vierdimensionalen Punktraum und 
ist deshalb weniger brauchbar.!) Darum verzichtet man auf eine voll- 
stindige geometrische Veranschaulichung des Wertepaares (w, 2) 
durch ein einziges geometrisches Element im gewodhnlichen Sinne 
und begniigt sich mit einer Vorstellung, wodurch wenigstens die ver- 
schiedenen Bestimmungen der Funktion w auseinander gehalten 
werden. 

Fangen wir mit der Funktion 


w = log z = log|z| +iarez 


an. Aus dem ganzen Vorrat von Werten, welche diese Funktion 
annimmt, stellten wir uns in Kap. 6, § 15 eine eindeutige stetige 
Funktion her, indem wir als Bereich T die ganze z-Ebene exkl. der 
negativen reellen Achse, sowie des Punktes z = 0 wihlten und dem 
Arcus den besonderen an die Relation: 


— Ie <Bree = OF 
verkniipften Wert zuwiesen. Durch diese Funktion — den soge- 
1) Es gibt freilich noch andere vierfach ausgedehnte Systeme geometri- 


scher Elemente, welche man zu diesem Zwecke verwenden kénnte — beispiels- 
weise die co? Geraden des dreidimensionalen Raumes. 
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nannten Hawptwert des Logarithmus, die sich ja in JT analytisch 
verhalt, wurde der durch die Geraden v = xz, v = —az begrenzte 
Streifen der w = wu + v2-Ebene auf den Bereich T ein-eindeutig und 
konform abgebildet. 

Auf Grund der Festsetzung: 


(2k —1)a <arez < (2k 4+ 1)z, 


wo k eine bestimmte positive oder negative ganze Zahl ist, entsteht 
nun wiederum eine in T eindeutige analytische Funktion, die T auf 
den durch die Geraden v = (2k—1)xz, v = (2k + 1)m begrenzten 
Streifen — wir wollen ihn den k*” Streifen nennen— konform abbildet. 
Den Punkten von T wiirden auf diese Weise je zwei Funktionswerte 
gzugewiesen sein. Um dem vorzubeugen, denken wir uns noch eine 
zweite Ebene tuber der ersten ausgebreitet und, wie jene, lings der 
negativen reellen Achse aufgeschnitten. Diese Ebene soll die Trigerin 
der neuen Funktionswerte sein und als T“! bezeichnet werden. 

Jetzt fiuhre man fiir jeden positiven und negativen ganzzahligen 
Wert von k eine solehe Ebene ein. Diese Ebenen sollen in beliebig 
kleinen Abstinden+) voneimander verlaufen und nach der Gréfe von 
k geordnet werden, die den positiven Werten von k zugehGrigen etwa 
nach oben. Hierbei sté8t der Bereich T“! an die negative reelle 
Achse von zwei Seiten her. Denjenigen Rand, welcher die positive 
(negative) Halbebene begrenzt, wollen wir mit Cf (Cy) bezeichnen. 
Alsdann entsprechen der positive Rand Cf von T™“! und der nega- 
tive Rand C;,, von T“*" beide der Geraden v = (2k + 1)z. Dem- 
gem wollen wir uns diese Bereiche zu einem zusammenhangenden 
Ganzen dadurch verschmolzen denken, daB wir Cf und Cy, unter 
leichter Deformierung der Bereiche in der Nahe besagter Rander 
nach oben bzw. nach unten hin zur Koinzidenz bringen. Geschieht 
dies fiir alle Werte von k: k = 0, +1, + 2,..., so entsteht hier- 
durch eine Flache, welche sich nirgends durchsetzt und deren Blatter 
im allgemeinen aus Ebenen bestehen; nur in der Nahe 
der negativen reellen Achse weichen die Blatter em = === 
wenig von Ebenen ab. Hin Querschnitt der Flache, Hig. 81. 
welcher durch eine auf der negativen reellen Achse 
senkrecht stehende Ebene entsteht, wird durch beigefiigte Zeich- 


1) Man kann diese Abstiinde alle gleich nehmen oder sie auch so be- 
stimmen, daB simtliche Blatter in beliebiger Nahe der z-Ebene verlaufen, in- 
dem man die Hntfernung zwischen dem kte™ und dem (k-+- 1)*™ Blatte etwa 
gleich e¢/(1 +- k*) setzt und dabei e> 0 beliebig klein wahlt. 


376 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flachen 


nung veranschaulicht. Im iibrigen entspricht dem Punkte z = 0 kein 
Punkt der Fliche, welche hier eben nicht definiert ist. 

Die hiermit konstruierte Fliche ist auf die ganze endliche w- 
Ebene ein-eindeutig und stetig bezogen. Sie veranschaulicht in ge- 
wisser Weise den Gesamtverlauf der Funktion w = log z, indem 
ihre Punkte den Wertepaaren (w, 2) ein-eindeutig zugeordnet sind. 
La&t man den Punkt P einen beliebigen Weg auf der Fiche beschrei- 
ben und verfolgt man dabei die Anderung der Funktion w lings 
dieses Weges, so wird man zu einem bestimmten Endwert gefihrt, 
welcher nur dann mit dem Anfangswert iibereinstimmen wird, wenn 
der Weg ein auf der Fliche geschlossener ist. Hierzu geniigt naémlich 
nicht, da seine Projektion auf die schlichte Ebene bloB geschlossen 
sei, vielmehr muB sein Endpunkt iiberdies in demselben Blatte liegen, 
wie sein Anfangspunkt. Denkt man sich jene Projektion als einen 
dehnbaren Faden, welcher frei in der Ebene hin und her geschoben 
werden kann, und sich auch kreuzen darf, so wird ihr stets dann 
und nur dann ein auf der Flaiche geschlossener Weg entsprechen, 
wenn sie, ohne den Punkt z = 0 zu tiberschreiten, stetig auf einen 
Punkt z) + 0 zusammengezogen werden kann. 

Die Abbildung der mehrblittrigen Fliche auf die w-Ebene 
ist zwar eine ein-eindeutige und stetige, in der Nahe der negativen 
reellen Achse hért sie aber auf, konform zu sein. Dieser Ubelstand 
la8t sich auf zweierlei Weisen beseitigen. Erstens kénnen wir den 
Abstand der Blatter voneinander gegen 0 abnehmen lassen, derart, 
daB die Abbildung immer noch mehr einer konformen zustrebt. In 
der Grenze fallen alle Blatter zusammen. Hierdurch wird man zur 
Vorstellung einer mehrfach ziihlenden Ebene gefithrt, deren Blatter 
nach obiger Vorschrift zusammenhiingen. 

Eine andere Weise, die ausnahmslose Konformitit der Abbil- 
dung aufrecht zu erhalten, besteht darin, den Abstand der Blatter 
voneinander, der Anschaulichkeit halber, immer noch als klein, 
jedoch jetzt als unverinderlich zu nehmen, und dann eine Nicht- 
Kuklidische MaSbestimmung auf der Fliche einzufithren, wobei die 
Lange einer Kurve als gleich der entsprechenden Linge ihrer Pro- 
jektion auf die z-Ebene, und ebenso der Winkel, unter welchem sich 
zwei Kurven schneiden, als gleich dem Winkel, unter welchem sich 
ihre Projektionen auf die z-Ebene schneiden, erklirt werden. Welcher 
der beiden Vorstellungen man sich auch immer bedienen mige, 
man denkt sich doch die mehrblittrige Fliche selbst in der Niihe 
der Verzweigungsschnitte als konform auf die schlichte Ebene bezogen. 
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Die hiermit erklarte Flache heiBt die Riemannsche Fiche) fiir 
die Funktion log z. Im Punkte z = 0 hangen unendlich viele Blatter 
zusammen, welche sich um diesen Punkt herumwinden und ver- 
schiedenen Bestimmungen oder Zweigen der Funktion entsprechen. 
Demgema8 heiBt dieser Punkt nach Riemann ein Windungs- oder 
Verzweigungspunkt unendlich hoher Ordnung. Er gehért nicht zur » 
Fliche. Ahnliches gilt auch vom Punkte z = oo. Die Flache ist aus- 
nahmslos ein-eindeutig und konform auf die endliche w-Ebene ab- 
gebildet. Ferner heiBt die negative reelle Achse ein Verzweigungs- 
schnitt. Er verbindet hier die beiden Punkte 2 = 0 und z= oo. ° 
Seine genaue Lage ist belanglos, so lange er nur diese beiden Punkte 
miteinander verbindet und sich selbst nicht iberschneidet. So hatte 
man ebenso gut die positive reelle Achse oder die Kurve y = z log x 
nehmen kénnen. Die Begrenzungen der Streifen in der w-Kbene 


ree Fig. 82. 


hatten sich dann auch in entsprechender Weise verschoben und wiiren 
insbesondere nicht stets geradlinig geblieben. Dabei entstehen aber die 
Streifen nach wie vor alle aus einem einzigen derselben, indem dieser 
parallel der imaginiren Achse um Vielfache von 22 verschoben wird. 

Die ebene Riemannsche Fliche kann man in leicht ersichtlicher 
Weise auf die Kugel stereographisch projizieren.”) Im vorliegenden 
Falle entsteht dann eine mehrfach itiberdeckte Kugelfliche, deren 
Blatter sich unendlich oft um die beiden Pole herumwinden, sonst 
aber schlicht verlaufen. Auf der Kugel erscheinen iibrigens die bei- 
den Verzweigungspunkte als gleichberechtigt.*) 


1) Riemann, Inauguraldissertation Nr. 5, 1851, Werke, 8.7. 

2) Genauer ausgedriickt handelt es sich hier vielmehr um die Ausbreitung 
einer mehrblattrigen Riemannschen Flache iiber der Kugel, wobei die Kon- 
formitaét der Beziehung auf ahnliche Weise wie vorhin erzielt wird. 

3) Der Leser wird fernerhin auf die treffliche Auseinandersetzuug des 
Begriffs der Riemannschen Fliche bei Burkhardt, Analytische Funktionen, 
5. Abschnitt verwiesen. 
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Auch die stereographische Projektion der w-Ebene ist von In- 
teresse. Dabei gehen die Streifen in Sicheln tiber (wenn diese Be- 
zeichnung fiir eine ahnlich gestaltete Figur auf der Kugel gestattet 
ist), welche im Nordpol alle eine gemeinsame Tangente haben, und 
deren jede ein volles Blatt der ¢-Fliche vertritt. Hierdurch springt 
auch die Tatsache in die Augen, daB die Funktion e” in der Nihe 


Fig. 83. 


des wesentlichen singuliren Punktes w= co jedem vorgegebenen 
Werte beliebig nahe kommt. 

Dreht man die Kugel endlich durch einen Winkel von 180 Grad 
um denjenigen Durchmesser, dessen Endpunkte den Werten w = 1, 
—1 zugehéren, und projiziert man sie dann wieder auf die w-Hbene 
zuriick, so erhiilt man die Abbildung, welche der Funktion 


zg = ew 
entspricht. 


§ 2. Die Riemannsche Fliche fiir w= 2”. 


Sei zuniichst m = 1/n, wo n eine natiirliche Zahl ist, und man 
setze: 


w= ZI, z= rev! w= Re”, 


> 


Als Bereich T nehme man die ganze z-Ebene exklusive der positiven 
reellen Achse, sowie des Punktes z = 0. Durch passende Bestimmung 
des Funktionswertes in jedem Punkte von T (vgl. Kap. 6, § 12) 
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entsteht dann eine in T' eindeutige analytische Funktion von z, die T 
auf das Innere des Winkels 


Oe Or. co 


in der w-Hbene ein-eindeutig und konform abbildet. Diesen ersten 
Bereich bezeichne man mit T"™! und breite man n — 1 weitere aihn- 
liche Bereiche T™!,...T'™! wber der z-Ebene aus, wobei Tt 
unter T™! liegen médge. Dann kann man letztere durch zweck- 
mafige Bestimmung des Funktionswerts in jedem ihrer Punkte bzw. 
auf die weiteren Winkel 


ey ee pee eR EO hay 
n nN 


konform abbilden. Jetzt wird man die m Blatter in gehériger Weise 
miteinander verbinden, und zwar so, daf man zuerst den negativen 
Rand des ersten mit dem positiven Rande des zweiten Blattes (vgl.§1), 
sodann den negativen Rand des zweiten mit dem positiven Rande 
des dritten Blattes usw. zur Koinzidenz bringt. SchlieBlich bleiben 
nur noch zwei Rander iibrig, nimlich der positive Rand des ersten 
und der negative Rand des n-ten Blattes. Diese entsprechen einander 
gegenseitig und sollen deshalb auch zusammengefiigt werden, was 
allerdings erfordert, da die Fliche sich durchsetzt, wofern wir die 
Vorstellung eines vierdimensionalen Raumes nicht heranziehen wollen. 
Die Linien, lings deren ein Blatt ein anderes durchstéBt, sind in- 
dessen fiir beide Blatter belanglos. Denkt man sich endlich den 
Abstand der Blatter voneinander als klein, so gelangt man, wie in 
§ 1, zur Riemannschen Flache fiir die Funktion 21/". 

Im Punkte z = 0 haingen m Blatter im Zyklus zusammen, des- 
halb heiBt der Punkt ein Verzweigungspunkt (n — 1)-ter Ordnung. 
Ist insbesondere n = 2, so spricht man von eiem einfachen Ver- 
zweigungspunkte. Wie wir spiter sehen werden, kann man sich einen 
Verzweigungspunkt (n — 1)-ter Ordnung als durch das Zusammen- 
riicken von n — 1 einfachen Verzweigungspunkten entstanden denken. * 
Ahnliches gilt auch vom Punkte z= oo. Durch stereographische 
Projektion der ebenen Fliche auf die Kugel+) werden die beiden 
Verzweigungspunkte unter einen einheitlichen Gesichtspunkt ge- 
bracht. Den Ubergang von der z- zur w-Kugel kann man sich itbri- 
gens in ahnlicher Weise bewerkstelligt denken, wie in Kap. 6, § 12 


1) Man vergleiche Anmerkung 2) auf S. 377. 
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bei der Uberfiihrung des Kugelzweiecks der z-Kugel in die volle 
w-Kugel des naiheren auseinandergesetzt wurde. 

Die n-blittrige Umgebung des Verzweigungspunktes z = 0 wird 
auf die schlichte Umgebung des Punktes w = 0 ein-eindeutig und 
stetig und, vom Punktepaare w = 0, z = 0 abgesehen, auch kon- 
form (vgl. § 1) bezogen. Hin solcher Punkt wie w = 0, also ein Punkt, 
dessen schlichte Umgebung auf die Umgebung eines Verzweigungs- 
punktes endlicher Ordnung abgebildet wird, heiBt ei ausgezeich- 
» neter oder merkwiirdiger Punkt der w-Ebene oder Flache, und zwar 
ein solcher von der (n — 1)-ten Ordnung, wenn der entsprechende 
Verzweigungspunkt diese Ordnung hat. In einem ausgezeichneten 
Punkte verhalt sich die Funktion analytisch, oder aber sie hat dort 
einen Pol. 

Wir heben noch einmal hervor, daB es auf die besondere Form 
des Verzweigungsschnittes keineswegs ankommt. Nur die Verzwei- 
gungspunkte stehen fest. Statt der positiven reellen Achse hitte 
man als Verzweigungsschnitt jede andere Kurve nehmen kénnen, die 
nur die beiden Verzweigungspunkte z = 0, co miteinander verbindet 
und sich selbst nicht iiberschneidet. 

Durch die Funktion z!/" wird also die n-blittrige Riemannsche 
Fliche ausnahmslos ein-eindeutig und stetig, und im allgemeinen 
konform, auf die schlichte Ebene abgebildet.) Nur in den Verzwei- 
gungspunkten hért die Beziehung auf, konform zu sein. In der Tat 
wird dort ein Winkel a, unter welchem zwei Kurven der z-Ebene 
zusammenstofen, auf den n-ten Teil desselben, a/n, verkleinert. Aber 
‘auch die GréBe der Figuren wird unendlich verindert. Genauer 
gesagt: Sind Az, Aw zwei entsprechende dem Punkte z = 0 bzw. 
w= 0 benachbarte Punkte, so ist 


| Aw| =| Az 
wonach sich die Entfernungen dieser Punkte von den beiden festen 


Punkten z = 0 bzw. w = 0 als unendlich kleine GréBen verschiedener 
Ordnungen erweisen: 


1 


n 
> 


. | Aw| . | Aw 
lim —~— = oo, lim ——— 
z Az=0 Az |t/n 


=1. 


Einem beliebigen Werte von z entsprechen im allgemeinen n 
verschiedene Werte von w. Nihert sich z dem Verzweigungspunkte 


1) Was die Konformitat der Abbildung in der Nihe eines Verzweigungs- 
schnittes anbetrifft, so denken wir uns eine dhnliche Festsetzung getroffen, wie 
in § 1. 
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z= 0, so nahern sich zugleich die entsprechenden n Werte von w 
ein und demselben Grenzwerte, nimlich der 0, welchen sie denn auch 
in der Grenze wirklich erreichen, so da8 also im Verzweigungspunkte 
z=0n Werte der Funktion zusammentfallen. 

Sei jetzt m = p/q eine beliebige rationale Zahl, wobei q > 0 
und  teilerfremde ganze Zahlen sind. Durch Hinfiihrung einer 
dritten Variabelen ¢: 

B= he WD == ue 


wird die schlichte ¢t-Ebene nach dem Vorhergehenden einmal auf eine 
q-blattrige z-Fliche, sodann auch auf eine p-blittrige w-Flache?) ab- 
gebildet. Und nun sieht man, daB diese t-Ebene hiermit geradezu 
eine ein-eindeutige Beziehung zweier Riemannschen Flaichen auf- 
eimander vermittelt, wovon die eine iiber der z-Ebene ausgebreitet 
ist und zur Veranschaulichung der Funktion 


w = geld 


dient, wahrend die andere die w-Ebene mehrfach tiberdeckt und in 
der Vieldeutigkeit der inversen Funktion 


Z = wil 
Wandel schafft. 
Ist endlich m eine irrationale oder eine komplexe Zahl, so hat man 


1 1 
m m lo m Piva! 
OD) SS EES Gees”, Zoe 


His stellt sich mithin in beiden Ebenen eine unendlich vielblittrige 
Flache ein, gerade wie die 2-Flache fiir die Funktion w = log z. 


Satz. Ist f(z) wm Punkte z, analytisch und nimmt f(z) dort den 
Wert wy = f (2) m-mal an, oder hat f(z) i 2 eimen Pol m-ter Ord- 
nung, so bildet die Funktion 


w = f(2) 


die schlichte Umgebung von 2, auf die Umgebung eines in wy bzw. in 
w = co befindlichen Verzweigungspunktes (m —1)-ter Ordnung ab. 


Setzen wir w, als endlich voraus, so ist nach Kap. 7, § 8: 
(1) wW — Uy = (2 — %)"P(2), — (%) + 9. 


Sei b eine bestimmte m-te Wurzel von (z). Dann laiBt sich nach 


1) Der Fall p < 0 wird vermége der Transformationen w= 1/w,, w, == t~? 
erledigt. 
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Kap. 6, § 7 eine Funktion Z = y(z) bestimmen, welche im Punkte 2, 
analytisch ist, dort den Wert b annimmt, und endlich in der Um- 
gebung von 2, der Gleichung 


p(z) = 2" 
geniigt. Demgemai8 kann man die Gleichung (1) durch die Gleichung 
(2) W — Wy = { (2 — %)p(z)}™ 


ersetzen, sofern es sich blo um solche Lésungen (w, 2) von (1) han- 
delt, wofiir z der betreffenden Umgebung von z angehdért. 
Wir wollen jetzt eine neue Variabele ¢ durch die Relation: 


(3) t = (2 — 4) (2) 


einfiihren. Hierdurch wird die Umgebung von 2, ein-eindeutig und 
konform auf diejenige von t = 0 bezogen, denn 


dt , 
ee eas Y (Zo) +0. 


Andererseits wird w mit ¢ wegen (2) und (8) durch die Beziehung 
verkniipft: 
W—W = ™, 


so dafi also die schlichte Umgebung von t = 0 auf die Umgebung 
eines in wy, befindlichen Verzweigungspunktes (m — 1)-ter Ordnung 
abgebildet wird. Hieraus ergibt sich der zu beweisende Satz. 

An die Entwicklungen dieses Paragraphen kniipfen wir noch 
einen zahlentheoretischen Satz: 

Es ist 


os” + wa* +--+ + whi = ? 


WO M1,.-., O, die n n-ten Hinheitswurzeln sind und k eine be- 
liebige, nicht durch n teilbare ganze Zahl bedeutet. 


Ks geniigt offenbar, den Beweis fiir den Fall zu fiihren, daB 
0<k<nist. Sei 
(4) Uw" = Z, 


und man bezeichne mit w,,...w, die den verschiedenen Blattern 
der Riemannschen Fliche entsprechenden Bestimmungen der Funk- 
tion w. Bildet man dann die Funktion 


w,* a. weak ot of hs -f- Wy", 
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so hat man vor allem eine eindeutige Funktion von z vor sich, welche 
in jedem Punkte z+ 0 analytisch und selbst fiir z = 0 stetig ist. 
Daher mu8 sie auch fiir z = 0 analytisch sein, sie erweist sich somit 
als eine ganze Funktion g(z). Da nun endlich 

lim 2 — 9 

Z=0 4 
ist, so folgt, daB g(z) jedenfalls keine transzendente Funktion sein 
kann, und darum muB8 endlich 


g(z) = 0. 


Jetzt bleibt nur noch iibrig, den Wert z = 1 in (4) einzutragen, und 
der Beweis ist fertig. is 

Mierher gehért auch der Argandsche Beweis!) des Fundamental- 
satzes der Algebra. Ser 


Ce) 0,2" + 0,2" Ua. a, a +0, n> 0, 


em beliebiges Polynom. Dann hat G(z) eme Wurzel. 

In der Tat ist | G(z) | eime reelle positive stetige Funktion von 
x, y (¢=2-+1y), welche beim Grenziibergang z = co unendlich 
wird, und daher notwendig im Endlichen ein minimum minimorum 
erreicht. Sei z ein Punkt, wofiir dies eintritt. Es mu dann 


|G(z) | = 0, und somit auch G(z) = 0 
sein. Wire némlich | G(z,) | > 0, so ziehe man die durch die Funktion 
w = G(z) 


definierte konforme Abbildung in Betracht. Dabei geht die schlichte 
Umgebung von 2, in eine schlichte Umgebung von wy) = G(z) bzw. 
in eine Windungsflache um letzteren Punkt tber. In beiden Fallen 
gibt es aber Bildpunkte w, deren Abstand vom Punkte w= 0 
weniger als |w,| betrigt, also dementsprechend Werte z, wofiir 
|G(z)| <|G@(z) | ist, was der Voraussetzung beziiglich z) zuwider- 
liuft. Hiermit ist der Beweis erbracht. 


1. Aufgabe. Man zeige, daB 2 = oo ein ausgezeichneter Punkt 
(n —1)-ter Ordnung fiir die Funktion w = f(z) sein wird, falls f(z) 
einen Pol n-ter Ordnung oder eine n-fache Wurzel dort hat, oder 
den Wert b = f(co) n-mal annimmt. 


1) Argand, Essai sur wne maniére de représenter les quantités imaginaires 
dans les constructions géométriques, Paris, 1806; 2. Aufl., Paris, 1874, S. 118. 
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2. Aufgabe. Man untersuche die Abbildung im Falle eines 
komplexen Exponenten, 
w =e", A=at+ di. 


Sei erstens 9 rein imaginir, und man bestimme die Abbildung 
eines Sektors yon einem Kreisringe, a) von vornherein durch die 
expliziten Formeln; b) vermége der bekannten Abbildung durch die 
logarithmische Funktion (und zwar sowohl durch die direkte als auch 
durch die inverse Funktion) nebst einer geeigneten linearen Trans- 
formation. Hierauf ziehe man den allgemeinen Fall heran. 


§ 8. Die Riemannsche Fliche fiir eine gebrochene Potenz einer 
rationalen Funktion. 


Wir wollen die Riemannsche Fliche fiir die Funktion 


(1) w =V(z—a) (2 — b) (ze —0) 
konstruieren, wo a, b, c drei beliebige getrennt liegende Punkte der 
endlichen z-Ebene sind. In diesen Punkten hat w nur den einen 
Wert 0, sonst nimmt 
w zwei verschiedene 
Werte an. DemgemiB 
breiten wir zwei Blatter 
uber der z-Kbene aus, 
legen dann durch a, b, ¢ 
eine Kurve ©, welche 
wir noch nach einer 
bestimmten Richtung 
hin ins Unendliche fortsetzen, und schneiden die beiden Blatter 
langs © auf. Hs kommt uns nun vor allem darauf an, zu zeigen, 
daB wir die beiden Bestimmungen von w den -Punkten der zer- 
schnittenen Blatter so zuordnen kénnen, daB zwei daselbst ein- 
deutige analytische Funktionen zustande kommen. 

Der Beweis gestaltet sich durchaus elementar, indem wir uns 
einer expliziten Darstellung der beiden w-Werte bedienen. Setzen 
wir nimlich 


(2) aa re", a= b — To @ Be 2—-ct= r,6°', 


so lat jeder der Winkel 6; eine Bestimmung zu, welche in besagtem 
Bereiche eindeutig und stetig verliuft. In der Tat sei z, ein beliebiger 
innerer Punkt des Bereiches und sei 0{°) eine Bestimmung von 0, 
in 4. LaSt man nun z, von z ausgehend, einen beliebigen geschlos- 
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senen Weg durchlaufen, der © auch iiberschreiten darf und nur nicht 
durch z = a gehen soll, waihrend sich 0, zugleich mit z stetig andert, 
so kann 6, nach vollendeter Beschreibung besagten Weges offenbar 
einen von 9 verschiedenen Wert erhalten, falls der Weg den Punkt 
z =a umkreist hat. Verabreden wir uns indessen, da er © nicht 
passieren soll, so leuchtet schon ein, daB ein solches Vorkommnis 
hiermit ausgeschlossen ist. Hieraus erhellt ferner, daB, wenn wir z, 
mit einem zweiten Punkte z des bewuBten Bereiches durch irgend 
zwei, © nicht wberschreitende Kurven verbinden und dann 6, lings 
beider Kurven stetig fortsetzen, 0, damit beidemal den nimlichen 
Endwert in z erhalten muB. 

Um einen strengen Beweis fiir die Méglichkeit der gewiinschten 
Bestimmungen von 60; zu liefern, wihlen wir die Bezeichnungen 


GAG wt Det eb Meee el 16" 
so, dafB 
“ah! = be = oe 


wird, und legen wir ferner durch jeden dieser Punkte einen Halb- 
strahl (a, co), (b, co), (¢, co), der mit der positiven reellen Achse 
den Winkel 0 einschlieBt. Sei z ein beliebiger von a, b, ¢ verschie- 
dener Punkt der Ebene. Dann setzen wir 


2—a=r,e%"', zg—b=r,er, z2—c = ree", 
wobel 
0 2.9,,.— 2a, 4 == 15-2558) 
genommen werden soll. Im iibrigen soll fiir den Fall, daB a” = b’ 


sein sollte, a’ <b’ genommen werden; und ebenso b’ < c’, wenn 
p= G" Viste 

Als Kurve © wollen wir jetzt die gebrochene Linie nehmen, 
die aus den geraden Strecken (a, b), (b, ¢) und dem Halbstrah! 
(c, cc) besteht. In dem durch © und den Halbstrahl (a, co) abge- 
erenzten, an letzteren von unten anstoBenden Teil der Ebene sei 


6, = 9, — 2a; 


sonst sei 0, = y,. Liegen insbesondere sowohl 6 als ¢ auf (a, 09), 
so soll ausnahmslos 6, = g, sein. Ebenso sei in dem durch (0b, 09), 
(b, c) und (c, co) abgegrenzten, zwischen den Halbstrahlen gelegenen 
Teil der Ebene 

0. = Pp, — 20; 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 25 
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sonst aber sei 0, = yg. Sollte dagegen ¢ auf (b, co) liegen, so sei 
stets 6, = @ . Endlich sei 0; = gg. Hiermit haben wir solche Be- 
stimmungen von 0; gewonnen, wie wir sie wiinschten. 


Um nunmehr die in Aussicht genommene Verteilung der w- Werte 
in zwei Klassen zu erzielen, geniigt es, 


O40 +0, 
(3) wy =Vritetse 5 Wg , 
zu setzen. 

Untersuchen wir jetzt das Verhalten dieser Funktionen lings ©. 
Am negativen Ufer der ersten Strecke (a, b) von © (man vergleiche 
die Figur) nimmt 6, Werte an, welche um 2z gréBer als die entsprechen- 
den Werte am positiven Ufer sind. Dagegen haben 0, und 63 an 
beiden Ufern gleiche Werte. Infolgedessen stimmt dort w,+ mit w.- 
und ebenso w,~ mit w,+ iberein. Dementsprechend wollen wir das 
positive Ufer des ersten Blattes mit dem negativen Ufer des zweiten 
und gleichfalls das positive Ufer des zweiten mit dem negativen Ufer 
des ersten Blattes lings dieser Strecke verbinden. 

Gehen wir weiter und ziehen jetzt die Strecke (b, c) in Betracht, 
so zeigt sich hier, daf sowohl 6, als 0, am negativen Ufer um 27 
gréBer als am positiven Ufer sind, wihrend 0; an beiden Ufern 
gleiche Werte erhalt. Daher bleibt der Exponentialfaktor emdeutig 
lings der Strecke (b,c), und jedes der beiden Blatter darf mithin 
dort in seimen urspriinglichen unversehrten Zustand wieder ver- 
wandelt werden. 

Was endlich die letzte Strecke (¢, co) von © anbetrifft, so kon- 
statiert man hier ein éhnliches Verhalten, wie lings der ersten Strecke 
(a, b), so daB also die beiden Blatter lings dieser Linie ineinander 
ubergehen. 

Hiermit ist die Riemannsche Fliche fertig. Sie hat vier Ver- 
zweigungspunkte: z = a, b, c, co. Heben wir an dieser Fliche wieder- 
um hervor, daf die genaue Lage der Verzweigungsschnitte belanglos 
ist, nur die Verzweigungspunkte stehen fest. So kénnten wir bei- 
spielsweise jeden anderen der Verzweigungspunkte mit dem Punkte 
z= oo, und darauf die beiden iibrigen miteinander durch Ver- 
zweigungsschnitte verbinden. Das Resultat wiirde eine ebenso 
brauchbare Riemannsche Fiche fiir die vorgelegte Funktion sein. 


Betrachten wir jetzt die Riemannsche Fliche fiir w, wo 


(4) w* = (2 — a)?(z —¢) 
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ist. Hier legen wir vorab wieder eine Kurve © durch die Punkte 
Z = @,C, co, setzen ferner 


2—a=re’®, g—c=r'e™, 


und erhalten so, wie vorhin, eindeutige stetige Bestimmungen von 6, 
6’, woraus wir dann zwei in der aufgeschnittenen Ebene eindeutige 
analytische Funktionen: 
wy =r Vriertte%, W,= — W, 

konstruieren. Wenn wir nun aber die Verbindung zwischen den 
beiden dazu gehorigen Blattern herstellen, so zeigt sich, daB diese 
lings der Strecke (a,c) beide schlicht verlaufen, erst die Strecke 
(¢, co) liefert einen Verzweigungsschnitt. Im Punkte z= a fallen 
also hier zwei Werte der Funktion w zusammen, ohne jedoch zu einer 
Verzweigung AnlaB zu geben. Hieriiber vgl. man ferner § 17. 

Wir kénnen dieses Vorkommnis in ein helles Licht setzen, in- 
dem wir von der friiheren Funktion w der Gleichung (1) nebst der 
zugehérigen Riemannschen Flaiche ausgehen, und dann den Ver- 
zweigungspunkt 6 als verinderlich ansehen. Lassen wir b an a heran- 
riicken, so wird dabei der Verzweigungsschnitt (a, b), unter geeig- 
neter Festlegung derselben, immer kiirzer und schrumpft noch in 
der Grenze zu einem Punkte zusammen. Hiermit hort aber auch die 
Verzweigung auf, denn in einem einzigen isolierten Punkte diirfen 
zwei Blatter einer Riemannschen Flache niemals miteinander zu- 
sammenhingen, derart, daB ein beweglicher Punkt von dem einen 
Blatte ins andere an einer solchen Stelle ibergehen kénnte — es ist 
dies eben eine Verabredung betreffend die Auffassung einer Rie- 
mannschen Flache, welche wir hiermit ein fiir allemal getroffen 
haben wollen.+) 

Die in diesem Paragraphen besprochenen Riemannschen Flaichen 
sind dem Werke von Neumann, Abelsche Integrale, 2. Aufl., 1884, 
Kap. 4, § 4 entnommen. 


Aufgabe. Man stelle die Riemannschen Flaichen fir folgende 
Funktionen her: 


@) w= V(2— &) +--+ (2— tn). 


1) Wiirde es sich blo& um die stetige Fortsetzung einer Bestimmung der 
Funktion handeln, so mii&te der Fortsetzungsweg allerdings durch einen solchen 
Punkt gehen und hierdurch in das andere Blatt gelangen diirfen. Eine ana- 
lytische Fortsetzung lings eines solchen Weges ist dagegen unméglich (vgl. 


Kap. 9), und darum treffen wir die vorstehende Verabredung. 
25* 
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Hier stellt sich eine Verzweigung im Punkte z = oo ein oder nicht, 
je nachdem n eine ungerade oder eine gerade Zahl ist. 


2—&4 
B) 10) == ae . z 
Im Punkte z = oo findet hier keine Verzweigung statt. 


(2 — by)h +++ (@— dp)” 
3 Bega eas ee 
6) w= Vézs 4 Ved. 


é) ws = (z — a)*(z — b)?. 


Die Funktion w hat hier zwei Verzweigungspunkte 2. Ordnung im 
Punkte z = a, drei einfache Verzweigungspunkte in z = b, und einen 
Verzweigungspunkt 5. Ordnung im Punkte z = oo. 

Der Leser kann sich leicht weitere derartige Beispiele bilden. 
Auch ist es nicht schwierig, den allgemeinen Fall einer beliebigen 
rationalen Funktion und einer beliebigen rationalen Potenz: w” = R(z) 
zu erledigen; man fange etwa mit w" = G(z) an, wo G(z) ein Poly- 
nom und n = 2, 8,... ist. 


§ 4. Die Riemannsche Fliche fiir die Funktion w, wo w* — 3w = z. 


In den vorhergehenden Fiillen sind wir von einer expliziten Dar- 
stellung der Funktion ausgegangen, der wir dann ohne weiteres ent- 
nahmen, welche Werte wir zusammenfassen muBten, um eine ein- 
deutige, stetige Funktion herzustellen und somit die Riemannsche 
Fliche aufzubauen. Wir wollen jetzt eine Methode kennenlernen, 
wodurch wir die Riemannsche Fliche auch fiir eine durch eine nicht 
aufgeléste Gleichung gegebene Funktion konstruieren kénnen. Zu 
dem Zwecke behandeln wir zuerst das Beispiel *) 


(1) w> —3w =z. 


Zunichst sieht man, daB z, als Funktion von w betrachtet, fiir alle 
endlichen Werte von w eindeutig und analytisch ist. Ist also (wg, Zo) 
ein der Gleichung (1) geniigendes Wertepaar, so laBt sich die Funktion 


1) Klein, Leipziger Vorleswng 1881/82, wo die Riemannsche Fliche kon- 
struiert wird. Die Funktion war bereits von Briot et Bouquet, Fonctions 
elliptiques, 2. Aufl., Bd. 1, ch. 3 vermége der Methode der Schleifenwege (vgl. 
Ende des gegenwirtigen Paragraphen) untersucht worden. Sie kommt im 
wesentlichen bereits bei Puiseux, Journ. de Math., Bd. 15 (1850), 8. 137 vor. 
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z = f(w) in der Nahe der Stelle w = wo, 2 = 2 nach Kap. 6, §7 
umkehren, sofern nur 


d 
ie ace 
ist, also sicher fiir alle Wertepaare (wy, 2) mit Ausnahme der beiden: 


ee Wi == il 
Lo), a, 


Nun sind das aber gerade diejenigen z-Werte, wofir die Gleichung (1), 
als eme algebraische Gleichung zur Bestimmung von w _ betrachtet, 
gleiche Wurzeln erhalt. Traigt man namlich einen dieser z-Werte 
in (1) ein, so hat die dadurch resultierende Gleichung eine Wurzel 
mit der Gleichung 


A (w® — 3w— 2) = 38wv?—8=0, 

gemeinsam. Aus dem Grunde wird man schon vermuten, da sich die 
entsprechenden Punkte z = 2, —2 als Verzeigungspunkte fiir ge- 
wisse Bestimmungen der Funktion erweisen werden. 

Jedem Werte von z+ 2, — 2 entsprechen also drei verschie- 
dene Werte von w. In der Nihe eines solchen Punktes 2, lassen sich 
ferner diese Werte nach dem soeben angefiihrten Satze so zusammen- 
fassen, da die drei Systeme je eine im Punkte zp analytische Funk- 
tion bilden, wodurch denn auch die Umgebung von 2, auf die Um- 
gebungen der drei zugehérigen Punkte der w-Ebene konform be- 
zogen wird, Kap.6, §8. Demgemi8 wollen wir drei Blatter twber 
der z-Ebene ausbreiten und dann zusehen, ob sich daraus eine Rie- 
mannsche Flache fiir die Funktion herstellen lift. 


Abbildung der Halbebenen. Zu dem Behufe schneiden wir die 
drei Blatter langs der reellen Achse auf und suchen die Abbildung 
einer jeden der sechs Halbebenen auf die w-Ebene zu bestimmen. 
Vor allem stellen wir die Bildpunkte der Berandung der Halbebenen 
fest, indem wir in (1) Reelles und Imaginires trennen: 

(wu + vi)? —8(u4+ 01) = a@+ yt, 
(2) uw — 8uv? —8u=2, 3u2v —v? —3v = y, 


und darauf y = 0 setzen: 


0(8u? — v2? — 3) = 0. 
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Hiernach bestehen die Bildkurven jener Berandung aus der reellen 
Achse der w-Ebene nebst der Hyperbel 

(8) wu? — > =1. 

Durch diese Kurven wird nun die w- Ebene, wie man ja auch erwarten 
sollte, in sechs Gebiete zerlegt, wovon jedes die Abbildung einer 
der sechs Halbebenen ausmacht, was wir sogleich noch mit aller 
Strenge beweisen werden (vgl. Fig. 86). Diese Gebiete sowohl als 
die Halbebenen wird man als abgeschlossene Bereiche der erwei- 
terten Ebene auffassen; projiziert man sie auf die Kugel, so er- 
scheinen ihre Abbildungen auch in gewohnlichem Sinne als abge- 
schlossen. 

Um uns iiber die Abbildung der Gebiete, in die die w- Ebene 
hiermit zerlegt ist, auf die Halbebenen niher zu orientieren, lassen 
wir einen Punkt @ den Rand dieser Gebiete der Reihe nach be- 
schreiben und beobachten wir, wie sich der Bildpunkt P der z- Ebene 
dabei bewegt. Wir wollen Q zunichst vom Punkte w = co ausgehen 
und lings der positiven reellen Achse hereinriicken lassen. Nach (2) 
hat 2 dann den Wert 

x= u> —3u 


und nimmt daher zugleich mit w bestiindig ab, so lange nur 


dz 


Jy ou 8 > 9, also u>1l, #«>—2 


ist. Im Punkte w =1 angelangt, setze der Punkt Q seinen Weg 
lings der Hyperbel (3) stetig fort, derart, daB v > 0 wird. Verfolgen 
wir weiter den immer noch auf der reellen Achse y = 0 verharrenden 
Bildpunkt P, so hat die Abszisse desselben jetzt den Wert 


z= u> — 8uv2 — 8u 


= — 8u* + bu. 

Ferner ist 

daz 

a, = 8 Aw ly 
Hiernach bewegt sich der Punkt P bestindig nach links, wenn Q 
diesen Ast beschreibt, und zwar riickt P zugleich mit Q ins Un- 
endliche. Beide Punkte, P und Q, haben nunmehr eine geschlossene 
Kurve ihrer erweiterten Ebenen beschrieben, und diese Kurven ent- 
sprechen sich in ein-eindeutiger stetiger Weise. 
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Des weiteren sei Wy > 1 ein Punkt der reellen Achse, z) dessen 
Bildpunkt, der also ebenfalls auf der reellen Achse liegt; im iibrigen 
ist 29 > —2. Die Abbildung der Umgebung dieser beiden Punkte 
aufeinander wollen wir jetzt ins Auge fassen, vgl. Fig. 85. Da 


4 Bis 0 


Fig. 85. 


(dz/dw),—», = 3W,? — 3 reell und positiv ist, so schlieBen ein von 
Wo ausgehender Halbstrahl und seine von Z) ausgehende Bildkurve 
eleiche Winkel mit ihren beziiglichen positiven reellen Achsen ein. 
Riickt also ein Punkt w, von wy ausgehend, in die obere Halbebene 
hinein, so betritt dessen Bildpunkt z auch zunichst seine obere Halb- 
ebene, und zwar wird letzterer stets in der positiven Halbebene 
bleiben, solange w nur innerhalb des vom Hyperbelaste und der posi- 


tiven reellen Achse begrenzten Gebiets It+:uw>1,0 <0 V3u2—8 
bleibt (Fig. 86), denn sonst miiBte es ja einen inneren Punkt w von I+ 
geben, dem ein reeller Wert von z entsprache. Daraus geht hervor, 
da das Abbild des ganzen Gebiets I* sicher oberhalb der reellen 


Achse der z-Ebene liegt. Fiillt es aber diese Halbebene gerade ein- 
mal aus? Gegen diese Annahme sprechen allerdings folgende Zweifel. 
a) Wird z auch in jeden Bereich der Halbebene eindringen, oder wird 
es nicht am Ende Inseln geben, denen z stets ausweicht? b) Kann 
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nicht eventuell ein Bereich besagter Halbebene schon mehr als einmal 
erreicht werden, so daB er als vielblittrig aufzufassen sein wird und 
also verschiedenen getrennten Gebieten von I+ entspricht ? — Beiden 
BHinwiinden kann man zwar direkt begegnen, doch erfordert eine 
strenge Behandlung der Sache von dieser Seite her etwas umstiindliche 
Uberlegungen, jedenfalls fihrt der Satz vom folgenden Paragraphen 
rascher zum Ziele. Deshalb wollen wir die Erledigung dieses Punktes 
bis dahin aufschieben. 

Hiermit ist nunmehr die Abbildung der positiven Hilfte i+ des 
ersten Blattes der z-Fliche auf einen Teil I+ der w-Ebene bewerk- 
stelligt. In éhnlicher Weise faihrt man jetzt fort, indem man Q wieder 
vom Punkte w = co ausgehen und diesmal liings des soeben benutzten 
Hyperbelastes hereinriicken la8t. Dabei kehrt P lings der negativen 
reellen Achse aus dem Unendlichen wieder und langt schlieBlich im 


Punkte z = —2 an, wenn @ die reelle Achse erreicht. Indem Q 
jetzt lings der reellen Achse von w =1 bis w = —1 weitergeht, 
legt P die Strecke der reellen Achse von zg = —2 bis zg = 2 hin 


zuriick, wie man an der Hand der expliziten Formeln (2) direkt be- 
weist. Endlich soll Q lings des im zweiten Quadranten belegenen 
Hyperbelastes wieder ins Unendliche ziehen, wobei dann P den Rest 
der reellen Achse durchliuft. Der abgeschlossene, von @ soeben um- 
laufene, an I*+ angrenzende Bereich der erweiterten w-Ebene soll 
I- heiBen. Ihm entspricht ein negatives Halbblatt der z-Flaiche, 
welches wir die negative Hilfte des ersten Blattes nennen und mit 
i- bezeichnen wollen. 

Fahrt man so fort, so stellt sich heraus, daf auch die weiteren 
Gebiete der w-EKbene beziehungsweise den positiven und negativen 
Halbebenen der Reihe nach so zugeordnet werden kénnen, wie in 
Figur 86 angezeigt ist. 

Zusammenfiigung der Halbebenen. Jetzt bleibt nur noch ibrig, 
den Nachweis zu fiihren, daB obige Halbebenen sich wirklich zu 
emer Riemannschen Flache, auf welcher die Funktion w eindeutig 
ist und im allgemeinen stetig verliuft, vereinigen lassen. Dies ge- 
schieht, wie folgt. Jedes der sechs Gebiete I+,..., III- st68t an 
andere derselben, und nun gollen die zugehérigen Halbebenen lings 
der Bildkurven jener gemeinschaftlichen Begrenzungen zusammen- 
gefiigt werden. In der Tat wird durch die Gleichung (1) die Um- 
gebung eines beliebigen Punktes w, einer jener Begrenzungskurven 
auf die schlichte Umgebung seines Bildpunktes z, konform abgebildet, 
sofern nur W) += 1, —1 ist. Hiernach werden also i+ und i> lings 
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der Bildkurve des im ersten Quadranten belegenen Hyperbelastes, 
also langs des links vom Punkte z = — 2 belegenen Teils der reellen 
Achse zusammenhiangen. Die positiven Halbebenen, sowie deren Ab- 
bildungen in der w-Ebene wollen wir schraffieren. 

Gehen wir weiter. Lings der Strecke (—1, 1) der w-Ebene 
hangen I- und IJi+ zusammen. Demgemif fiigen wir den zwischen 
z= —2und z = 2 belegenen Teil des Randes von i- mit dem ent- 
sprechenden Teil des Randes von iii+ zusammen. Der iibrige Teil 
des Randes von i~ hangt dann mit dem gegeniiberliegenden Teil des 
Randes von ii+ zusammen. 

Durch Wiederholung dieses Verfahrens entsteht als Endresultat 
eine dreiblattrige, in der erweiterten Ebene bzw. auf der Kugel ge- 
schlossene Riemannsche Flaiche, deren Blatter in den Verzweigungs- 
punkten z = — 2, 2, co zusammenhiingen und lings Verzweigungs- 
schnitte, welche wher der reellen Achse liegen, ineinander iibergehen, 
wie? — darauf gehen wir jetzt naher ein. 

Zunaichst sieht man, daB die drei Blatter sich lings des zwi- 
schen z = — 2 und zg = oo gelegenen Teils der negativen reellen 
Achse nicht kreuzen. Dagegen geht lings der Strecke —2 <2 2 
die Halbebene i+ in iii-, 1- in ilit tiber, wihrend das Blatt ii hier 
vereinzelt verliuft. Endlich haingen lings des iibrigen Teils der 
reellen Achse die drei Blatter zusammen, wie in Figur 86 ange- 
deutet ist. 

Hiernach — oder auch an der Abbildung — kann man den 
Zusammenhang der Blatter in den Verzweigungspunkten leicht fest- 
stellen. Im Punkte ¢ = — 2 hangen niamlich das erste und das 
dritte Blatt, der Umgebung des Punktes w = 1 entsprechend, im 
Zyklus zusammen, wihrend das zweiten Blatt, der Umgebung des 
Punktes w = — 2 entsprechend, hier schlicht verléuft, der Punkt 
w = 1 erweist sich somit als ein ausgezeichneter Punkt erster Ord- 
nung (§ 2). 

In ahnlicher Weise hingen im Punkte z = 2, der Umgebung des 
ausgezeichneten Punktes w = — 1 entsprechend, die Halbebenen 11°, 
ii-, iii*, i- im zweiblattrigen Zyklus zusammen, wahrend die tibrigen 
Halbebenen it und iii- hier, wie sonst im Intervalle —2 < « < + oo, 
aneinanderstoBen und ein schlichtes Blatt bilden. Endlich hingen im 
Punkte z = oo alle drei Blatter zusammen, der Punkt w = co ist 
wieder ein ausgezeichneter Punkt, diesmal von der zweiten Ordnung. 

Die Riemannsche Flache ist nunmehr fertig. Dem Leser wird emp- 
fohlen, sich ein Modell derselben aus Papier zusammenzukleben. Wo 
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die Blatter sich durchsetzen sollen, kann die Verbindung durch 
schmale Streifen Papier hergestellt werden, welche aufeinander- 
folgend aufgeklebt werden. Im iibrigen braucht 
das volle Blatt von vornherein nicht lings der 
ganzen w-Achse aufgeschnitten zu werden. 

Erérterung der Flache. Machen wir uns 

noch klar, was an der Riemannschen Flaiche 
Fig. 81. wesentlich und was nur zufillig ist. Wesent- 
lich ist, a) daB uber der Umgebung eines jeden 
der Punkte z+ — 2, 2, co drei Blatter schlicht verlaufen, welche 
als Traiger dreier in dieser Umgebung eindeutiger, sich analytisch 
verhaltender Funktionen dienen; b) daB in der Umgebung der 
Punkte z= —2, 2 ein Blatt schlicht verliuft, wihrend zwei andere 
dort im Zyklus zusammenhingen; sowie da im Punkte z = co alle 
drei Blatter zusammenhiingen. So viel im Kleinen; dazu kommt 
noch, c) daB die Blatter so miteimander verbunden werden, wie es 
der Verlauf der verschiedenen Bestimmungen der Funktion im Grofen 
verlangt. 

Um die Bedingung c) deutlicher hervortreten zu lassen, machen 
wir darauf aufmerksam, daS8 man eine positive Halbebene mit einer 
beliebigen negativen Halbebene zu einem Blatte zusammenfassen 
darf, sofern nur die entsprechenden Bereiche der w-Ebene lings 
einer Kurve aneinanderstoBen. So kénnte man beispielsweise als 
zweites Blatt die beiden Halbebenen nehmen, welche dem an der kon- 
vexen Seite der Hyperbel gelegenen Bereiche der w-Ebene ent- 
sprechen. Das erste Blatt wiirde dann dem an der konkaven Seite des 
einen Hyperbelastes gelegenen Gebiete zugeordnet werden, wo- 
durch denn das dritte Blatt vollstindig bestimmt ist. Diese Wahl 
der den Blattern zuzuweisenden Nummern ist sogar eine symmetri- 
schere als die vorhergehende. Insbesondere wird sich dadurch der 
Verlauf der Blatter in der Umgebung des Punktes z = 2 ebenso ge- 
stalten, wie im Punkte z = —2. Dem Leser wird empfohlen, sich 
auch ein Modell dieser Form der Riemannschen Fliche zu machen. 

Man achte wohl auf den Umstand, da8 die Hyperbel in der vor- 
liegenden Geometrie, die ja im wesentlichen die Geometrie der rezi- 
proken Radien ist, die Ebene in drei Teile zerlegt, waihrend sie die- 
selbe in der projektiven Geometrie nur in zwei Teile trennt. Auch 
wird die Ebene hier durch eine Gerade in zwei Teile zerlegt, wihrend 
die projektive Ebene durch den Schnitt einer Geraden nicht zer- 
fallt; der Zusammenhang der beiden Ebenen ist bekanntlich ver- 
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schieden, wozu noch kommt, da die projektive Ebene eine Doppel- 
flache ist. 

Schleifen. Aus der Gestalt der Riemannschen Fliche kann man 
die Vertauschung der verschiedenen Bestimmungen der Funktion w 
ersehen, wenn 2 einen beliebigen 
geschlossenen Weg _beschreibt. 
Nehmen wir beispielsweise die 
drei Werte von w im Punkte 
z= —1 und bezeichnen die- 
selben, ihren zugehérigen Blit- 
tern entsprechend, mit w,,w,,W3. 
Lat man nun z den in der Figur 
angedeuteten geschlossenen Weg Fig. 88, 
1, durchlaufen, der den Punkt 
zg = 2 in positivem Sinne umkreist, aber keinen weiteren Verzwei- 
gungspunkt umfaBt, so sicht man aus Fig. 86, da’ 


W, IN We, Wy iN Wy, Wz in We 


ibergeht. Diese Vertauschung s, wird in der Gruppentheorie durch 
das Symbol (12) ausgedrickt: 


sp (12): 


Ebenso entspricht dem anderen geschlossenen, den Punkt z = — 2, 
aber keinen weiteren Verzweigungspunkt umfassenden Weg 1, die 
Substitution 

So == (19)3 


Endlich wird der Punkt 2 = oo in positivem Sinne umkreist, wenn z 
einen alle im Endlichen gelegenen Verzweigungspunkte umfassenden 
Wee durchliuft, und zwar im entgegengesetzten Sinne wie bisher, 
man vgl. wieder Fig. 86. Dadurch entsteht die Substitution 


Ss = (182). 


Die zu einer gegebenen Substitution s; inverse Substitution s,-? 
wird erhalten, indem z die beziigliche Schleife in entgegengesetztem 
Sinne durchliuft. 

Denkt man sich diese Wege als dehnbare Faden und schligt 
man in jeden Verzweigungspunkt ein Stiftchen ein, tiber welches 
der Faden nicht hinweggeschoben werden darf, so kann der dritte 
Weg in den ersten und zweiten stetig deformiert werden, nur wird 
er in entgegengesetztem Sinne beschrieben. Libt man z also die drei 


396 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen 


Wege der Reihe nach durchlaufen, so werden alle drei Werte von 
w zu den Anfangswerten wieder zuriickkehren, d.h. sie werden die 
identische Substitution erfahren. Daher herrscht zwischen s,, 52, 
S, die Relation: 

$1 SuSe Haake 


wobei s, zuerst ausgefiihrt wird. 

Solehe Wege, wie die drei soeben betrachteten, heiBen Schlerfen 
(lacet). Es ist klar, daB jeder geschlossene Weg, der durch den Punkt 
z = —1, aber durch keinen Verzweigungspunkt geht, auf eine Reihe 
von solechen Schleifen, die ja auch zum Teil in negativem Sinne 
durchlaufen werden miissen, zuriickgefiithrt werden kann. Da man 
nun einmal die jeder einzelnen Schleife entsprechende Substitution 
Von W,, W2, Wz kennt, so kann man daraus die dem vorgelegten Wege 
zugehorige Substitution bestimmen. 

Das soeben betrachtete Schleifensystem ist aber nicht das ein- 
zige, das vom Punkte z = — 7 aus angelegt werden kann. So hatte 


= ae Fig. 89. 
man Z. B. die beiden ersten Schleifen, wie in beistehender Figur, an- 
nehmen kénnen. 


Aufgabe1. Man stelle die dem zweiten Schleifensystem, Fig. 89, 
zugehorigen Substitutionen von w,, W,, Ws auf und bestimme die 
Relation, welche sie verkniipft. 


Aufgabe 2. Man konstruiere die Riemannschen Flachen fiir 
die folgenden Funktionen w und veranschauliche sie durch ein 
Modell. 


a) w? —8w? = 2; 
1 
b w ions IS 
) ipl ace 


¢) we —2w* —z+1=0. 
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§ 5. Ein Satz, betreffend die konforme Abbildung im GroBen. 


Bisher haben wir uns im allgemeinen Falle blo8 mit der kon- 
formen Abbildung im Kleinen beschiftigt, indem wir zeigten, daB 
unter gewissen Bedingungen die Umgebung eines Punktes z,, deren 
Ausdehnung also von vornherein nicht feststand, ein-eindeutig und 
konform auf eine Umgebung eines Punktes w, bezogen wird. Jetzt 
wollen wir ein Kriterium kennenlernen, wonach ein vorgelegter Be- 
reich inkl. der Berandung ein-eindeutig und stetig, und im Innern 
konform auf einen zweiten vorgegebenen Bereich abgebildet werden 
kann. Dieses Kriterium sprechen wir in der folgenden Form aus. 


Lehrsatz.1) Sei S em abgeschlossener durch eine beliebige ein- 
fache geschlossene Kurve berandeter Bereich der z-Ebene, und ser f(z) 
eine Funktion von z, die 1m Innern und am Rande von S stetig, und 
wm Innern von S analytisch ist. Ferner mége f(z) denselben Wert in 
zwer verschiedenen Randpunkten von S memals annehmen, so dap} also 
der Kand von S auf eime einfache geschlossene Kurve der w-Ebene 
ein-eindeutig und stetig bezogen wird. Der endliche durch letztere 
Kurve begrenzte Bereich heipe X. Dann wird durch die Gleichung 


(1) w = f(z) 
eine eim-emndeutige stetige Abbildung des abgeschlossenen Bereiches S 


auf den abgeschlossenen Bereich & definiert, welche auperdem wm 
Innern dieser Bereiche ausnahmslos konform ist. 


In dieser allgemeinen Form laBt sich das Kriterium am _be- 
quemsten aussprechen und im Gedichtnisse behalten. Den Beweis 
wollen wir jedoch nur so allgemein durchfiihren, wie es in der Folge 
die Anwendungen erfordern. 

Was zunaichst den Rand von S anbetrifft, so geniigt es voraus- 
zusetzen, daB er regular sei. Ferner wird stets in der Folge die Ab- 
bildung dieses Randes ebenfalls regular sein. Da8 aber eine solche 
Kurve einen endlichen einfach zusammenhiingenden Bereich 2 ab- 
grenzt, ist im 5. Kapitel, § 6 ausfithrlich bewiesen worden. Da- 
mit haben wir uns also zunichst den Bereich 2 geschaffen. 

Sei nun W ein innerer Punkt von 2’, und man bilde die Funktion 


(2) f(z) —W. 


Dieselbe ist im abgeschlossenen Bereich S stetig, im Innern von S 


1) Der Satz findet sich bei Darboux, Legons sur la théorie générale des 
surfaces, Bd.1, 1887, 8.173. 


398 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen 


analytisch, und am Rande von 0 verschieden. Infolgedessen hat sie 
nur eine endliche Anzahl von Nullstellen in S; Kap. 6, § 8. Die Zahl n 
letzterer wird ferner dadurch erhalten, indem man z den Rand von S 
in positivem Sinne durchlaufen 1i8t; dann nimmt 


are (f(z) — W) 


nach Kap. 7, § 11 gerade um 2nz zu. 
Vermoge (1) geht die Funktion (2) in 


(3) w—W 


iiber. Wenn z, wie vorhin geschah, den Rand von S durchliuft, 
findet genau das entsprechende in der w-Ebene statt: w durchliuft 
den Rand von 2 einmal. Dabei nimmt 


are (w — W) 


um + 27 zu. Aus beiden Ergebnissen schlieBt man nun, dab n = 1 
ist (sowie auch, daf der Umlaufssinn von w der positive ist). Dem- 
nach hat die Funktion (2) eine einzige Nullstelle erster Ordnung in S. 

Zieht man dagegen einen éuBeren Punkt W von 2» in Betracht 
und 1li8t man z den Rand von S wiederum durchlaufen, so hat 
jetzt den Wert 0, da are(w — W) zum Anfangswert wieder zuriick- 
kehrt. In diesem Falle hat die Funktion (2) keine Nullstelle in S. 

Hiermit haben wir gezeigt, a) daB jedem inneren Punkte von 2’ 
ein innerer Punkt von S, b) dai einem iuBeren Punkte von 2 kein 
innerer Punkt von S, m.a. W. b’) daB jedem inneren Punkte von S 
ein innerer oder Randpunkt von 2 entspricht. Es bleibt daher noch 
iibrig, diese letzte Méglichkeit zu beseitigen. Dies geschieht, wie 
folgt. Gesetzt, der Bildpunkt wy eines inneren Punktes z von S 
lage auf dem Rande von 2. Da f(z) im Punkte z analytisch ist, 
ohne sich auf eine Konstante zu reduzieren, so wird die Umgebung 
von 2, nach $2 auf die méglicherweise mehrfach tiberdeckte Um- 
gebung von w, bezogen. Danach wird aber ein letzterer Umgebung 
angehoriger auferer Punkt von 2’ einem inneren Punkte von S zu- 
geordnet, was eben gegen die bereits erhaltenen Ergebnisse verstéBt. 

Die umkehrbare Hindeutigkeit der Abbildung von S auf 2 ver- 
mége (1) steht nunmehr fest. DaS die Beziehung auSerdem im 
Innern konform ist, ergibt sich direkt aus jenem Satze von § 2. Wiire 
nimlich f’(z) = 0 in einem inneren Punkte von S, so miiBte das 
eben ein ausgezeichneter Punkt sein, womit aber der umkehrbaren 
Eindeutigkeit der Abbildung Abbruch getan wire. Es mu8 also 
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nur noch der stetige AnschluB an den Rand festgestellt werden. 
Die eine Halfte dieser Beziehung erfolgt ja sofort aus der Stetigkeit 
der Funktion f(z). Nahert sich niémlich ein Punkt z, im abgeschlos- 
senen Bereiche S verbleibend, einem Randpunkte Z von S, so strebt 
der Bildpunkt w dem zugehérigen Punkte W des Randes von Z zu. 
Die andere Halfte wird, wie folgt, dargetan. 

Sei W ein beliebiger Randpunkt von 2, und sei Z dessen Ab- 


bild. Seien ferner w,, wy,... eine beliebige Reihe dem abge- 

schlossenen Bereich 2X zugehériger Punkte mit lim w, = W, und 

selen endlich z,, z,... die Bildmenge derselben. Dann ist 
Mite — AS 


Hatte niaimlich die letzte Menge eine von Z verschiedene Hiufungs- 
stelle Z’, so kénnte man aus dieser Menge eine Teilung z,’, 2’,... 
herausheben, derart, daB 

lim 2,'= 2’ 


n= co 


ist. Dann wire aber 


lim Wy’ = lim f (2,’) = f (Z’) = W'+ W, 


und dies ist eben nicht méglich. 


Erweiterungen des Satzes. Anstatt einen einfachen Rand von S 
vorauszusetzen, geniigt die Annahme, daf S ein endlicher, einfach 
zusammenhingender Bereich sei, dessen 
Begrenzung sich in eine endliche Anzahl 
regulirer Kurven zerlegen lat, wie durch 
beistehende Figur néaher angegeben sel. 
Dann kommen gewissen Randpunkten meh- 
rere Randwerte zu, vgl. Kap. 2, § 2; und 
diese, sowie auch alle anderen Randwerte Fig. 90. 
miissen, wie vorhin, simtlich voneinander 
verschieden sein. Der vorstehende Beweis pabt auch fiir diesen Fall, 
da man einen derartigen Bereich auf einen von einer einfachen regu- 
laren Kurve umschlossenen Bereich im Innern ein-eindeutig und 
konform und am Rande stetig abbilden kann. Liegen nimlich auBere 
Punkte von S innerhalb der iuferen Umgrenzung von S, so sei a 
ein soleher Punkt. Durch die Transformation 


(4) ¢=Vz—a 
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geht dann S in einen Bereich 9’ iiber, wofiir die Anzahl der doppelt 
gu zihlenden Randstiicke weniger geworden ist. 

Im Falle eines Hinschnittes sei b ein soleher Endpunkt des- 
selben, welcher bei Fortlassung der iibrigen Punkte des Hinschnittes 
im Innern von S liegen wiirde. Durch die Transformation 


wird dann der Kinschnitt aufgehoben. 

Im iibrigen darf sich S ins Unendliche erstrecken. Wesentlich 
ist dabei nur, daB sich S in einen solchen Bereich iiberfiihren liBt, 
wie er bei der Formulierung des urspriinglichen Satzes vorausgesetzt 
wurde. So kénnte das Innere von S z. B. aus den Punkten der er- 
weiterten Ebene mit Ausnahme der Punkte der Strecke (a, b) be- 
stehen, wobei a, b zwei komplexe Zahlen sind. Durch die Trans- 
formation 


6 VS 


entsteht daraus ein Bereich mit fuBeren Punkten und emer einfachen 
Begrenzung. Dieser laBt sich dann durch eine lineare Transformation 
in einen endlichen, von einer einfachen reguliren geschlossenen Kurve 
berandeten Bereich verwandeln. 

Analoge Erweiterungen gelten auch gewissermafien fir das Ab- 
bild des Randes von S in der w-Ebene. Eine fiir die Praxis brauch- 
bare Formulierung des erweiterten Satzes ist folgende. 


Der erweiterte Satz. Sei S ei endlicher oder unendlicher Be- 
reich, welcher auf eimen endlichen, von emer einfachen Kurve wm- 
schlossenen Bereich S’ emm-eindeutig und konform im Innern, und am 
Rande stetig, abgebildet werden kann. 

Ser f(z) eine im Innern von S héchstens bis auf Pole analytische 
Funktion, welche in jedem Randpunkte von S einen Randwert an- 
nimmt*) oder héchstens in einem einzigen Randpunkte unendlich 
wird. Ferner sollen keine zwei Randwerte einander gleich sein. 

Endlich soll es einen Punkt w = A der erweiterten w-Hbene geben, 
dem kev imnerer oder Randpunkt von S entspricht. Von den beiden 
Bereichen, in welche die w-Hbene durch das Abbild des Randes von S 
zerlegt wird, mége derjenige, in welchem A nicht liegt, X heipen. 


1) Nach Kap. 2, § 2 bilden diese Randwerte dann von selbst eine stetige 
Folge. 
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Dann wird das Innere von S ein-eindeutig und konform auf 
das Innere von &' bezogen, und auferdem herrscht stetiger Anschlup 
am Rande. 


Man bilde namlich eine Funktion F(z), welche in den Punkten, 
wo /(z) unendlich wird, den Wert 0 hat und sonst durch die folgende 
Formel erklart wird: 

1 
TiO 
Wird nun S auf S’ abgebildet, so geht F(z) dabei in eine Funktion 
im Bereiche S’ tber, welche allen Bedingungen des urspriinglichen 
Satzes geniigt. 


P(e) 


Anwendung auf die Abbildung von § 4. Aus dem letzten Satze 
erkennt man sofort, daB der Bereich I+ von § 4 ein-eindeutig und 
konform auf i+ bezogen wird. In der Tat entsprechen sich schon 
die Rander beider Bereiche, wie es der Satz verlangt. AuBerdem 
ist z, als Funktion von w betrachtet, z = f(w), (bei der Anwendung 
werden die Rollen der Variabelen w, z miteinander vertauscht) ana- 
lytisch in I*, wiihrend die zugehdrigen Punkte der z-Ebene, wie 
damals auch ausdriicklich hervorgehoben wurde, in der oberen Halb- 
ebene it liegen. Setzt man also etwa A = —1, so sind hiermit alle 
Bedingungen des Satzes erfiillt, und der Beweis ist fertig. 

In derselben Weise léBt sich zeigen, da auch die tbrigen Ge- 
biete I-, II+, usw. auf die betreffenden Halbebenen ein-eindeutig 
bezogen werden. 


§ 6. Die Riemannsche Flache fiir die Funktion w, wo wt — 4w = z. 


Bisher lagen die Verzweigungspunkte stets auf der reellen Achse, 
so daB es sich also empfahl, den Verzweigungsschnitt in diese Achse 
zu legen. Betrachten wir jetzt ein Beispiel, wo dies nicht mehr zu- 
trifft : 


(1) wt —4w =z. 
Stellt man hier eine ihnliche Uberlegung beziiglich der zu z inversen 


Funktion w an, wie in § 4, so erhalt man vor allem zur Bestimmung 
der Ausnahmepaare die Gleichung: 


4w —4 = 0. 
Dies gibt: 
w= a) | w—=w? | ans 
’ ’ fy @=e 8 
z=—38/] z=—38o | g=—3a? | 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 26 
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Uber der z-Ebene wird man nun vier Blatter ausbreiten. Diese werden 
zunichst langs der reellen Achse aufgeschnitten. Da 


z= ut — 6u?v? + vot — 4u, y = 4u8v — 4uv® — 40 
ist, so entsprechen jener Achse y = 0 die Kurven: 
a) oe ='0, b) ui —uv? —1=0. 


Der Hinfachheit der Formeln halber empfiehlt es sich, diese Achse 
so weit wie méglich zu Verzweigungsschnitten in den verschiedenen 
Blattern zu verwenden. Es fragt sich noch, wie man die Verzweigungs- 
schnitte in ihrem weiteren Verlauf am einfachsten anlegt. Bemerken 
wir vorab, daB den Geraden 


wes ot und) we os, 
wot alle reellen Werte durchliuft, die Gerade 
z2=o(t —4t) baw. 2 =o? (it — 42) 


entspricht, so liegt es nahe, in der w-Hbene so viel von diesen Ge- 
raden aufzuzeichnen, wie zwischen dem Punkte w—0O und der 
Kurve b) enthalten ist, und zugleich in der z-Ebene jedes Blatt lings 
der bildstrecken aufzuschneiden. Auf diese Weise wird die w-EKbene 


w-Ebene 


Fig. 91. 


in acht Gebiete eingeteilt, welche den acht Halbblattern der z-Fliche 
entsprechen. Im Punkte w = oo stofen alle diese Gebiete zusammen, 
und zwar weist ein jeder derselben den Winkel z/4 dort auf. Die 
Halbblatter lassen sich ihrerseits zu einer Riemannschen Fliiche zu- 
sammenfassen, deren Blitter so zusammenhiingen, wie in Fig. 91 
des niheren angegeben ist. Dabei fallt indessen dem Punkte z = 0 


§ 6. Die Riemannsche Flache fiir die Funktion w, wo wt—4w=2 403 


eine Ausnahmerolle zu, die im Wesen der Sache gar nicht begriindet 
ist, denn es tritt ja keine Verzweigung in diesem Punkte ein. Das 
hegt naimlich an der besonderen Wahl der Verzweigungsschnitte, 
welche deshalb so angelegt wurden, damit sich ihre Abbildung leicht 
verfolgen lie}. Da wir aber nunmehr im Besitze der fertigen Flache 
sind, so kénnen wir die Verzweigungsschnitte verschieben und ins- 
besondere die hier vorkommende Spaltung des Verzweigungsschnittes 
dadurch beseitigen, daB wir den Knotenpunkt lings der Geraden 
(0, — 38) stetig in den Punkt z = — 8m riicken lassen. Das Er- 
gebnis veranschaulicht Fig. 92. 

Legt man ein von einem beliebigen Punkte 2 auslaufendes 
Schleifensystem an, so kann man die zugehdrigen Substitutionen 
von W,,..., W, direkt an der Riemannschen Flache ablesen. Fiir 
das besondere in der Figur angedeu- 
tete Schleifensystem (wobei die vierte 
Schleife alle drei endichen Verzwei- 
eungspunkte umschlieBen soll) fallen 
diese, wie folgt, aus: 


$8, = (84), 
S24), 
Ss = (14), 
S, = (1234), 


Sth Sa Sa tal 
Der Leser wolle sich auch von dieser Flache ein Modell aus Papier 
anfertigen. 
Aufgabe 1. Man stelle die der Gleichung 


w> + 8w = 2 


-gugehorige Riemannsche Flache her. 


Da diese Gleichung aus Gleichung (1), § 4 mittels der Trans- 
formation w’ = iw, z’ = — rz hervorgeht, so erhaélt man schon eine 
Riemannsche Fliche dafiir, indem man die vorhin konstruierte Flache 
bloB um 90 Grad dreht. Im vorliegenden Falle méchte man jedoch 
der Ubung halber den Verzweigungsschnitt von vornherein anders 
anlegen, indem man hierzu die reelle nebst so viel von der imagi- 
niren Achse nimmt, wie zwischen den beiden Verzweigunsgpunkten 
liegt. Hinterher weise man dann noch die Identitat der beiden F lichen 
durch Verschiebung des Verzeigungsschnittes nach. 

26* 
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Aufgabe 2. An Aufgabe 2, b), §4 ankniipfend, stelle man 
jetzt die Riemannschen Flichen fiir die Funktionen w her, wo 


w* + —=2, N= 2 bs ae 


ist. Dabei entsprechen der reellen Achse der z-Ebene » durch den 
Punkt w= 0 gehende Gerade, welche gleiche Winkel miteinander 
bilden und woran sich iibrigens die reelle Achse beteiligt, nebst dem 
Hinheitskreise |w| = 1. So entspringt eine Zerlegung der w-Ebene 
in 4n Kreisbogendreiecke, welche, in geeigneter Weise auf die Kugel 
projiziert, zu einer besonders einfachen Gebietseinteilung dieser 
fiihren. Beschreibt man ihr némlich eine Doppelpyramide ein, deren 
beide Spitzen im Nord- und Siidpol liegen, wihrend sich ihre wbrigen 
Eeken im Aquator befinden, und richtet man es ferner so ein, daB 
der Aquator dem Hinheitskreise entspricht, so braucht man nur 
ihre Flichen (bei gehériger Orientierung der Pyramide) vom Mittel- 
punkte der Kugel aus auf die Kugelfliiche zu projizieren, um die 
in Rede stehende Gebietseinteilung zu erzielen. Vgl. Klein, Iko- 
saeder, diejenigen Paragraphen, wo vom ,,Dieder‘ die Rede ist. 


Aufgabe 8. Man konstruiere die Riemannsche Fliche fiir die 
5 
Funktion w, wo 
z2=w—esnw 


ist. Dabei soll e eine reelle positive Zahl sein. 


$7. Die sechs Doppelverhiltnisse. 


In der projektiven Geometrie wird gezeigt, daB die sechs Doppel- 

verhiltnisse von vier Punkten einer Geraden folgende Werte haben: 
1 A 1 1 

(1) Ry oh Ms RR? AS 17? hea it 

wobei A den Wert irgendeines derselben bedeutet.!) Wenn man in , 

jedem Ausdruck dieser Reihe A durch irgendeinen anderen der sechs 

Ausdriicke, etwa durch 1/A, ersetzt, so geht die Reihe, von der Auf- 

einanderfolge der Terme abgesehen, in sich iiber. 

Kine absolute Invariante von vier Punkten einer Geraden wird 
erhalten, wenn man eine Funktion von 4 bildet, welche obige sechs 
Transformationen: 

(2) H=1i—a, WSs, — usw. 


1) Man vergleiche Klein-Fricke, Modulfunktionen, Bd. 1, Kap. 1. 
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simtlich zulaBt, ohne ihren Wert zu dndern. Eine der einfachsten 
derartigen Funktionen ist die Invariante J, wo 


(8) J:J — 1:1 = 4(42?—A+1)8:[ (+1) (24 —1) (A —2)]? : 27421 —A)? 


ist. Indem wir jetzt z, w anstatt J, A schreiben, wird w durch (4) 
als eine sechs-wertige Funk- 


tion von z definiert: _ w-Ebene YY 
ey ee bP 
= 27 w? (1 —w)? yy 
Wp Yaraain 
Vf 


Die Riemannsche Flaiche 
dieser Funktion wollen wir 
jetzt konstruieren. 

Die Verzweigungspunkte 
dieser Hlache erweisen sich 
sofort als die Punkte z= 0, 
1, co. In der Tat erkennt 
man zunachst aus (4), dab 
die Wurzeln des Zaihlers und Fig. 93, 
des Nenners merkwiirdige 
Punkte abgeben, da jeder Faktor ja mehrfach auftritt. Diese fihren 
zu Verzweigungspunkten, welche in z = 0, oo liegen. Da ferner 


_ [w+1) @w—1)(w—2)P 
(5) ae Hwi—we ° 


so ist auch z = 1 ein Verzweigungspunkt. Daf die Verzweigungs- 
punkte hiermit erschépft sind, beweist man nun direkt, dem man 
dz/dw wirklich ausrechnet. 

Hiermit wird der Gedanke nahe gelegt, das Abbild der reellen 
_ Achse der z-Hbene zu bestimmen. Dazu gehéren vor allem die Punkte 
der reellen Achse der w-Ebene. Ferner liegen drei endliche ausge- 
_zeichnete Punkte auf der Geraden u = +4, und auch die tibrigen 
Punkte dieser Geraden liefern reelle Werte von z, wie eine leichte 
Rechnung zeigt: 


w=4+01, wil —w) =4+4 2; 
_ (8—40*)* 
(6) 2= a7 4 4097 
Durch die Transformation ; 
w= — 
WwW 


geht letztere Gerade in den Kreis Ky, und durch die Transformation 


w =1—w 
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geht dieser wieder in K, itber. Beiden Transformationen gegeniiber 
bleibt aber z invariant und somit reell. 

Hiermit haben wir also zwei Kreise und zwei Gerade erhalten, 
die Bildpunkte jener reellen Achse abgeben. Durch diese Kurven 
wird die w-Ebene in zwolf Kreisdreiecke zerlegt, deren Heken aus- 
gezeichnete Punkte sind und den Werten z = 0, 1, co entsprechen. 
Im iibrigen sind die ausgezeichneten Punkte hiermit erschdpft, wie 
bereits hervorgehoben, so daB also dz/dw insbesondere in allen 
anderen Punkten der genannten Kurven einen endlichen, von Null 
verschiedenen Wert hat. 

Jetzt sind wir im Besitze alles Materials, um nachzuweisen, 
daB jedes der zwélf Kreisdreiecke ein-eindeutig und konform auf die 
z-Halbebenen, unter stetigem Anschlu8 am Rande, abbilden laBt. 
Fangen wir etwa mit dem Dreiecke I+ an. Durch (5) wird 2 — 1 
ausgedriickt. Beschreibt w also, vom Punkte w = 4 ausgehend, die 
Strecke (4, 1) der reellen Achse, so wird z —1 reell und > 0, und 
daher riickt z, vom Punkte z = 1 ausgehend, sicher zunichst nach 
rechts. Da aber dz/dw in diesem Intervalle reell, stetig, und von Null 
verschieden ist, so mu dz/dw dort ausnahmslos positiv sein. Daher 
bewegt sich z monoton nach rechts, wenn w gegen den Punkt w = 1 
fortriickt, woraus man denn erkennt, daf die Strecke 4 Su <1 ein- 
eindeutig und stetig auf den Halbstrahl 1 < x < oo abgebildet wird. 

Lassen wir nun w, wieder vom Punkte 4 ausgehend, die Ge- 
rade w= 4% nach oben hin verfolgen. Aus der Darstellung (6) er- 
hellt sofort, daB z stets abnimmt und im Punkte z=0 anlangt, 
wenn w den Punkt $ + 1V3i erreicht. 

Es bleibt noch iibrig, zu zeigen, daB der Bogen 

z= ere. 0<0s 7, 
umkehrbar eindeutig auf die negative reelle Achse abgebildet wird. 
Dies erkennt man vermége der Transformation 


pte 
~ 1—w’ 
der gegeniiber einerseits z sich invariant verhilt, wihrend sich 
andererseits erweist, daB 


1 


1 4 7) 
fina = at yoo 


> 
Durch (6) gehen aber die Punkte w'=}+ vi, 4V3 <0, in 
jenen Halbstrahl iiber. 
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Endlich erkennt man, da kein innerer Punkt von I+ zu einem 
reellen Werte von z fiihren kann. In der Tat wiirde sich sonst aus 
(4) eine algebraische Gleichung 6%" Grades mit lauter reellen Koeffi- 
zienten ergeben, welche eine Wurzel wy in I+ zulaBt. Da nun der 
konjugierte Wert wy der Gleichung gleichfalls geniigen miiBte, so 
hatte sie auch eine Wurzel in einem nichtschraffierten Bereiche. 
Wendet man jetzt die Transformationen (1) an, so schlieBt man 
auf die Existenz von 12 getrennten Wurzeln der Gleichung. 

Figt man zum Vorhergehenden noch hinzu, daB8 z zunichst in 
die obere Halbebene hineinriickt, wenn w, etwa vom Punkte w= 3 
ausgehend, das Innere des Dreiecks I+ betritt, so ist klar, daB die 
Bildpunkte des ganzen Innern dieses Dreiecks in jener Halbebene 
liegen. 

Hiermit sind nun alle Bedingungen des letzten Satzes von § 5 
erfullt, bei dessen Anwendung die Variabelen z, w ihre Rollen ver- 
tauschen, und daher wird das Kreisdreieck I+ auf die obere Halb- 
ebene ein-eindeutig und konform bezogen. 

Das soeben besprochene Beispiel ist typisch fiir eme wichtige 
Funktionsklasse, die sogenannten Dreiecksfunktionen, welche zuerst 
von Schwarz und Klein untersucht sind. Diese subsumieren sich 
wieder unter die allgemeinere Klasse automorpher Funktionen, wovon 
spaiter die Rede sein wird. Man vergleiche insbesondere wegen wei- 
terer Hinteilungen der Ebene in eine endliche Anzahl von Kreis- 
bogendreiecken Klein, Jkosaeder, Kap. 2, 3; sowie Forsyth, 
Theory of Functions, Kap. 20. 

Die in §§ 4, 6, 7 dargelegte Methode zur Konstruktion der Rie- 
mannschen Flaiche einer Funktion w von z, wo 


2 = f(w) 


und f{(w) eine eindeutige Funktion ist, ruhrt von Klein her, welcher 
sie zuerst bei der Behandlung der reguliren Kérper im Anschlu8 an 
Schwarz angewandt hat und sie spiter in der Leipziger Vorlesung 
vom Jahre 1881/2 noch an anderen Beispielen erlauterte. Im tibrigen 
sei auf eine hierher gehérige Arbeit von C. L. Bouton Annals of 
Mathematics, Bd. 12 (1898), 8.1 verwiesen, wo sich auch eine grobe 
Anzahl von Beispielen findet. 

Aufgabe. Indem man die beiden ausgezeichneten Punkte 
2*** Ordnung vermége einer linearen Transformation in die Punkte 
0, co iiberfiihrt und zugleich die iibrigen ausgezeichneten Punkte 
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auf den Hinheitskreis verlegt, beweise man, da8 die transformierte 
Gleichung ein Dieder abgibt, woraus sich denn auch die Herstellung 
der Riemannschen Fliche fiir die urspriingliche Funktion sofort 
ergibt. 


: d 
$8. Uber die Abbildung eines Zweiges der Funktion w = f = 


Wir wollen doch noch kurz andeuten, wie man zuweilen in 
komplizierteren Fiillen, wo die fertige Riemannsche Fliche in ihrer 
Gesamtheit nicht leicht zu iberblicken ist, zu Werke gehen kann, um 
sich tiber den Verlauf eines Zweiges der Funktion. Rechenschaft zu 
geben und somit sich wenigstens eimige Hinsicht in die Zusammen- 
setzung der Fliche zu verschaffen. 

Betrachten wir vorab allgemein das Integral einer rationalen 
Funktion: 


[R@dz, 


e 


und setzen dabei 


RQ) =6@)+ >) 4 +00, 


i=1 


wo G(z) ein Polynom, und @(z) nur verschwindende Residuen hat, 
so hefern das erste und das letzte Glied rechter Hand eindeutige 
Beitriige zum Integral, wiihrend das zweite Glied Unendlich-Viel- 
deutigkeit hervorruft. Wir wollen ein derartiges Beispiel niher be- 
handeln, und zwar sei?) 


wp eee 
Tied Se 
. . 0 
Hier ist 
Zz 1 27% 
Raines ae er 
2§— 1 sleatreet< ak OS oie 


Demnach liegen Verzweigungspunkte von w in z=1, ow, w 
Andererseits hat die Funktion w, wegen der Gleichung 


dw + =z 
dz 2—1 


einen merkwiirdigen Punkt erster nate inz = 0. Endlich verhilt 
sich wh a Zweig von w im Punkte z = oo eindeutig und analytisch, 


1) Klein, Leipziger Vorlesung, 1881/82. 
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vgl. Kap. 7, § 9, Aufgabe 6. Mithin gibt es auch keine weiteren Ver- 
zweigungspunkte als nur die vorhin erwihnten. Diese Punkte wollen 
wir nun mit z2 = 0 durch Gerade verbinden und die Ebene dann lings 
letzterer Linien aufschneiden. In dem hiermit erhaltenen Bereiche 
gruppieren sich die verschiedenen Bestimmungen von w zu eindeu- 
tigen analytischen Funktionen. Untersuchen wir die Abbildung des- 
selben auf die w-Hbene vermége eines Zweiges der Funktion. 
Indem wir z vom Punkte z = 0 ausgehen und lings der posi- 
tiven reellen Achse gegen 1 hin riicken lassen, bewegt sich w auf der 
negativen reellen Achse auf den Punkt w = oo zu. Beschreibt z 
nun eimen kleinen Kreis um z = 1 in positivem Sinne, so riickt w, 
vom Punkte w, ausgehend, lings einer reguliren mit der imagi- 
niren Achse fast parallelen Kurve in die positive Halbebene und 
langt dann schleBlich im Punkte wy + 227 an. Wenn 2z jetzt seinen 


Fig. 94. 


Weg weiter fortsetzt und also lings der vorhin beschriebenen Strecke 
nach dem Punkte z = 0 wieder zuriickkehrt, so riickt w lings einer 
Parallelen zur urspriinglichen Bahn und gelangt somit wieder an die 
imaginire Achse. 

Der Leser wird jetzt ohne Miihe die Abbildung der weiteren 
Randpunkte der aufgeschnittenen z-Ebene verfolgen kénnen. Das 
Endresultat deutet beistehende Figur an. Durch die Funktion w 
wird daher nach den Entwicklungen von § 5 der in Rede stehende 
Bereich der z-Kbene ein-eindeutig und konform auf das aus den drei 
unendlichen Streifen der w-Ebene bestehende Gebiet bezogen. 
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Die anderen Zweige der Funktion hingen in einfacher Weise 
mit diesem zusammen. Wenn niimlich ¢ einen Verzweigungsschnitt 
iiberschreitet, so wichst dabei w um 

+ 4@*2Qx1, Riese ae 

Hieraus erkennt man, wie sich die Riemannsche Fliche zusammen- 
setzt. Den Leser bitten wir darum, ein Modell des in der w-Ebene 
erhaltenen Gebiets in drei Exemplaren aus Papier zu schneiden und 
diese Stiicke dann so zusammenzufiigen (vgl. § 4, Fig. 87), wie ins- 
besondere durch die Abbildung der schlichten Umgebung des merk- 
wiirdigen Punktes z = 0 auf die zweiblittrige Umgebung von w = 0 
verlangt wird. Hierdurch entsteht ein Teil einer Riemannschen Fiche, 
welcher einen Verzweigungspunkt erster Ordnung im Punkte w = 0 
birgt, an weitere, in den Ecken des Randes befindliche derartige 
Verzweigungspunkte heranreicht, und iibrigens besonders geeignet 
ist, das erste Glied der im Entstehen begriffenen Riemannschen 
Flache fiir z, als Funktion von w betrachtet, zu bilden. Denkt man sich 
niimlich diese Teilfliche in beliebig vielen Exemplaren hergestellt 
und gliedert man diese dann sukzessive an die freien Rinder eines 
hierdurch fortwihrend wachsenden Kerns, so bekommt man damit, 
wenn nicht eine deutliche Vorstellung der vollstiindigen Fliche, so 
doch einen klaren Kinblick in die Art und Weise, wie sich diese Flache 
zusammensetzt. In diesem Falle bildet die Projektion der Verzwei- 
gungspunkte der Fliche auf die schlichte Ebene zwar eine unendliche, 
aber keine wiberall dichte Punktmenge. 

Aufgabe. Man untersuche auf ahnliche Weise die Abbildung 
eines Zweiges der Funktion 


a 
ae da 
J #—l1 
0 


Fingerzeig. Man tbe die Transformation 2’ = 1/z2 aus. 


§ 9. Lineare Transformationen einer Riemannschen Fliche. 


Aus elmer gegebenen Riemannschen Fliche kann man durch 
lineare Transformation neue Flichen erhalten. So kénnte man 
beispielsweise die positiven Halbebenen der Fliche von § 4 auf das 


Innere des mehrfach iiberdeckten Kreises |z| = 2 abbilden, indem 
man etwa 
z’—2, z—2 
z+2 z+2 
d. h. ‘ ee 
= 952 ey ae 
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setzt. Hierdurch kommen die Vereinigungspunkte in den Punkten 
2’ = — 2, 2, 27 zu liegen. In den beiden ersten hangen je zwei, im 
dritten aber alle drei Blatter zusammen. Der Punkt oo ist jetzt 
ein gewohnlicher Punkt fiir jedes Blatt. 


Fig. 95. 


Andererseits kann man auch die w-Ebene einer linearen Trans- 
formation unterwerfen. Sei z. B. 


so entspringt die in der Figur angegebene Gebietseinteilung der w’- 
Ebene. 

Vermége einer linearen Transformation einer Riemannschen 
Flache kann man zuweilen eine zu konstruierende Fiche auf eine 
bereits bekannte zuriickfiihren. Nehmen wir etwa: 


aw? +bwte=a2, a+ 0. 
Diese Gleichung liBt sich auf die Form bringen: 


a(w —a)? =2z —68, 
wo 
b 4ac—b? 
soa rane ora 


ist. Setzt man noch 

w'=Va(w —a), g=2—Ff, 
so erhilt man die Gleichung 

w’2 = 2, 

deren Riemannsche Flache bereits in § 2 untersucht ist. Das Re- 
sultat ist in Figur 96 angedeutet. Dabei hangen die beiden Blatter 
der z-Flaiche in den Verzweigungspunkten z = f, co zusammen. Den 
Verzweigungsschnitt haben wir in die der reellen Achse parallele Ge- 
rade gelegt. 
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In a&hnlicher Weise kann man die Riemannsche Fliche fiir die 
Funktion are tanz aus derjenigen fiir logz ableiten. Da namlich 


w = are tan z= 5 log fas 
ist, so braucht man nur in der Gleichung 
w’ = log 2’ 
Peele eet iya 
ars. C42 


Fig. 96. 


zu setzen und die hierdurch bewirkte Transformation der w’-Ebene, 
sowie der 2’-Fliiche zu verfolgen. 


Aufgabe. Man zeige, dai die Gleichung 
aw? + bw?+cwtd=z, as-0, 


mittels ganzer linearer Transformationen von w und z im allgemeinen 
auf die in § 4 behandelte Form: 


w? —3w =2 
gebracht werden kann, und man untersuche die Ausnahmefille. 


Neue Entstehungsweise fiir die Logarithmusfliche.’) Kine mog- 
liche Definition der Funktion e” bzw. ein unendlicher ProzeB, wo- 
durch diese Funktion geliefert wird, ist, wie folgt: 


lim (1+ 7)", n 01.0) 38 


DaB diese Variabele 
w\n 
8,(w) = (1 + -| 
in einem beliebigen endlichen Bereiche S der w-Ebene gleichmifig 


1) Klein, Leipziger Vorlesung 1881/82. 
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konvergiert, ist nicht schwer zu erkennen.!) Erforschen wir die 
durch die Gleichung 
Sy) = 2 


definierte Abbildung von S. Durch Einfiihrung einer neuen Variabelen 


i — ie . 
geht diese Gleichung in 
we = Zz 


iiber, woftir die Abbildung bereits in § 2 untersucht ist. Wenn wir 
also jetzt zur urspriinglichen Variabelen w zuriickkehren, so erhalten 
wir die in Fig. 97 angedeutete Abbildung. Die in Anwendung ge- 
brachte lineare Transformation bewirkt nimlich zunichst eine Deh- 
nung der w’-Hbene: w, = nw’, worauf dann eine Parallelverschie- 
bung: w = w, — 7 folgt. In der transformierten Figur trifft der 
obere Rand des an die reelle Achse stoSenden schraffierten Bereiches 
die imaginire Achse im Punkte im tan z/n. 


Fig. 97. 


Bei wachsendem n strebt dieser Punkt dem Punkte zi zu. Hieraus 
erkennt man, da8 die schraffierten und die nicht-schraffierten Gebiete, 


1) Man kénnte etwa s,(w) in der Form anschreiben: 
f ore / ae 
Sn (w) = 1 Fo + (t— ) art(t—a)(t—a)si te 
und dann zeigen, daB sich diese Funktion dem Grenzwerte 
Pepa es tana 3 
2! ° 38! 
gleichmafig niahert. 


414 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flachen 


welche den Bereich S durchsetzen, Parallelstreifen von der Breite x 
immer noch mehr zustreben. Andererseits vermehrt sich dabei un- 
begrenzt die Anzahl der Blatter der z-Fliiche, welche alle in den 
Punkten z = 0, co im Zyklus zusammenhiingen. Das Abbild von S 
erweist sich hiermit als ein Bereich » dieser Fiche, welcher sich bei 
wachsendem n einem Grenzbereiche X gleichmifig nihert. Da nun 
S von vornherein beliebig gro! genommen werden durfte, voraus- 
gesetzt nur, daB es sich nicht ins Unendliche erstreckt, so erhalt man 
in der Grenze die Abbildung der Parallelstreifen der w-Ebene auf die 
unendlich vielblittrige z-Fliche, wie sie uns schon von § 1 her bekannt 
ist. Wie man sieht, liegen in der Anniherungsabbildung s,(w) = 2 
die Punkte der w-Ebene, welche alle zum selben Werte z fiihren, auf 
einem Kreise mit dem Mittelpunkte w = —n, und zwar bilden sie 
die Ecken eines reguliren n-Ecks. In der Grenzfigur gehen dann 
diese Punkte in Punkte tiber, welche um ganzzahlige Vielfache von 
222 auseinander legen. 


Analoges fiir arccosz und arcsinz. Ankniipfend an die Ge- 
bietseimteilung fiir Funktionen des Doppelpyramidentypus, § 6, Auf- 


gabe 2: 


y Y) 
//}, 1h /] 
=I 


~ Z 7 4 1 4 = ss 
=shr F Ey Zed 


Fig. 98. 


wollen wir die w’-Ebene zunachst einer Parallelverschiebung unter- 
werfen, wodurch der Punkt w’ = 1 in den Nullpunkt ibergefiihrt 
wird, um die Ebene alsdann um den Nullpunkt durch den Winkel 
— 2/2 zu drehen und zugleich eine Dehnung von diesem Punkte aus 
mit dem Ahnlichkeitsverhiltnisse n vorzunehmen. Das driickt sich 
alles durch die Formeln aus: 


w= —ni(w'—1), w= 14%. 
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Hierdurch erhalt man einerseits vermége des Grenziibergangs n = co 
lim ((1 +- my + (1 + a == et -+ e-¥* — 2 cos 0 = 22, 
wobei noch z = 2’/2 eingefiihrt ist. Andererseits stellt sich in der 
Grenze eine Hinteilung der w-Ebene in Parallelstreifen ein, wie in 
beistehender Figur angezeigt ist, waihrend die Blatter der z-Flache 


in den Punkten z = 1, —1 zu zweien, im Punkte z = oo allesamt 
zusammenhangen. 
Da endlich sin w’ = cos (w’ —_ 3) ist, so erhailt man die kon- 


forme Abbildung fiir diese Funktion vermoge einer Parallelverschie- 
bung der w-Ebene: 


' 4 [ee 4 
WES iat x, Wieser is 
wodurch der Punkt w = —a/2 nach dem Anfang gebracht wird. 


Aufgabe. Man transformiere die Doppelpyramidengebietsein- 
teilung der w-Ebene so, daB die beiden Pole bzw. in den Punkten 
w = 2nt, — 2nr zu liegen kommen, und verfiige alsdann iiber eine 
weitere Ecke so, da beim Grenziibergange n = oo einmal cosw, 
zweitens sin w herauskommt. 

Direkte Behandlung von sinw. Wir konnen die durch die 
Funktion 

sinw = 2 
definierte Abbildung auch auf rechnerischem Wege sofort bestimmen. 
Aus der Gleichung 
sin (uw + vt) = sin u cos vt + Cos usin vt 
e-v-+ 


ev 
ae + cos u 


: e—v— @v . 
= sin u gee 


2 
folgt, dab 
£=smuchy, y= cosushy, 
und hieraus ferner: 
mr? y? x y? 


ch?yv ' sh?y ~’ sin?u cos? u 
An der Hand dieser Formeln ist es leicht, die Abbildung des 
Halbstreifens 


zu verfolgen. Die Gerade v = v, > 0 wird hierdurch in eine Halb- 
ellipse der oberen Halbebene mit den Brennpunkten z = 1, — I ver- 
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wandelt, wiihrend die Gerade w= Up) in die obere Hialfte eines 
Hyperbelastes mit den gleichen Brennpunkten tibergeht. Durch diese 
beiden Scharen konfokaler Ellipsen und Hyperbeln wird somit die 
positive Halfte der 2-Ebene ein-eindeutig und konform auf jenen 
Halbstreifen bezogen. 

In iihnlicher Weise wird auch die negative Hilfte der Ebene 
auf die negative Hilfte des Streifens abgebildet. Und nun entspricht 
jedem anstoBenden Halbstreifen ein oberes oder ein unteres Halb- 
blatt, welches der im Entstehen begriffenen Riemannschen Fliche 
lings des gehérigen Teils der reellen Achse anzugliedern ist. Die 
Punkte w = (n + 4) erweisen sich dabei als ausgezeichnete Punkte 
(§ 2), denen die Punkte z =1, —1 als Verzweigungspunkte erster 
Ordnung zugeordnet sind. 


Die hyperbolischen Funktionen. Aus den Definitionen der hyper- 
bolischen Funktionen: 
ew—e-w 


=A 


w — 
ch w =° me 


sh w= = —1gin dw, 


= COS1W, USW., 


erhellt sofort, daB man die zugehérigen konformen Abbildungen aus 
denjenigen fiir sin w, cos w, usw. mittels Drehung der resp. Ebenen 
um den Punkt w = 0 durch einen rechten Winkel gewinnt. 


Aufgabe. Man konstruiere die Riemannschen Flichen fiir die 
Funktionen: 
a) wu = 72. 


b) ia Ae, 


$10. Ein Satz, betreffend eine ausgedehnte Klasse mehrdeutiger 
Funktionen. 


Im Anschlusse an die Entwicklungen von Kap. 5, § 10, Ende, 
kann man folgenden Satz aussprechen. 


Satz. Jedem inneren Punkte ees eimfach zusammenhingenden 
Bereichs T der erweiterten Ebene mégen mehrere Werte f(z) zugeordnet 
werden. Im Falle die Anzahl der Werte nicht endlich ist, soll sie wenig- 
stens abzihlbar sein. Diese Werte sollen ferner so beschaffen sein, dap 
jedem imneren Punkte von T eine bestimmte Umgebwng entspricht, in 
welcher sich der ganze Vorrat der Funktionswerte zu einer Reihe ein- 
deutiger analytischer Funktionen zusammenfassen lift. Dann kinnen 
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besagte Werte auch im Grofen, also im ganzen Bereiche T, zu ein- 
deutigen Funktionen f,(2), f2(2), ... zusammengefaBt werden, deren 
jede sich in T analytisch verhdlt und deren Gesamtheit die Werte 
f(z) gerade erschépft. 


Enthait der Bereich T den Punkt co im Innern, ohne aus der 
ganzen Kbene zu bestehen, so wird man vor allem durch eine lineare 
Transformation bewirken, da8 der Punkt oo zu einem duBern oder 
héchstens zu einem Randpunkte wird. 

Sei 7” ein endlicher einfach zusammenhingender, von einer ein- 
fachen reguliren Kurve begrenzter Bereich, welcher nebst seinem 
Rande ganz innerhalb T liegt. Dann zeigt man nach dem gewéhnlichen 
Verfahren, daB es eine feste positive Zahl h gibt, derart, daB, in der 
Umgebung |z —z|<h eines beliebigen Punktes z von T’, sich 
der ganze Vorrat der Funktionswerte zu einer Reihe eindeutiger 
analytischer Funktionen zusammenfassen liBt. 

Im Bereiche T’ wollen wir jetzt nach dem Satze vom Kap. 5, 
§ 10 die Kette von Bereichen S,, S,,..., Sy, = T’ konstruieren, 
wobei der grdBte Durchmesser des jeweils hinzutretenden Be- 
reichs o kleiner als h ausfallen mége. Dann gilt der Satz, um dessen 
Beweis es sich handelt, sicher fiir S$,. Gilt er ferner fiir S,, so gilt 
er auch fir S,,,. In der Tat sei z ein Punkt der gemeinsamen Be- 
grenzung von S, und dem den Ubergang von S;, zu S;,., vermitteln- 
den Bereich o. Dann lassen sich die Werte von f(z) im Bereiche 
|2 — 2 |< h nach dem Vorhergehenden zu daselbst eindeutigen ana- 
lytischen Funktionen zusammenfassen, welche nun einerseits bzw. 
mit den bereits in S, vorhandenen Funktionen in den gemeinsamen 
Punkten ihrer Definitionsbereiche wbereinstimmen, wie sogleich nach- 
gewiesen werden soll, andererseits aber diese tiber besagten Bereich o 
hin analytisch fortsetzen. 

Hiermit ist der Satz zunichst fiir den Bereich T’ dargetan. Nach 
dem Zusatze von Kap. 5, § 10 kann aber T in eine Reihe von Teil- 
bereichen 7,, 7',... je von der Beschaffenheit des Bereiches 7” 
entwickelt werden, woraus denn die nétige Erginzung des Beweises 
sich sofort ergibt. 

Es eriibrigt nur noch, den folgenden Satz zu begriinden. Sind 


fi (2), fe(2),-- +; Pil), P2(Z),+--> 
zwer endliche bzw. abzihlbare Mengen im Innern und auf der Be- 
grenzung eines reguliren Bereichs & analytischer Funktionen, und 
liefert die erste Menge, eventuell bei geeigneter Zihlung zusammen- 
Osgood, Funktionentheorie, I. 5. Aufl. 27 
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fallender Werte, genau denselben Wertvorrat in & wie die zweite, so 
ist jede Funktion f,(z) mit einer Funktion 9;(z) identisch, und wm- 
gekehrt. 

Zum Beweise geniigt es offenbar zu zeigen, da f,(z) in der 
Reihe der g wirklich vorkommt. Wiire dies nicht der Fall, so kénnte 
}, (2) im Bereiche ® nach Kap. 7, § 8 mit ¢y;(z) nur in einer endlichen, 
von 7 abhingigen Anzahl von Punkten iibereinstimmen. Demnach 
gibe es im Ganzen nur eine abzihlbare Menge von Punkten des 
Bereichs &, in denen f,(z) mit Werten aus der Reihe der y iiber- 
einstimmte. Da nun aber das Kontinuum nach Kap. 5, § 11 nicht 
abzihlbar ist, so mu’ ein Punkt von §& vorhanden sein, der nicht 
zur letzteren Menge gehért, und hiermit sind wir zu einem Wider- 
spruch gefiihrt. — Als Bereich §& nehme man einen gemeinsamen 
Teil von S, und dem Kreise |z —%4| Sh’ <h. 


§ 11. Die Riemannsche Fliche fiir die Umkehrung einer 

allgemeinen rationalen Funktion. 

Wir haben eine Reihe von Riemannschen Flichen konstruiert, 
wobei es sich meist um die Umkehrung einer eindeutigen Funktion 
gehandelt hat. Betrachten wir nun noch den allgemeinen Fall einer 
rationalen Funktion. Sei 
1 Fey ee at 
( ) ( ) p (wv) 
wo g(w) und p(w) teilerfremde Polynome sind. Vorliufig mége der 
Grad m von p(w) groBer als derjenige n von p(w) sein. Hinem be- 
liebigen Werte von z werden dann im allgemeinen m verschiedene 
Werte von w entsprechen, welche durch die algebraische Gleichung 


(2) p(w) — zp(w) = 0 
bestimmt werden. Kine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn gleich- 
zeitig auch der zweiten Gleichung: 

6 , ’ 

Au LP (w) — 2p (w)] = ow) — zy'(w) =0, 
Geniige geleistet wird. Dazu ist notwendig, daB 


1p ¥| mae 
lo | = PV p=O 

LP Pal 

sel. Diese Bedingung reicht aber auch hin, sofern der betreffende 
Wert von w die Funktion y(w) nicht zum Verschwinden bringt, um 


(3) 
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einen Wert von z zu bestimmen, wofiir die Gleichung (2) eine mehr- 
fache Wurzel hat. Nun decken sich die zulissigen Werte von w an- 
dererseits gerade mit denjenigen Werten, wofiir 


dz pgy'—y'p 


dw y? 

verschwindet, darum geben sie ausgezeichnete Punkte der w-Ebene 
ab. Die zugehérigen Punkte der z-Ebene, é,,..., &,, zeichnen wir 
deshalb auf und verbinden sie durch eine einfache Kurve ©, welche 
wir noch nach dem Punkte z = co fortsetzen. Jedem Punkte z, 
welcher nur mit keinem 
Punkte &; zusammenfallt, 
werden dann m_ verschie- 
dene Werte von w ent- 
sprechen, welche sich in der 
Umgebung eines beliebigen 
Punktes z) + &; zu m in Z 
analytischen Funktionen vereinigen lassen, derart, daB die den 
Punkten dieser Umgebung durch (1) zugeordneten Werte gerade 
erschopft werden. 

Uber der z-Ebene sollen jetzt m Blatter ausgebreitet und je lings 
der Kurve © aufgeschnitten werden. Dann werden wir zeigen, dai 
diese Blatter lings der verschiedenen Bogen von © so zusammen- 
cefiiet werden kénnen, da’ eine Riemannsche Flaiche zustande kommt, 
auf welcher die der Funktion z = R(w) entsprechende Umkehrfunk- 
tion w = f(z) eindeutig und stetig verlauft. In der Tat sei T der 
Bereich, welcher entsteht, wenn man die einfache z-Ebene lings © 
aufschneidet. Dann lassen sich die den Punkten von 7 durch (1) 
zugeordneten m Werte nach dem Satze von § 10 zu m in T ein- 
deutigen analytischen Funktionen zusammenfassen und somit auf 
jenen m aufgeschnittenen Blittern eindeutig und stetig ausbreiten. 

Es bleibt nur noch iibrig, die m Blatter langs der verschiedenen 
Strecken von © zusammenzufiigen. Behufs dessen wollen wir diese 
Blatter numerieren: i, ii,..., und zugleich auch die beiden Ufer 
des Schnittes © als das positive und das negative unterscheiden. 
Fassen wir dann den ersten Bogen von ©: (€;, €,) ins Auge und be- 

| trachten wir die dem positiven Ufer von i entsprechenden Funktions- 
| werte. Diese stimmen mit den dem negativen Ufer desselben bzw. 
| eines zweiten Blattes entsprechenden Funktionswerten iiberein. Man 


kann nimlich den genannten Bogen mit einem einfach zusammen- 
o7* 


Fig. 99. 
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hiingenden Bereiche { umgeben!), welcher keine weiteren Punkte von 
€ umfa8t, und dann die den Punkten von & gehérigen Werte w nach 
dem Satze des vorhergehenden Paragraphen zu m in & analytischen 
Funktionen zusammenfassen. Sei o der am positiven Ufer von © 
gelegene Teil von T. Nun wird eine dieser Funktionen mit der jenem 
Blatte zugeordneten Funktion wbereinstimmen, wihrend sie im 
iibrigen Teile von & mit der demselben bzw. einem anderen Blatte 
entsprechenden Funktion zusammenfillt. Auf diese Weise wird die 
Verbindung zwischen allen Blittern fiir diesen Bogen von © her- 
gestellt. Wiederholt man den ProzeB an jedem weiteren Bogen von 
€, so erhilt man schlieBlich die in Aussicht gnommene Riemannsche 
Fliche. Was die Punkte eines Verzweigungsschnitts anbetrifft, so 
zihlt man sie gewohnlich alle zu ein und demselben der beiden zu- 
sammenstoBenden Blatter — zu welchem ist ja gleichgiiltig. Selbst- 
verstindlich werden die Verzweigungsschnitte mehrfach gezihlt, und 
zwar so oft, wie die Anzahl der sich durchsetzenden Blatter. 

Wir haben vorausgesetzt, dab m > mn sei. Der Fall m S n laBt 
sich durch eine lineare Transformation von z auf den soeben be- 
sprochenen zuriickfihren. 


Aufgabe. Man zeige, daB der Punkt w = oo stets ein aus- 
gezeichneter Punkt ist, wenn » < m—1 oder n > m + 1 ist; 
daB er dagegen ein gewohnlicher Punkt ist, falls nm = m —-1 oder 
n=m-+1. Wie lautet die Bedingung, wenn n = m ist? 


§ 12. Die Riemannsche Flache fiir eine allgemeine algebraische 
Funktion. 


Die spezielle Klasse algebraischer Funktionen, die wir im vor- 
hergehenden Paragraphen behandelt haben, zeichnet sich dadurch aus, 
daB die Existenz und analytische Higenschaft der mehrdeutigen 
Funktion, deren Riemannsche Flaiche konstruiert werden sollte, 
mittels des Theorems von Kap. 6, § 7 in einfachster Weise erschlossen 
werden konnte. Hat man einmal die entsprechenden Siatze fiir die 
allgemeine algebraische Funktion erworben, so kann man auch hier 
dieselben Methoden zur Herstellung der Fliche benutzen. 

Sei 
(1) G(w, 2) = Ag(e)w™ + Ay(wm-? + ++ + An(e) = 0, 

m> 0, A,(z) #0, 


1) Die hierzu nétige Arithmetisierung findet sich in Kap. 5, § 6. 
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eine beliebige irreduktibele algebraische Gleichung, d.h. das Poly- 
nom G soll sich nicht in das Produkt zweier anderen Polynome spalten 
lassen. Hinem beliebigen Werte von z entsprechen dann im allgemeinen 
m verschiedene Werte von w. Eine Ausnahme tritt nur fiir eine 
endliche Anzahl von Punkten ein, die wir in der z-Ebene aufzeichnen 
und firs erste von der Betrachtung ausschlieBen wollen. Das sind 
nimlich: 


a) Die Punkte z = &,,..., &,, wofiir die Gleichung G(w, &,) = 0 
eine mehrfache Wurzel hat. Diese Werte finden sich unter denen, 
wofur die Diskriminante der Gleichung (1) verschwindet. Die Punkte & 
sind dadurch charakterisiert, daB gleichzeitig den beiden Gleichungen: 


G(w, Fy) = 0), Gy(w, E;) = 0, 


wo G,(w, 2) = 0G(w, 2)/dw ist, geniigt werden kann; 


b) die Punkte z = 7,,..., m, wofiir A(z) verschwindet. 

Jedem Punkt 2, welcher nur mit keinem Punkte von a), b) 
zusammenfallt, werden nun m getrennte Werte von w entsprechen. 
Wir wollen zeigen, da jedem dieser Werte eine bestimmte Um- 
gebung des Punktes z und eine in dieser Umgebung eindeutige ana- 
lytische Funktion derart zugeordnet werden konnen, daf die Funk- 
tion im Punkte z, den betreffenden Wert von w annimmt und, gleich 
w gesetzt, das Polynom G(w, z) m jedem Punkte der Umgebung zum 
Verschwinden bringt. Die m Funktionen zusammengenommen werden 
dann offenbar das den Punkten der betreffenden Umgebung durch 
(1) zugeordnete Wertesystem gerade erschdpfen. 

In der Tat sei 


G(w, z) = Plu, v, @, y) +10, vee, y), 


wo also P,@ reelle Polynome in u,v, 2, y sind; und sei ferner wy 
ein beliebiger der dem Punkte z, durch (1) zugeordneten Werte. 
Dann ist 


Cn. 25) = LE (Ug, Cy, Lor Yor a eter Yes fos Yo) = 93 
dagegen ist 
Gr (Wo> Zo) = P(t; Po» Lor Yo) + 1Qu (Uo, Vo» Lo» Yo) + O- 
Nach Kap. 2, § 5 werden sich nun die beiden Gleichungen 


(2) P(u,v, &,y) = 09, Q(u,v,%,y) =9 
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in der Nahe des Punktes (wp, Vp, Zp, Yo) in eindeutiger Weise nach 
u, v auflésen lassen: 


u= (zt, y), v=y(t, y), 

wenn nur die Jacobische Determinante 
Py Py 

1 Qaunge 


nicht verschwindet. Wegen der Cauchy-Riemannschen Differential- 


gleichungen ist aber 
Py = Qe, Py == uw? 


J 


folglich ist 
J = PS a Qu" 7k |G (w, z)|* = 0, 


und da ist also alles in Ordnung. 
Durch die hiermit erhaltene eindeutige stetige Funktion 


Uu+ vt = y(2, y) + ry(2, y) 


werden daher alle Werte von w, die in der Nihe des Punktes wo 
liegen und der Gleichung (1) geniigen, gerade erschépft. Hs bleibt 
nur noch iibrig, den analytischen Charakter dieser Funktion zu kon- 
statieren. Das geschieht nun, indem man durch Differentiation der 
Gleichungen (2) direkt nachweist, dab 


eg ot Mad, ste 
Ox Oy’ Oy Om 
ist. 

Von hier ab gilt das Raisonnement des vorhergehenden Para- 
graphen, nur muS die Kurve © jetzt durch alle k 4-1 Punkte beider 
Klassen a), b) gehen. Diese Punkte, nebst dem Punkte z = co, 
umfassen alle Verzweigungspunkte und Pole der Funktion w. Im 
allgemeinen werden aber nur ein Teil der Blatter in einem bestimmten 
dieser Punkte verzweigt sein oder einen Pol der Funktion aufweisen; 
ja, es kann sogar vorkommen, daf in einigen der Punkte weder Ver- 
zweigungen noch Pole auftreten; vgl. § 17. 


Aufgabe. Sei (b, a,,...,@,) ein Punkt des durch die algebra- 
ische Gleichung 
GW, 2y 50.0 3 hq) EU 
bestimmten Ortes, wofiir 


Gig (D5) yy «os» Om) 0 
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ist. Man zeige, daB diejenigen Punkte der Nachbarschaft von 


(b, a, ..., Gm), wotir G verschwindet, zu einer in der Nahe von 
(a,,.-., Gm) eindeutigen stetigen Funktion 
WOON Ze putes Sin) 


AnlaB geben, und daf auBerdem 


gw 1 dw 
0a, ~~ OY, 
ist, WO 2, = 4%, + 4y, und 1] =1,..., m. 


§ 18. Von dem Verhalten einer mehrdeutigen Funktion in einem 
Verzweigungspunkte. 


In der Umgebung T eines Punktes z = a sei eine mehrdeutige 
Funktion f(z) gegeben. Hebt man den Punkt a aus T fort und be- 
zeichnet man den hierdurch entstandenen Bereich mit T'-, so mége 
f(z) in T- die Bedingungen des Satzes von § 10 erfiillen. Jetzt breite 
man ” bzw. unendlich viele Blatter iiber T- aus und schneide diese 
alle lings emer den Punkt a@ mit dem Rande von 7 verbindenden 
Kurve Z auf. Dann lassen sich die verschiedenen Bestimmungen 
von f(z) zu in den genannten Blattern eindeutigen analytischen 
Funktionen zusammenfassen. Und nun kann man wieder gerade so, 
wie in den bereits besprochenen Fallen, die an Z stoSenden Rander 
dieser Blatter zusammenfiigen, derart, da ein oder mehrere Stiicke 
Riemannscher Flaichen zustande kommen, auf denen die beziigliche 
Bestimmung von f(z) eindeutig und stetig verlauft. Wie man sieht, 
stellen sich ein oder mehrere Verzweigungspunkte ein. Dabei sind die 
beiden extremen Fille die, a) daf& jeder Verzweigungspunkt von der 
0-ten Ordnung ist, d.h. die Blatter verlaufen alle schlicht; b) daB 
alle Blatter in einem einzigen Zyklus zusammenhangen. 

Wir wollen jetzt blo8 diejenigen Bestimmungen f,(z) von f(z) 
herausgreifen, welche den n Blittern eines einzigen Zyklus endlicher 
Ordnung entsprechen. Durch die Transformation 


(1) zg—-a=? 


wird dann die Umgebung des Verzweigungspunktes auf die schlichte 
Umgebung der Stelle t = 0 ein-eindeutig und stetig und, vom Punkte 
z =a selbst abgesehen, auch konform abgebildet. Dabei wird /, (2) 
in eine Funktion g(t) iibergefiihrt, welche in der Umgebung der 
Stelle t = 0, héchstens mit Ausnahme dieses Punktes selbst, eindeutig 
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und analytisch ist. Auf das Verhalten von g(t) im Punkte t = 0 
lassen sich mithin die Siitze von Kap. 7, § 6 in Anwendung bringen. 
Demnach hat man drei Fille zu unterscheiden. 
a) Es ist 
1,(a) = 0. 
Die Funktion f,(z) hat also jetzt eimen Pol im Verzweigungspunkte 
z =a. Dann wird auch g(t) einen Pol im Punkte t = 0 haben. 


b) f,(z) bleibt endlich im bewubten Bereiche. Dann bleibt auch 
g(t) endlich, und letztere Funktion nihert sich einem Grenzwerte b, 
wenn ¢ gegen 0 konvergiert. Infolgedessen nihert sich f,(z) dem 


Grenzwerte1) b: 
lim j,(2) = 0. 


LaBbt f(z) die Bestimmung b im Punkte z =a zu und verabredet 
man iiberdies, da gerade diese Bestimmung den Bestimmungen 
f,(z) zugesellt werden soll, so heibt f,(z) im Punkte z =a stetog. 


c) In jedem anderen Falle hat /,(z) eine wesentlche singuldre 
Stelle im Punkte z = a. Dementsprechend kommt auch f,(z) jedem 
vorgegebenen Werte in jeder Umgebung des Verzweigungspunktes 
beliebig nahe. Die Funktion g(t) hat jetzt ebenfalls eime wesent- 
liche singulire Stelle in diesem Punkte. 

Der Entwicklung der Funktion m(t) in eine Laurentsche Reihe 
entsprechend erhilt man nun fiir f,(z) in jedem der drei Fille eine 
Darstellung von der Gestalt: 

2) fx(@) = Deon(e — a)*" 

Hierbei ist im Falle b) m= 0. Ist m>0, ¢, +0, so hat f,(z) 
im Verzweigungspunkte eine Wurzel m-ter Ordnung. Allgemein 
nimmt f,(z) den Wert f,;(a) m-mal an, wenn die Funktion 
fi (2) — f,:(@) 1m Punkte a m-mal verschwindet. 

In aibnlicher Weise definiert man die Ordnung eines Poles. Sei 
m=—p, w>O0, ¢C,+0. Dann gilt der Verzweigungspunkt a 
als ein Pol p-ter Ordnung. — Im Falle einer wesentlichen singularen 
Stelle gibt es endlich eine unbegrenzte Anzahl nicht verschwinden- 
der Koeffizienten mit negativem Index. Dabei ist m= —oo gu 
setzen. 


1) Genau genommen handelt es sich hier um eine Erweiterung des Be- 
griffs eines Grenzwertes bzw. im Falle a) des Unendlichwerdens. Diese liegt 
jedoch so klar zutage, da® wir uns wohl dabei nicht weiter aufzuhalten brauchen. 
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Die Entwicklungen dieses Paragraphen bleiben alle noch be- 
stehen, wenn der Verzweigungspunkt im Punkte z = oo liegt, sofern 
man an Stelle von (1) die Transformation 


(3) Z=t" 
treten la8t und dementsprechend durchweg z — a durch 1/z ersetzt. +) 


Funktionen auf einer gegebenen Riemannschen Fliche. Integrale. 
Das Residuwm. In den bisherigen Entwicklungen sind wir von einer 
mehrdeutigen Funktion ausgegangen und haben dann eine Rie- 
mannsche Fliche fir sie konstruiert. Sehen wir dagegen die Rie- 
mannsche Flache als gegeben an und erteilen wir ihren Punkten je 
einen bestimmten Wert?), so entsteht eine Funktion F(z) auf der 
Flache. Wir wollen voraussetzen, daB F(z) sich in den gewéhnlichen 
Punkten der Flaiche im allgemeinen analytisch verhalt. Insbesondere 
sel 2 =a ein Verzweigungspunkt (m —-1)-ter Ordnung, in dessen 
Umgebung /(z) sonst ausnahmslos analytisch ist. Dann iibertriagt 
sich die vorhergehende Untersuchung betreffend das Verhalten der 
Funktion /,(2) im Verzweigungspunkte z = a ohne weiteres auf den 
vorliegenden Fall. Nur in einer Hinsicht ist ein Unterschied zu ver- 
zeichnen. Die Funktion F(z) kann namlich, da die Riemannsche 
Flache nicht fiir sie konstruiert wurde, in verschiedenen Bliattern 
identisch gleiche Werte haben. Sei beispielsweise die Flache fiir 


ies 7), C—a05 


gegeben. Dann kann F(z) insbesondere eine der Funktionen sein: 


4 = 82 0. 


ie 2 3 Sa Z 
ms +) —s ? 
Bee 2—YVz 


Nimmt F(z) dagegen in verschiedenen Blattern niemals identisch 
gleiche Werte an, so hei®t M(z) im Verzweigungspunkte a mit der 
Fliche gleichverzweigt. Zwei Funktionen heiSen in einem Verzweigungs- 


1) Vorbildlich fiir die Form der Entwicklung (2) war schon das Newton- 
sche Verfahren zur Trennung der Zweige einer algebraischen Kurve, vgl. 
Clebsch-Lindemann, Geometrie, Bd. 1, 4. Abt. IJ. Erst durch die Arbeiten 
von Puiseux und Riemann ist die Giiltigkeit der genannten Entwicklung 
in Sicherheit gestellt: Puiseux, Journ. de math., Bd. 15 (1850), 8.365, und 
Jordan, Cours d’analyse, Bd.1, 2. Aufl., welche den Beweis fiir die algebrai- 
schen Funktionen durchfiihrten; Riemann, Inauguraldissertation, 1851, Werke, 
S. 3, dessen Methoden allgemeine Giiltigkeit besitzen. Die Entwicklungen des 
Textes sind im Sinne Riemanns gehalten. 

2) Es empfiehlt sich zuweilen, auch mehrdeutige Funktionen F(z) auf der 
Flache in Betracht zu ziehen. 


496 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen 


punkte miteinander gleichverzweigt, wenn jede derselben auf der fiir 
die andere konstruierte Riemannsche Fliche in der Umgebung be- 
sagten Punktes eindeutig ist. 

Die Definitionen lassen sich noch auf den Fall ausdehnen, dab 
Pole, sowie auch héhere Singularititen, sich im Punkte zg = a hiufen. 

Das Residuum li8t sich in einem Verzweigungspunkte genau so 
definieren, wie friiher im Falle eines gewéhnlichen Punktes, indem 
man eine einfache regulire, auf der Riemannschen Fliche geschlossene, 
keine weitere Singuliritét enthaltende Kurve C um a legt und dann 


das Integral 
1 
giz f PO ae 


in positiver Richtung iiber dieselbe hinerstreckt. Der Reihenent- 
wicklung 


F(a) = Sn — a)kin 


k=m 


entsprechend hat das Residuum den Wert 


1 
ani J FO C2 = N02 as 


falls m < —n baw. m = — « ist, sonst hat es den Wert 0. Im 
Punkte z = oo tritt an Stelle dieser Formeln: 
C 1 
F (2) =a, yn aif #0 dz=— Nn. 

Das Residuum von F(z) im Verzweigungspunkte z = a und das- 
jenige der durch die Transformation (1) baw. (8) aus F(z) entstan- 
denen Funktion g(t) im Punkte t = 0 haben den gleichen Wert. 
Endlich sei noch bemerkt, da die Ordnung einer Wurzel von F(z) 
in zg =a auch im gegenwirtigen Falle durch das Residuum von 
Ff" (2) /F (2), also durch das logarithmische Residuum von F'(z), gegeben 
wird. Im Falle eines Poles erhilt man so den negativen Wert der 
Ordnung. 

Erstreckt man das Integral 


D(z) = [F(a dz 


iiber einen beliebigen Integrationsweg hin, so erhalt man eine Funk- 
tion, welche sowohl ein- als auch mehrdeutig auf der Fliche sein 
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kann. Im Kleinen verhalt sich jedoch D(z) analytisch in jedem 
endlichen Punkte, in welchem F(z) analytisch ist. Hat F(z) in einem 
gewohnlichen endlichen Punkte der Fliche einen Pol m-ter Ordnung 
(m> 1), so hat ®(z) dort einen Pol (m —1)-ter Ordnung nebst 
einer logarithmischen Singularitit; letztere fallt nur dann fort, wenn 
das Residuum von F(z) im betreffenden Punkte verschwindet. Da- 
gegen weist ®(z) in einem endlichen Verzweigungspunkte, welcher 
ein Pol m-ter Ordnung (m > n) fiir den Integranden ist, nur einen 
Pol (m—n)-ter Ordnung auf, wozu sich noch eine logarithmische 
Singularitaét gesellt, sofern das Residuum in diesem Punkte nicht ver- 
schwindet. Im iibrigen bleibt ®(z) endlich in einem endlichen Ver- 
zweigungspunkte, wenn F(z) dort einen Pol von niederer als der 
n-ten Ordnung hat. 

Im Punkte z = co entspricht ferner emem Pole m-ter Ordnung 
des Integranden ein Pol (m + n)-ter Ordnung des Integrals, wozu 
noch im allgemeinen eine logarithmische Singularitit hinzutritt. Soll 
das Integral hier weder einen Pol noch eine logarithmische Singu- 
laritat aufweisen, so mu der Integrand eime Wurzel mindestens 
von der (n + 1)-ten Ordnung haben resp. identisch verschwinden. 
Das Verschwinden des Residuums ist wieder notwendig und _ hin- 
reichend dafiir, da @(z) in der Umgebung des Verzweigungs- 
punktes eindeutig auf der Fliache bleibe. 

Insbesondere hat sich folgendes Resultat ergeben. Sei 2 =a 
ein gewohnlicher Punkt oder ein Verzweigungspunkt endlicher Ord- 
nung; dabei darf auch a = oo sein. Damit das Integral ®(z) in der 
Umgebung von a eindeutig bleibe, ist notwendig und hinreichend, 
da das Residuum von J*(z) im Punkte z = a verschwindet. 


Aufgabe 1. Man zeige, daB das elliptische Integral 


> dz 
: k i 
Ive AeA)’ el 
0 


iiberall endlich und stetig auf der Riemannschen Flache fir die 
Funktion 


w=V(i— 2) (1 — 24), 
nicht aber eindeutig auf dieser Fliche ist. 


Aufgabe 2. Man zeige, daB eine logarithmische Singularitat 
und ein Pol sich niemals gegenseitig derart aufwiegen kénnen, dai 
die Funktion endlich bleibt. 
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$14. Fortsetzung: Parameterdarstellung in einem Verzweigungs- 
punkte. Abbildung. 

Den Transformationen (1), (8) des vorhergehenden Paragraphen 
entsprechend la8t eine Funktion w = f(z) von der vorhin ange- 
nommenen Beschaffenheit — sei es die Funktion, wofiir die Fliche 
konstruiert wurde, sei es bloB eine Funktion auf einer vorgegebenen 
Fliche — in einem Verzweigungspunkte (n —1)-ter Ordnung die 
Parameterstellung zu: 
1 2—a= tt", 
ss w= pt), 


wo p(t) in der Umgebung des Punktes t = 0, héchstens von diesem 
Punkte selbst abgesehen, eindeutig und analytisch ist. Hierbei muf, 
im Falle a = co ist, 1/z an Stelle von z —a treten. Bleibt f(z) im 
Verzweigungspunkte endlich, so ergibt sich: 


z2—a=" 


@) w—b=? y(t), 


wobei y(t) im Punkte ¢ = 0 analytisch und, sofern f(z) +b, von 
Null verschieden ist, wihrend die natiirliche Zahl p angibt, wie oft 
f(z) den Wert b im Verzweigungspunkte annimmt. Im Falle eines 
Poles p-ter Ordnung tritt hier 1/w an Stelle von w — 6. So laBt 
sich die Darstellung wohl am leichtesten im Kopfe behalten. Will 
man aber damit rechnen, so empfiehlt es sich, der zweiten Gleichung 
die Form zu geben: 
w= twit). 


Jeder Wert von ¢ in der Umgebung von ¢t = 0 fithrt zu einem 
eizigen Wertepaare (w, z), welches der Funktion w = f(z) angehort. 
Die Umkehrung gilt nun unter folgenden Hinschrinkungen. 


Satz. Vorgelegt sev ee Riemannsche Fliche, welche im Punkte 
2 =a einen Verzweigungspunkt (n —1)-ter Ordnung hat. Man fiihre 
emme neue Veriinderliche t mittels der Relation 


z—a=t?", bew., falls &@ = oo, iff = 7 


em. Set ferner w = f(z) eine Funktion auf der Fliche, welche in der 
Nihe des Verzweigungspunktes mit der Fliche gleichverzweigt ist und 
dort stetig bleibt oder hichstens in z =a einen Pol hat. Dann wird 
jedem Wertepaar (w, z), welches einer bestimmten Umgebung des Ver- 
cweigungspunktes angehort, nur ein einziger Wert von t entsprechen. 
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Der Beweis verliuft so. Ware der Satz falsch, so kénnte man 
eine unendliche Menge von Punkten ¢,, t,,... mit lim ¢; = 0 finden, 


t=00 


wofiir gleichzeitig die Relationen — wir beschranken uns ja auf den 
Fall, da8 der Punkt a im Endlichen liegt: 


24,—a=t;" iim Oh (@o;t,)” 
we — b => t,? p (ts) ‘ Wi b = (co,t,)? p(@,t;) 


> 


bestehen. Hierbei bedeutet wm; eine von 1 verschiedene n-te Hin- 
heitswurzel. Nun iberzeugt man sich leicht, daB es eine unendliche 
Teilmenge dieser Menge geben mu, wofiir alle wm; ein und denselben 
Wert w haben. Wenn man also die Funktion 


t?p(t) — (wt?) p (wt) 


bildet, so ist klar, dai diese identisch verschwinden mu. Denn sie 
verhalt sich ja analytisch im Punkte t = 0 und verschwindet un- 
endlich oft in der Nahe dieses Punktes. Hieraus folet aber, daB 
die Funktion f(z) in den beiden Bliattern, welche t und wé# ent- 
sprechen, identisch gleiche Werte hat, was gegen die Voraus- 
setzung verst6Bt, dab f(z) mit der Flache gleichverzweigt sei. 


Definition. Unter den Bedingungen des letzten Satzes heibBt 
die Parameterdarstellung zur Funktion gehérig. 


Satz. Die wm vorhergehenden Paragraphen ndher bezeichnete 
Funktion F(z) laéBt folgende Darstellung zu: 


(3) w—b= ator lea) 


resp. w= (z¢— a) * y((e a a)*) 


wo w(t) sich vm Punkte t = 0 analytisch verhdlt und, sofern f(z) = b, 
dort nicht verschwindet. Dabei brauchen die Zahlen p und n nicht teiler- 
fremd zu sein. Im Punkte z = co wird z —a durch 1/2 ersetzt. 


Wir werfen noch die Frage auf: Welches ist die allgemeinste 
zur Funktion w = f(z) gehorige Parameterdarstellung 


(4) Bia ia (Ty w—b=a(t)? 


Dabei sollen die Funktionen y(t), w(t) 1m Punkte t = Ty analytisch 
sein. Wie man sofort erkennt, wird hierdurch die Umgebung des 
Punktes t = 0 auf die Umgebung von t = 7, ein-eindeutig und, 
héchstens mit Ausnahme des Punktepaares t = 0, tT = ty, konform 
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abgebildet. Da die Beziehung aber selbst hier stetig ist, so mu sie 
auch konform sein. Hieraus ergibt sich, da tz eine im Punkte ¢ = 0 
analytische Funktion von ¢ ist, und umgekehrt. Insbesondere ist 


dt 

dt ae 0 

Diese Bedingungen sind sowohl notwendig als hinreichend.’) 
Hiermit sind wir zu einer symmetrischen Form der Gleichungen 

(2) gefithrt worden: 

(A) z—a=i"o(t), w—b = yi), 


wo p(t), p(t) sich im Punkte ¢ = 0 analytisch verhalten, p(0) + 0, 
und sofern f(z) + b, auch p(0) + 0 ist. 


Abbildung in einem Verzweigungspunkte. In eine: Verzweigungs- 
punkte (n — 1)-ter Ordnung, z = a, einer vorgelegten Riemannschen 
Fliche sei f(z) mit der Fliche gleichverzweigt. Ist f(z) dort stetig 
und nimmt f(z) den Wert b = f(a) p-mal an, oder hat f(z) dort 
einen Pol p-ter Ordnung, so ergibt sich aus den vorhergehenden Ent- 
wicklungen, da die n-blaittrige Nachbarschaft von z = a vermége 
der Gleichung 


(5) w = f(z) 


auf die Umgebung eines Verzweigungspunktes (p — 1)-ter Ordnung 
in der w-Ebene: w = b baw. w = oo ein-eindeutig und, vom Punkte- 
paare (b, a) bzw. (co, a) allein abgesehen, konform abgebildet wird. 
In der Tat ist hier der Punkt t = 0 ein ausgezeichneter Punkt fiir 
beide Funktionen (2), sofern p > 1 ist. Durch die zweite derselben 
wird also die schlichte Umgebung dieses Punktes auf die Umgebung 
eines Verzweigungspunktes (p — 1)-ter Ordnung in w = b bezogen, 
vgl. § 2, woraus denn die Richtigkeit des Satzes unmittelbar erhellt. 
Wir konnen das Ergebnis auch in folgender Form aussprechen. Die 
Gleichung (5) lat sich nach z auflésen, und zwar ist 


z—-a= wo — by? ® (wv —0)*), 


wo P(t) sich om Punkte t = 0 analytisch verhilt und dort nicht ver- 
schwindet. Ist a = co oder b = 00, so wird 2 —a durch 1/z bzw. 
w —b durch 1/w ersetzt. 


1) Von der hier besprochenen Parameterdarstellung durch die Variabele 
t macht Weierstra8 prinzipiellen Gebrauch in seinen Vorlesungen tiber al- 
gebraische und Abelsche Funktionen, Werke, Bd. 3. 
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Im iibrigen entspringt aus der Darstellung (3), daB, im Falle 
a und b beide im Endlichen liegen, einem unendlich kleinen von 
2 =a ausgehenden Vektor Az ein ebensolcher von w = b ausgehen- 
der Vektor Aw entspricht, wofiir 
: Aw)” 
Jim (asp 

endlich und von Null verschieden ist. Hierin liegt die Begriindung 
folgenden Satzes: Stofen zwei Kurven C,, C, um Verzweigungspunkte 
z =a unter dem Winkel « zusammen, so schlieBen thre Bildkurven im 
Punkte w = b een Winkel B = (p/n)a miteinander ein. Dabei wird 
sowohl f als a in der Riemannschen Fliche gemessen und darf daher 

den Wert 22 itberschreiten. 


Bezeichnet man ferner mit As, AS die Liingen zweier einander 
entsprechenden von z= a bzw. w =b ausgehenden unendlich kleinen 
Bogen und sieht man As als unendlich klein von der ersten Ord- 
nung an, so wwd AS unendlich klein von der p/n-ten Ordnung. 
Meist empfiehlt es sich indessen, im Anschlu{ an die Parameter- 
darstellung (2) den Bogen Ao der entsprechenden Kurve in der 
t-Ebene als unendlich klein von der ersten Ordnung zu nehmen. 
Dann haben As und AS beide ganzzahlige Ordnungen, naimlich 
n baw. ‘p.) 


§ 15. Uber algebraische Funktionen. 


In Kap.7 haben wir die Merkmale einer rationalen Funktion 
kennenlernen, wonach sich namlich eine Funktion als rational er- 
weist, wenn sie eindeutig ist und keine anderen Singularititen in der 
erweiterten Ebene als nur Pole hat. Wir wollen jetzt em entsprechen- 
des Merkmal fiir eine algebraische Funktion aufsuchen. Hin solches 
wird durch folgenden Satz geliefert. 


1. Satz.) Hone endlich vieldeutige Funktion 
w = f(z), 
welche keine anderen Singularitéiten im der erwerterten Hbene als 
nur Pole und Verzweigungspunkte hat, geniigt emer algebraischen 


Gleichung: 
(1) G(w, z) = 0, 


wo G em Polynom in w und z bedeutet. 


1) Riemann, Inauguraldissertation, § 15, Werke, S. 29. 
2) Riemann, ibid. § 20. 


432 II, 8. Mehrdeutige Funktionen und Riemannsche Flichen 


Den Voraussetzungen des Satzes gemiiB soll einem beliebigen 
Punkte z =z der erweiterten Ebene eine gewisse Umgebung ent- 
sprechen, in welcher die verschiedenen Bestimmungen von /(2) sich 
zu einer endlichen Reihe von Funktionen zusammenfassen lassen, 
deren jede sich in 2, analytisch verhilt oder dort héchstens einen Pol 
oder einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung aufweist. Im letz- 
teren Falle geniigen auSerdem diejenigen Bestimmungen von f(z), 
welche dort im Zyklus zusammenhiingen, den am Hingange des 
§ 13 ausgesprochenen Forderungen und kénnen daher, sofern f(z) 
keine Konstante ist, durch die Formel: 

p 1 


(2 — 4)" y((e—2)"), »(0) +0, 


baw., falls z, = co ist: 


ea) Fae 


wo p eine ganze Zahl und y(t) sich im Punkte t = 0 analytisch ver- 
hilt, ausgedriickt werden; das Auftreten einer wesentlichen Singu- 
laritit in einem Verzweigungspunkte ist néimlich nach Voraussetzung 
ausgeschlossen. Wie man sieht, sind die Ausnahmestellen, welche 
hier in Betracht kommen, nur isolierte Punkte der erweiterten Ebene, 
und da diese doch als eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit aufzu- 
fassen ist — ihr Abbild auf der Kugel ist ja im gewéhnlichen Sinne 
abgeschlossen —, so koénnen jene Stellen nur in endlicher Anzahl 
vorhanden sein; sie mégen mit &,,... , bezeichnet werden. Hieraus 
folgt aber auch, daB die Anzahl der Funktionswerte in allen iibrigen 
Punkten durehweg die nimliche sein muf. Um dies einzusehen, 
lege man um einen jeden der Ausnahmepunkte einen kleinen Kreis 
und entferne das Innere desselben von der Ebene. Hierauf werde 
der dadurch entstehende Bereich durch Querschnitte in einen einfach 
zusammenhangenden verwandelt. Und nun erfiillt f(z) im letzteren 
Bereiche die Bedingungen des Satzes von § 10. Wir bemerken noch, 
da8 die Forderung der Endlichvieldeutigkeit nicht entbehrlich ist, 
wie das Beispiel des elliptischen Integrals (§ 18, Ende): 


* Vd —2*) (1 — ke?) 22) 


zeigt. In der Tat wird diese Funktion allen anderen Forderungen 
des Satzes gerecht, nur ist sie unendlich vieldeutig. 
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Wenden wir uns jetzt zum Beweise des Satzes hin. Die n Be- 
stimmungen von f(z) in einem gewdhnlichen Punkte z mdgen mit 


Wr = fi (2); sey Wn = fn (2) 


bezeichnet werden. Hieraus wollen wir folgende n symmetrische 
Funktionen zusammensetzen: 


P1(2) = Wy + +++ + Wa, 


P2(2) = WWe ae pie aE Wnr1Wn » 


One) == 10, 10, 

Dieselben sind zunichst in jedem Punkte z= é, eindeutig erklart 
und verhalten sich dort wiberdies analytisch. Man darf sich nimlich 
die n Bestimmungen von f(z) in der Umgebung eines solchen Punktes 
so umnumeriert denken, daB die mit gleichem Index behafteten Be- 
stimmungen je eine in dem in Rede stehenden Bereiche analytische 
Funktion ausmachen. Wenn wir nun auBerdem noch den Nachweis 
erbringen, daB q,(z) im den Punkten z = &, héchstens Pole hat, 
so ist damit dargetan, daB q,(z) eine rationale Funktion von 2 ist. 

Zu dem Behufe fasse man die Ordnungen (n, —1),..., (ng —1) 
der in &; =a befindlichen Verzweigungspunkte ins Auge und be- 
zeichne man mit v das kleinste gemeinsame Vielfache von n,,..., 7. 
Fiihrt man jetzt eine neue Variabele t mittels der Gleichung 


2—a=f 


ein — im Falle a = co soll 1/ze = t” gesetzt werden —, so laBt sich 
eine jede der Funktionen w; = f,;(z) in der Form: 


w; —f;(a) = Pix,) baw. w; = t-%7;(t) 


darstellen, wo p; eine natiirliche Zahl und 7;(¢) eine im Punkte t = 0 
analytische, sofern w; — f;(a) + 0, dort nicht verschwindende Funk- 
tion von ¢ ist. Dabei denken wir uns folgende Festsetzung beziiglich 
der Verteilung der Indizes getroffen. Wir schneiden eine geeignet 
beschrinkte Kreisscheibe |z —a| <h lings des Radius 


6=—= 0 = Ah, Ors Anal 


auf und fassen die den Punkten des also entstehenden Bereiches T 

entsprechenden Bestimmungen von f(z) zu n in T analytischen Funk- 

tionen zusammen, denen wir dann unter Umnumerierung derselben 

die Indizes 1,..., » zuweisen. Im iibrigen sollen den Punkten des 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 28 
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Schnittes solehe Werte erteilt werden, da8B f;(z) am oberen Rande 
desselben stetig bleibt. Dementsprechend geht die Funktion 9; (2) 
in eine Funktion von ¢ iiber, welche ebenfalls die Gestalt annimmt: 


Pu(2) — bp = y(t) baw. pez) = 1? z(t). 
Dabei darf t auf den Bereich *) 
OS [tp — rR", OU Sarot on 
beschriinkt werden. 

Wenn wir nunmehr den Punkt z dem Grenzwerte zg =a zu- 
streben lassen, so wird tf, im soeben genannten Bereiche bleibend, 
zugleich an den Punkt ¢ = 0 heranriicken. Infolgedessen wird 9; (2) 
entweder endlich bleiben oder aber unendlich werden. Hiermit ist 


nach Kap. 7, § 10 die Richtigkeit der obigen Behauptung dargetan. 
Jetzt bleibt nur noch tbrig, das Produkt 


(w — f,(2)) (w — fale) +--+ (w — fa) 
za bilden und in die Gestalt 


G(w, 2) 
y (2) 


umzusetzen, wo p(z) das kleinste gemeinsame Vielfache der Nenner 
von y;(z), und G(w, z) em Polynom in w, z bedeuten. Alsdann er- 
kennt man, daB sich die Bestimmungen der vorgelegten Funktion 
f(z) mit den Wurzeln dieses Polynoms gerade decken. Hiermit ist 
der Satz bewiesen. 


2. Satz.*) Wird w = f(z) durch eine algebraische Gleichung: 
Giw, 2) =0 


defimert, so besteht evne notwendige und hinrerchende Bedingung fiir 
die Irreduktibilitat von G darin, dap die Riemannsche Fliche fiir f(z) 
nicht zerfdllt. Dabei wird vom trivialen Falle abgesehen, daB G eine 
Potenz ewes wrreduktibelen Polynoms ist. 


Daf die Bedingung hinreicht, iiberzeugt man sich sofort. Denn 
wenn G(w, z) = G,(w, 2) -G,(w, z) wire, wobei G,,G, verschiedene 
Polynome sind, so wiirde sich ja die Gesamtfliche aus denjenigen 


1) Es la8t sich ja leicht zeigen, daB die in Rede stehende Funktion von t 
allein von t” abhingt, doch hat man diese Tatsache zum Beweise nicht ndtig. 

2) Riemann, Theorie der Abelschen Funktionen, Journ. f. Math., Bd. 54 
(1857), $5, S. 122 = Werke, VI. Abhandlung. 
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Flachen zusammensetzen, welche zu den einzelnen Faktoren G, und 
G, gehéren. 

Sie ist aber auch notwendig. Zerfaillt namlich die Riemann- 
sche Fiche, so fasse man irgendeinen zusammenhangenden Teil ©, 
derselben ins Auge una bezeichne man die dazu gehirigen Bestim- 
mungen der Funktion f(z) mit w,,..., w, Nach dem 1. Satze ge- 
nigen dann diese Bestimmungen fiir sich einer algebraischen Glei- 
chung 

TAO) ee We 


welche tiberdies nur vom Grade / in w ist. Hiernach verschwindet 
das irreduktibele Polynom G(w,z) fiir alle Werte von w und gz, 
welche in der Umgebung einer nicht spezialisierten Stelle (wy, 29) 
liegen und zugleich das nach dem ersten Teile des 2. Satzes irre- 
duktibele Polynom J’(w, z) zum Verschwinden bringen. Das geht 
aber nicht an.?) 


3. Satz.?) Seen 
G@, 2) = 0 


eine wreduktibele algebraische Gleichung von positwem Grade im w, 
w=f(z) die mMerdurch defimerte Funktion, und © die zugehdrige 
Riemannsche Fldche. Sev ferner 


W = (2) 


eine Funktion von z, welche auf © eindeutig rst und kee anderen 
Singularititen als Pole dort hat. Dann laft sich W als rationale Funk- 
tion von w und z darstellen: 


W = R(w, 2). 


Zunichst ist klar, daB die Funktion gy(z) nur ee endliche An- 
zahl von Polen auf © haben kann. Denn © ist ja im wesentlichen 
eine abgeschlossene Mannigfaltigkeit, wahrend andererseits Pole iso- 
liert auftreten. Wenn man also von einer endlichen Anzahl von 
Punkten der Ebene absieht, so nimmt f(z) in jedem anderen Punkte 


1) Der hier angewandte Satz der Algebra lautet, wie folgt: ,,Verschwindet 
ein Polynom G(w, z) fiir alle in der Umgebung |w—w.|<h, |z—a|<h 
einer Stelle (wy, 2) gelegenen Punkte (w, z), wofiir ein irreduktibeles Polynom 
@P(w, 2) verschwindet, so ist G(w, z) durch ®(w, z) teilbar.““ Man vgl. den 
zweiten Band dieses Werkes, Kap. 2, § 6, sowie Bécher, Hinfiihrung in die 
hohere Algebra, 8. 228. 

2) Riemann, ibid. § 8. 
28* 
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getrennte Werte w,,..., W, an, wihrend sich zugleich die verschie- 
denen Bestimmungen von 9(z): Wy,,..., W, alle dort analytisch 
verhalten. Dabei kénnen insbesondere die GréBen W,,... W,, teil- 
weise oder ganz zusammenfallen. 

An die Lagrangesche Interpolationsformel ankniipfend bilden 
wir jetzt die Funktionen: 

D(A) = (A— ww)... (A— w,), 
WwW WwW 
G0) +++ +y=t |= 2M), 

wo (4) das Polynom bedeutet, worauf sich die linke Seite letzterer 
Gleichung bis auf hebbare Unstetigkeiten reduziert. Dann zeigt eine 
ihnliche Uberlegung, wie die vorhin beim Beweise des ersten Satzes 
angestellte, da die Koeffizienten von A in (A), sowie in ®(A) ratio- 
nale Funktionen von z sind. Setzt man nunmehr 4 = w,, so kommt: 


PD’ (w,) W, = Q(wi), 
wo ®’ die Ableitung von ® bedeutet. Hiermit ist der Satz bewiesen. 


1. Zusatz. Hat die obige Funktion W = y(z) im allgemeinen 
verschiedene Werte in den n Blittern — dazu geniigt ja offenbar, dap 
p(z) auch nur fiir einen einzigen Punkt z = 2 getrennte Werte hat —, 
so kann man umgekehrt w als rationale Funktion von W und z dar- 
stellen: 

w= BW 2). 


2. Zusatz.1) Die Funktion W = —(z) geniigt einer irreduktibelen 
algebraischen Gleichung: 
Bea U4 sae 
vom Grade m, wo m ein Tetler von n ist. 
Aufgabe. Ist W = (z) mit der Fliche gleichverzweigt?), so ist 
w= R(W, Zz). 
An der Hand des Beispiels 


w=VI—A)1-F2), W=Vi—-2+4+Vyl—kR2 


zeige man, da dieser Satz falsch ist. 


1) Riemann, ibid. § 11. 
2) d.h. im Kleinen gleichverzweigt. Setzt man dagegen voraus, daB die 


beiden Funktionen im Grofen gleichverzweigt seien, so ist der Satz allerdings 
richtig. 


OO a, 
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§ 16. Abbildung eines Rechtecks auf einen Kreis und 
auf einen Torus. 
Zum Schlu8 wollen wir noch die konforme Abbildung eines 
Rechtecks auf eine Halbebene und somit auf einen Kreis behan- 
deln.') Erstere Abbildung wird vermége des elliptischen Integrals: 


> dz 
1 sal fees 
a ‘ Sraaasea nas 


bewerkstelligt, wie wir jetzt des naheren ausfiihren wollen. Nach 
dem Satze von §10 kann man nimlich den Punkten der positiven 
Halbebene eine solche Bestimmung der Funktion 


(2) Vl — #) (1 — Hz’) 
zuordnen, dal eine in diesem Bereiche eindeutige analytische Funk- 
tion entsteht. Infolgedessen wird durch die Formel (1) eine daselbst 
eindeutige analytische Funktion w von z definiert, welche sich wber- 
dies am Rande eimer stetigen Folge von Randwerten stetig an- 
schlieBt. Untersuchen wir vorab, wie diese Randwerte verteilt sind. 
Im Randpunkte z = 0 soll der Integrand den Wert 1 haben. 
Wir lassen z nun von diesem Punkte ausgehen und die positive reelle 
Achse beschreiben. Wahrend z von 0 bis 1 geht, bleibt der Inte- 
grand reell und positiv, daher wichst w bestaéndig und erlangt im 
Punkte 2 = 1 den Wert 


K -f ge 
) Vl — a) (1 — Beat) 


Von hier ab wird der Integrand rein imaginir, der Randwert W 
wird durch die Formel gegeben: 


x 


ff d 
@) Waa ‘ (aa =)” 
ne 


wobei es sich nur noch um die Bestimmung des Vorzeichens handelt. 
Zu dem Behufe fassen wir zuvérderst das Integral (1) als eine Funk- 
tion auf der zu (2) gehérigen Riemannschen Fiche auf und be- 
trachten insbesondero diejenige Bestimmung desselben, welche sich 
den soeben erhaltenen Randwerten anschlieBt. Diese verhalt sich 
eindeutig und analytisch auf der Fliche in der Nihe des Verzwei- 


1) Schwarz, Journ. f. Math., Bd. 70 (1869), 5.113 = Werke, Bd. 2, 
8. 75. S » 
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gungspunktes z = 1, nimmt dort den Wert K einmal an, und gehért 

im iibrigen zur Fliche in dieser Nachbarschaft. Sie bildet mithin 

diesen Bereich auf die schlichte Umgebung der Stelle w = K kon- 

form ab. Infolgedessen wird diejenige Halbebene, welche der Gegen- 

stand dieser Untersuchung ist, in der 

5 Nahe von zg = 1 auf einen rechtwink- 

= a kc _d ligen, in der oberen Halbebene be- 

Fig. 100. legenen Teil der Umgebung von 

w == K abgebildet, wie in beistehen- 

der Figur angedeutet ist. Demgemi8 riickt W in die obere Halb- 

ebene, wenn z die Strecke 1 < # < 1/k betritt, womit sich denn 
ergibt, daB das obere Vorzeichen in (8) gilt: 


=K ie et <a <1)k. 

NL ‘free Shee) ee 
Mieraus entspringt, daB besagte Strecke der z-Hbene ein-eindeutig 
und stetig auf eine geradlinige, den Punkt w = K mitw = K + K's 


verbindende Strecke der w-EKbene bezogen wird, wo 


1/k 
dx 


Votes 1)(1— ka) 
Wir lassen z nun, immer noch auf der reellen Achse verbleibend, 


weiter riicken. Dabei wird der Integrand wieder reell, der Rand- 
wert W wird jetzt durch die Formel: 


K= 


Wee + f ers! 


gegeben. Hiner der vorhin nein vollig analogen Uberlegung 
zufolge gilt hier das untere Vorzeichen. Demgemif riickt der Punkt w 
bestandig nach links, wenn x unendlich wird, und nihert sich dabei 
dem Grenzwerte 


K+Ki— f Se ee 
Y, V(a? — 1) (k? 2? — 1) 


denn durch Hinfiihrung der neuen Integrationsvariabelen 


kommt: 


oo 


dz 
Soest = ee a — cnaiaaieneeetiade = K 
lemme 1) J Va—e) (1 — ke) 
1/k 0 
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Des weiteren lassen wir z zum zweiten Male vom Randpunkte 
z = 0 ausgehen und diesmal die negative reelle Achse durchlaufen. 
Alsdann beschreibt w einen Weg, welcher das 
symmetrische Bild des soeben erhaltenen Weges 
in bezug auf die rein imaginire Achse der 
w-Ebene ist. Als Endresultat erhalt man so- 
mit ein Rechteck der w-Ebene, dessen Punkte 
den Punkten der reellen Achse der erweiterten 
z-Ebene ein-eindeutig zugeordnet sind. Bildet 
man nun die obere z-Halbebene auf das Innere 
eies Kreises der z’-Ebene ab und betrachtet man w als Funktion 
von 2’, so sind alle Bedingungen des engeren Satzes von § 5 (Anfang) 
fiir letztere Funktion erfillt. Demgema8 wird durch das Integral 
der genannte Kreis bzw. die obere z-Halbebene .konform auf das 
Rechteck bezogen.*) 

Wir werfen noch die Frage auf, ob wir durch geeignete Wahl 
des Parameters k auch jedes beliebige Rechteck erhalten kénnen. 
Dabei kommt es offenbar bloB auf die Gestalt des Rechtecks, also 
auf das Verhaltnis der Seitenlingen, 2K/K’, an, denn iiber seine 
GréBe kann man ja zu jeder Zeit mittels einer Ahnlichkeitstrans- 
formation verfigen. In der Tat ist ohne weiteres klar, daB KC stetig 
von k abhingt, und zwar nimmt K zugleich mit k zu, waihrend 


w-Kt wKrK i 


0 w*K 
Fig. 101. 


lim K ==, lim K = oo 
k=0+ 1 pati Fas 
ist. Andererseits ist 


1/k 


KR = 2 dz ae ; dt 
JS eae J va=aa awn’ 
1 


wo 
hes 2 = 1 

ist, wie sich aus der Transformation: 
athe 
Vi—k'*# 


1) Man kann jetzt weitergehen und durch sukzessives Anhingen an- 
stoBender Rechtecke einerseits und Halbebenen andererseits beweisen, daf die 
der Gleichung (1) entsprechende vollstindige Riemannsche Fliche aus einer 
unendlich vielblittrigen Uberdeckung der z-Ebene mit Verzweigungspunkten 
erster Ordnung in den Punkten z= +1, +1/k besteht — im Punkte z= oo 
verlaufen alle Blatter schlicht —, wihrend die eigentliche w-EKbene gerade 
einmal glatt bedeckt wird. Doch wollen wir eine genauere Besprechung dieser 
Sache auf ein spiteres Kapitel hinausschieben. 
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unmittelbar ergibt. Darum hingt auch K’ stetig von k ab, andert 
sich fernerhin monoton abnehmend mit k, und weist schlieBlich in 
den Endpunkten des Intervalls 0 < k <1 das Verhalten auf: 

lim K’ = oo, lim K’ = 

k= 0+ ke l- 

Aus dieser Uberlegung geht hervor, daB das in Rede stehende 

Verhiltnis 2K/K’ eine positive stetige monoton zunehmende Funk- 
tion von k ist, wofiir 


cee =), lim +5; = 00 


lin =; 
EK barged a 


k= 0t 
ist. Demgemif nimmt 2//K’ jeden positiven Wert fiir einen und 
nur fiir einen Wert von k im Intervalle 0 < k <1 an. 


Aufgabe. Man zeige, da ein Dreieck der w-Ebene mit den 
Winkeln ax, Ba mittels des Integrals: 


z 


gees ; dz 
goth .2)'= —p 
0 


auf die positive z-Ebene konform bezogen wird.*) 


Konforme Abbildung eines Torus auf ein Rechteck. 
Indem wir die Gleichungen des Torus in der Form ansetzen: 


xz = (a+ b cos 8) cos g, 


y = (a + b cos 8) sing, 
fie 2 == hea Oy 


finden wir: 


ds? = da? + dy? + dz? 


Fig. 102. 
= b?d0? + (a + b cos 6)2dp?, 
oder auch: 
b? dé 
tt Macrae + dg), se maa Sea 


Dementsprechend erhalten wir eine konforme Abbildung der genannten 
Ringfliche auf ein Rechteck der (&,7)-Ebene, indem wir setzen: 


bdé 
de = Tb 00nd’ 


ere Lae pes ¢| ail 
tt ght eee im a+b sett FS | 


1) Christoffel, Annali di Matematica, 2. Reihe, Bd. 1 (1867), 8. 89. 


dn = dp, 


also: 
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Dabei soll 


sein, was zur Folge hat, daf 


= Bee me see aisle 

Ve—v— Vae— db’ 

Hiermit ist der Torus auf ein Rechteck abgebildet, dessen Seiten 

im Verhaltnisse b: Va? — b? zueinander stehen, woraus ersichtlich 

ist, daB ein Rechteck von beliebiger Gestalt durch einen geeigneten 
Torus zu erhalten ist. 


0Osn< 2x. 


$17. Uber algebraische Kurven. 


Zwischen der Funktionentheorie und der Theorie der algebrai- 
schen Kurven herrschen enge Beziehungen, wovon wir jetzt einige 
zur Sprache bringen wollen. Beginnen wir mit den singuliren 
Punkten. Vorgelegt sei die Gleichung: 

(1) i (w, 2) = 0, 

wo f(w, z) ein irreduktibeles Polynom bedeutet — doch geniigt fiir 
die meisten Entwicklungen schon die Voraussetzung, daf f nur keine 
mehrfachen F'aktoren enthalt. Indem wir z als unabhingige Varia- 
bele auffassen, erhalten wir vor allem einen Verzweigungspunkt der 
tiber der z-Ebene ausgebreiteten Riemannschen Fliche, falls der 
Punkt (wy, 2) den Bedingungen entspricht: 


(2) i = 0, fo = 9, i, +9, 
wozu indessen noch die weitere Voraussetzung hinzutritt, dab 


f(w, 2) nicht durch z— 2 teilbar sei. In der Tat ]éB8t sich dann 
(1) zunachst nach z auflosen: 


wae p(w), 

wobei p(w) sich im Punkte w, analytisch verhalt, und auBerdem 
dz fy 
Tae aa 7 


ist. Infolgedessen verschwindet y’(w,), und w, erweist sich hiermit 
als ein merkwiirdiger Punkt (§ 2), sofern sich m(w) nicht auf eine 
Konstante reduziert. Daf dieser Fall in der Tat nicht eintreten 
kann, beweist man, indem man die hoheren Ableitungen von z nach 
w berechnet. Da nimlich f* (w,, 2) nicht fiir alle Werte von k ver- 
schwindet, so wird es eine Ableitung p(w.) geben, die von Null 
verschieden ist. 
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Wenden wir uns jetzt zu der ebenen C,, die der Gleichung (1) 
entspricht, so hat diese Kurve eine im Punkte (w , 2) zur Ordinaten- 
achse parallele Tangente. Im allgemeinen wird (wy, 2) kein singu- 
larer Punkt von C, sein, nur dann, wenn auBer f,(wo, %) noch 
fo2(Wy, 2) verschwindet, wird 

d*z 


dw* |w = wo 


= (), 


so daB also ein Wendepunkt vorliegt. Demgemi&8 kénnen wir fol- 
gendes vorliufiges Resultat aussprechen. *) 


1. Satz. Diejenigen einfachen Punkte einer Cy, in welchen eine 
zur Ordinatenachse parallel laufende Gerade C,, beriihrt, geben zu Ver- 
zweigungspunkten in der 2-Fliche AnlaB, und zwar fiihrt ein gewohn- 
licher Punkt von C, zu einem Verzweigungspunkt erster, ein Wende- 
punkt zu einem héherer Ordnung. 

Demgemipf entspricht auch einem einfachen Punkte der C,, in 
welchem die Tangente der Abszissenachse parallel lduft, em merk- 
wiirdiger Punkt der z-Fliche. 

In beiden Fiillen ist vorausgesetzt, dap sich die C, nicht zum Teal 
oder ganz auf eine mit der genannten Tangente koinzidierende Gerade 
reduzvert. 


Ziehen wir jetzt die einfachsten mehrfachen Punkte von C,, in 
Betracht. Sei beispielsweise 


(3) w? == z2 + 2%, 

Hier hat die Cz einen Doppelpunkt mit getrennten Tangenten im 
Anfangspunkte. Dem entspricht jedoch kee Verzweigung der Rie- 
mannschen Fiche. In der Tat lassen sich die beiden Bestimmungen 


von w in der Umgebung von z = 0 zu zwei eindeutigen, sich dort 
analytisch verhaltenden Funktionen: 


,=2V1+z2, We=—2V1 +2 


zusammenfassen, wo 
zVit+z2=2+42—424.... 
Hatten wir dagegen als C, die Kurve 
(4) wz —w? — 2 = 0 


genommen, deren hbeide durch den Anfang gehende Zweige die 


1) Clebsch-Gordan, Abelsche Funktionen, § 3 und § 22. 
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Koordinatenachsen dort berithren, so hatte sich ein Verzweigungs- 
punkt mit eingestellt. Indem wir namlich die Transformation 


(5) (DP = -, also w= w’'z 


austiben, erhalten wir hierdurch als Reprisentantin des einen Zweiges 
von (4) in der Nahe des Anfangs — der andere wird ja aus dieser 
Nachbarschaft entfernt — die Kurve: 


(6) w’ —z —w'z=0. 
Lést man jetzt (6) nach w’ auf, so kommt: 
w=), 9 (0) =1. 
Demnach wird ein Zweig von (4) durch die Formel gegeben: 
w= 2(2) = y(), 
; yO) = y'(0) = 0, = -y"(0) + 0 
1st. 


Wegen der Symmetrie von (4) in w und ¢ liegen auch die durch 
die Gleichung: 


wobei also 


z= y(w) 
gelieferten Punkte auf der C3. Hierbei entspricht dem merkwiirdigen 
Punkte erster Ordnung w = 0 ein einfacher Verzweigungspunkt in 
z=0, womit denn alle drei Bestimmungen von w erhalten sind. 
Diese Beispiele sind nun auch fiir den allgemeinen Fall maf- 
gebend. Das Resultat wollen wir ohne Beweis angeben: 


2. Satz. Hinem mehrfachen Punkte (wo, 2%) k-ter Ordnung 
von C, mit lauter getrennten Tangenten entsprechen k Zweige, welche 
am allgemeinen analytisch durch dre k Gleichungen: 


w, = 9, (2), ey 


dargestellt werden, wobei y;(z) sich vm Punkte z, analytisch verhalt und 
Gi’ (4) +9 ist. Die Riemannsche Fliche hat dann in der Umgebung 
von 2 = 2, k schlichte Blitter, welche diesen k Zweigen entsprechen. 

Insbesondere kann jedoch ein Zweig von C, wm Punkte (wy, 2) 
parallel zur Ordinatenachse verlaufen. Hr wird dann durch die Gleichung 
z = p(w) dargestellt, wo p einen merkwiirdigen Punkt in w = wy hat. 
Einem solchen Zweige entspricht also ein Verzweigungspunkt der 
z-Fliche. 

Andererseits wird der Punkt 2 =% zu einem merkwiirdigen 
Punkt fiir einen Zweig: w= 9,(2), P1' (eo) = 9, falls dieser Zwerg 
dort eine der z-Achse parallele Tangente hat. 
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In den beiden besonderen Fiillen wird vorausgesetet, dap sich dre 
C, nicht zum Teil auf eine mit der genannten Tangente koinzidierende 
Gerade reduziert. 


In allen bisher besprochenen Fallen kann die Verzweigung der 
Riemannschen Fliche durch eine Kollineation der (w, z)-Ebene auf- 
gehoben werden. Dies trifft aber bei héheren Singularitaiten nicht 
mehr zu; z. B. 

163 Se. 

Analytische Behandlung eines Zweiges. Haben wir im vorher- 
gehenden einen Zweig einer algebraischen Kurve als etwas von der 
Geometrie her Bekanntes angesehen, so kénnen wir denselben jetzt 
von der Analysis aus definieren und zugleich den gehérigen Existenz- 
beweis dafiir liefern. Nach § 14 lassen sich nimlich siimtliche Punkte- 
paare (w, 2), welche in der Umgebung einer Stelle (wo, Zp) von (1) 
liegen und zugleich (1) befriedigen, durch ein oder mehrere Gleichungs- 
paare: 


(7) W— Wy = Pplt), 2 — zo = tit) 
darstellen, wo p(t), y(t) sich im Punkte ¢t = 0 analytisch verhalten 
und auferdem — sofern nicht eben w —w,=0 baw. z2—z2=0 


ist —, (0), y(0) nicht verschwinden. Hin Zweig der C, besteht 
dann aus solehen Punkten (w,z), welche ein und demselben Glei- 
chungspaare angehéren. 

Das Ergebnis von § 14 ergiinzt auch in willkommener Weise das 
Newtonsche Verfahren zur Aufstellung der Entwicklung eines 
Zweiges der C,, in einem singuliren Punkte.1) Dieses Verfahren dient 
bekanntlich sowohl zur Auffindung der Form der Entwicklung, als 
zur wirklichen Ermittlung der Exponenten, sowie der Koeffizienten. 
In Ermangelung der Entwicklungen von § 14 mu8 man dabei noch 
zum Nachweis bringen, da die solchergestalt erhaltenen Reihen in 
der Tat konvergieren und der Gleichung (1) geniigen. Dieser letzte 
Beweis ist gerade nicht einfach, und der ist es eben, den wir durch 
den Satz von § 14 vermeiden. 

Im Anschlu8 an eine zur Funktion gehérige Parameterdarstel- 
lung kénnen wir fernerhin die Anzahl der Schnittpunkte definieren, 
welche eine zweite Kurve 

p(w, z) =90 
mit der C,, in einem bestimmten Punkte (wo, Zo) hat. Dazu tragen 


1) Vgl. Clebsch-Lindemann, Geometrie, Bd. 1, 4. Abteil. II. 
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wir die Werte von w und z aus (7) in p(w, z) ein. Die Ordnung des 
Nullpunktes der hieraus entspringenden Funktion von ¢ gibt dann 
die Anzahl der Schnittpunkte mit diesem Zweige an, vorausgesetzt, 
da8 der Schnittpunkt im Endlichen liegt. 

Mit den Entwicklungen dieses Kapitels haben wir zugleich die 
analytischen Grundlagen fiir die Behandlung desjenigen Teiles der 
algebraischen Geometrie gewonnen, welcher sich auf die Schnitt- 
punktsitze fiir algebraische Kurven und auf die Integrale rationaler 
Funktionen von w, z auf einem vorgegebenen algebraischen Gebilde: 


(0,2) 0 


bezichen. Will man diesen Gegenstand weiter verfolgen, so mége 
hiermit auf die vorziiglichen Hinleitungen von Appell et Goursat, 
Théorre des fonctions algébriques et de leurs intégrales und Picard, 
Traité danalyse, Bd. 2, sowie Neumann, Abelsche Integrale hin- 
gewiesen werden. 


$18. Die Riemannsche Fliche fiir Raumkurven. 


Durch die Gleichungen: 
(1) Wy = f1(2),--- Wn = fal), 


mdége eine Kurve im Raume von n + 1 Dimensionen definiert werden. 
Dabei werden wir uns /,(2),...f,(2) zunichst als algebraische Funk- 
tionen denken, so da also eine algebraische Raumkurve vorliegt.*) 
Indem wir simtliche singulire Punkte &,,...&, dieser Funktionen 
in der erweiterten Ebene auftragen, verbinden wir dieselben durch 
eine einfache nicht geschlossene Kurve © und schneiden die Ebene 
lings letzterer auf. Dadurch entsteht ein einfach zusammenhingen- 
der Bereich T, in welchem sich simtliche Bestimmungen der Funk- 
tionen f,;(z), dem Satze von § 10 gemaf, zu analytischen Funktionen 


1) Gewoéhnlich wird in der algebraischen Geometrie eine algebraische 
Raumkurve durch die Gleichungen: 


2, = FR, (u, v), i= th als os 
definiert, wo R,,...R, rationale Funktionen der Parameter u, v sind, welch 
letztere dann einer algebraischen Gleichung: 

f (u, v) = 0, 


unterworfen werden. Hierbei mu mindestens eine der Funktionen R, nicht 
konstant ausfallen. Demnach wird die Riemannsche Flaiche der Raumkurve 
einfach durch die der letzten Gleichung zugehérige Riemannsche Fiche gegeben. 
Die Raumkurve hei®t dann irreduktibel, wenn die Riemannsche Fliche nicht 
zerfallt. 
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zusammenfassen lassen. Wir breiten jetzt einige Blitter tiber der 
2-Ebene aus, schneiden sie alle lings © auf, und erteilen dem ersten der- 
selben nach Willkiir eine Bestimmung einer jeden der obigen Funk- 
tionen. Betrachten wir nun die Werte dieser Bestimmungen am 
positiven Ufer des ersten Bogens (£,, §,) von ©, so kann es vor- 
kommen, daf jede der Bestimmungen den gleichen Wert am nega- 
tiven Ufer aufweist. In dem Falle fiigen wir diese beiden Ufer zu- 
sammen und heben somit diesen Schnitt aus dem ersten Blatte fort. 
Trifft eine derartige Ubereinstimmung dagegen nicht zu, so werde 
ein zweites Blatt lings besagten Ufers an das erste angehiingt, in- 
dem wir den Punkten desselben solehe Bestimmungen der Funk- 
tionen f;(z) zuordnen, welche sich lings des betreffenden Ufers an 
die dem ersten Blatte zugehdrigen Bestimmungen stetig an- 
schlieBen. 

Durch Wiederholung dieses Verfahrens entsteht also eine im 
allgemeinen mehrblittrige Fliche, welche zunichst lings des Bogens 
(€,, &) schlieBt. Wir gehen jetzt zum Bogen (&,, €;) aber und ver- 
fahren hier wieder gerade so, wie vorhin beim ersten Bogen. So ge- 
winnen wir eine Fliche, welche lingst des zweiten Bogens schlieBt, 
sie braucht indessen jetzt nicht mehr mit allen ihren Blattern lings 
des ersten zu schlieBen. Hierauf ziehen wir noch einen an (é,, &s) 
hinanreichenden Bogen, lings dessen die Fliche noch nicht schlieBt, 
in Betracht, sofern ein solcher noch vorhanden ist, und wiederholen 
an ihm den vorstehenden ProzeB. Indem wir so fortfahren, werden 
wir schlieBlich, da die Anzahl aller méglichen Kombinationen von 
Bestimmungen der Funktionen (1) doch nur endlich ist, bei einer 
Fliche anlangen, welche lings der ganzen Kurve © schlieBt. Sie 
kann indessen sowohl aus einem als aus mehreren Stiicken be- 
stehen. 


Zweite Methode. Wir kénnen diese Fliche noch auf eine andere 
Weise herstellen. Sei z ein Punkt, in welchem jede der Funk- 
tionen (1) lauter getrennte Werte annimmt, und man bestimme die 
n Zahlen a,,...a, so, daB 


W = ayf,(2) ++++ + Onfn(2) 
fiir die verschiedenen méglichen Kombinationen willkiirlich an- 
genommener Bestimmungen der Funktionen f;(z) im Punkte zo stets 
ungleiche Werte erhalt.1) Dann hingt die Funktion W algebraisch 


1) Wegen der Moglichkeit einer solchen Annahme vergleiche man Weber, 
Algebra, Bd. 1, 2. Aufl., S. 43. 
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von z ab, und man wberzeugt sich leicht, daB sie dieselbe Riemann- 
sche Flache liefert, wie wir sie vorhin schon erhalten haben. 

Diese zweite Methode, die Riemannsche Flache herzustellen, ist 
selbst dann anwendbar, wenn die Funktionen (1) unendlich vieldeutig 
sind. Wir werden nadmlich im folgenden Kapitel zeigen, daB die 
Anzahl der Bestimmungen einer mehrdeutigen Funktion in einem 
Punkte stets abzaihlbar ist. Demnach laBt sich der Webersche Hilfs- 
satz noch auf diesen Fall ausdehnen. 

Man beachte wohl, da der vollstandige Schnitt zweier irredukti- 
belen algebraischen Flachen zu einer Raumkurve fiihren kann, deren 
Riemannsche Flache zerfallt, und welche deshalb als mehrere ge- 
trennte Raumkurven aufgefaBt wird. So besteht beispielsweise der 
vollstandige Schnitt der in homogenen Variabelen geschriebenen irre- 
duktibelen Flaichen zweiten Grades 


sy —kzt=0, «xy —kzt—)0, ki ks a= 0; k, + ke, 


aus den vier Geraden: 


bo ; (coe eke ose 
2=0, t= 0; ca, 2= 0. 
Man vergleiche ferner Kap. 9, § 5. 


§ 19. Betreffend die Arithmetisierung Riemannscher Flichen. 


Wir haben die Riemannschen F lichen als geometrische Dinge 
eingefiihrt. Zum Schlusse wollen wir noch in Kiirze angeben, wie 
sich dieser Begriff arithmetisieren li8t. Hs handelt sich dabei offen- 
bar um eine Menge, deren Elemente arithmetisch gegeben sein und 
in ein-eindeutiger Beziehung zu den Punkten der Fliche stehen 
sollen. Nun wurde ein Punkt der Flaiche durch seine Lage, also durch 
den zugehérigen Wert von ¢ allein noch nicht bestimmt, ihm kam 
auBerdem noch die Blattangehérigkeit als ein wesentliches Merkmal 
zu. Dem werden wir arithmetisch dadurch gerecht werden, da wir 
Wertepaare (z, 7) als Elemente einer unendlichen Menge nehmen, 
welche das arithmetische Bild der Flache liefern soll. Dabei ent- 
spricht » der Nummer des Blattes, wihrend die Gesamtheit der zu 
einem bestimmten Werte von n gehorigen Punkte z einen Bereich 7 
der Zahlenebene nebst einem Teile seines Randes ausfillen. Fangt 
man also die Konstruktion einer Riemannschen Fliche in einem ge- 
gebenen Falle nach irgendeinem der vorhin besprochenen Verfahren 
von yvorne an, so wird man jetzt bei jedem Schritte eine geeignete 
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Menge von Wertepaaren (z,”) an Stelle des geometrischen Blattes 
treten lassen. Hierdurch wird die Fliche arithmetisiert. So erschei- 
nen die Punkte eines Verzweigungsschnittes auch formell getrennt, 
da ihnen ja verschiedene Wertepaare (z, ) und (z, ’) zugeordnet 
werden. Unter einer einfachen reguliiren Kurve auf der Fliche hat 
man eine Menge lauter getrennter Punkte (z, m) zu verstehen, wobei 
die entsprechende Menge von Punkten z eine regulire Kurve bildet, 
welche sich indessen auch iiberschneiden kann. Hierzu tritt ja noch 
eine weitere Bedingung, welehe dem Umstande entspricht, daB die 
Kurve stetig in der Fliche verlaufen soll. 

Was zuletzt noch eine Funktion w = f(z) auf der Flaiche an- 
betrifft, so wird man ihr eie Menge von Wertetripeln (w, 2, n) 
zugrunde legen, wo w den dem Punkte (z, ) der jetzt arithmetisch 
definierten Riemannschen Fliche zuzuordnenden Wert bedeutet. Die 
Funktion selbst besteht dann aus der Menge dieser Tripel bzw. aus 
den Werten w, wie in Kap. 1, § 1 und § 11 des niheren auseinander- 
gesetzt wurde. Hin Zweig der Funktion definiert sich ferner als eine 
Menge von Tripeln (w, z, ), wobei die Werte des zweiten Arguments 
einen schlichten Bereich 7 gerade ausfiillen, wihrend die Werte w 
eine in T analytische Funktion liefern. Dabei wird n im allgemeinen 
verschiedene Werte annehmen, und zwar werden diese eindeutig 
von z abhangen. 


Neuntes Kapitel. 


Analytische Fortsetzung. 


$1. Begriff der analytischen Fortsetzung. 


Bisher wurden die Funktionen f(z), mit denen wir uns beschaftigt 
haben, in einem vorgegebenen Bereiche betrachtet. Auf den Satzen 
uber Funktionen, welche in dem in Betracht kommenden Bereiche 
eindeutig und analytisch sind, wurde die ganze komplexe Funktionen- 
theorie, soweit wir sie zur Zeit entwickelt haben, aufgebaut. Indem 
wir jetzt in dieser Entwicklung weiter gehen, stellen wir die Frage, 
ob der urspriingliche Bereich 7 nicht erweitert werden kann — ob 
es also, genauer gesagt, nicht einen 7’ umfassenden Bereich T nebst 
einer in ¥ analytischen Funktion gibt, welch letztere in allen dem 
Bereich 7’ angehérigen Punkten von T mit f(z) ibereinstimmt. Hier- 
durch werden wir zum Begriff der analytischen Fortsetzung gefihrt, 
welchen wir jetzt des niheren auseinandersetzen wollen. 

In einem schlichten Bereiche!) 7, dessen Begrenzung zum Teil 
oder ganz aus einer reguliren Kurve C besteht, sei also eine Funk- 
tion f(z) analytisch. An die andere Seite 
yon C mége ein zweiter schlichter Be- 
reich T' stoBen, welcher vorlaufig keinen 
Punkt mit Z gemein haben soll. T, T 
T, und die Punkte von C (inkl. der 
beiden Endpunkte) bilden dann zu- 
sammengenommen einen Bereich fT. 

Kann man nun den Punkten von T, 0 
solche Werte f(z), W zuordnen, daB die Funktion f(z) hierdurch zu 
einer in & analytischen Funktion erginzt wird, so lat sich f(z) 


rt 
a 


Fig. 103. 


1) Die Bereiche 7’, 7’, usw., wovon hier die Rede ist, sind als einblatt- 
rige Kontinuen (Kap. 5, § 2) aufzufassen, wozu also die Randpunkte nicht 
gezihlt werden, sofern das Gegenteil nicht ausdriicklich erwaihnt wird. 
Osgood, Funktionentheorie, I. 5. Aufl, 29 
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‘aber T hinaus analytisch fortsetzen. Die den Punkten von T, C 
hiernach entsprechende Funktion heiBt die analytische ortsetzung 
von f(z) fir den Bereich T (genauer genommen, fir den Bereich 
T, C). Es kann offenbar keine zweite analytische Fortsetzung von 
f(z) tber C hinaus in T geben, welche mit der obigen nicht iden- 
tisch wire (vgl. Kap. 7, § 7). 

Allgemeiner diirfen 7 und T' beliebige Riemannsche flachen 
sein, welche auch tbereinander greifen, vorausgesetzt nur, da sie 
keinen gemeinsamen Punkt haben und 
lings einer reguliren Kurve C anein- 
anderstoBen. Im iibrigen nennt man 
auch zwei Funktionen f(z), y(z) analy- 

Fig. 104. tische Fortsetzungen voneinander, wenn 

ihre Definitionsbereiche J’, 7” itiberein- 

andergreifen und die Funktionen zugleich in einem gemeinsamen 
Teile derselben miteinander wbereinstimmen.') 


Analytische Fortsetzung lings einer Kurve. Sei f(z) in einem 
Punkte z, analytisch, und man verbinde z, mit einem zweiten Punkte 
Z mittels der Kurve L. Dann sagt man: die Funktion f(z) liBt sich 
lings L (oder iiber Z) bis in den Punkt Z analytisch fortsetzen, 
wenn LZ durch eine endliche Anzahl einblittriger, emfach zusammen- 
hingender Bereiche T,, T,,... 7, wie in der Figur angedeutet ist, 
derart tiberdeckt werden 
kann, daB sich f(z) von 
T, in T,, sodann weiter 
in T',, hierauf noch in 
T;, usw. bis hin zu 
T,, analytisch fortsetzen 
lat. Bezeichnen wir mit 
Z, denjenigen Bereich, 
welcher sich aus 7;, T;,, und ihren gemeinsamen Randpunkten 
zusammensetzt, so soll auch &, einblattrig ausfallen. Hierbei wollen 
wir indessen von solchen Randpunkten absehen, welche auch Rand- 
punkte von %; liefern wiirden; m.a. W. soll Z;, gerade so wie T;, 
aus lauter inneren Punkten bestehen. Dagegen kénnen zwei Be- 
reiche T;, T; (7 +7-+ 1) tibereinandergreifen, ja die Kurve L darf 
sich sogar uberschneiden. In diesem Falle wird man sich den aus 
den Bereichen T,,... 7, (nebst den zu den Bereichen &, gehérigen 


1) Vgl. das Zitat auf Riemann und WeierstraB in § 3. 
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Randpunkten derselben) gebildeten Streifen als eine mehrblattrige 
Riemannsche Flache vorstellen. Endlich darf Z durch den Punkt oo 
gehen, wobei dann einer der Bereiche T; bzw. &; alle Punkte um- 
fassen wird, welche auSerhalb eines geniigend groBen Kreises um 
den Nullpunkt liegen. 

Bei dem soeben auseinandergesetzten Verfahren kommt es offen- 
bar auf die genaue Lage der Kurve L nicht an, jede andere in der 
Nahe von L verlaufende und die Bereiche 7; in gleicher Reihen- 
folge durchsetzende Kurve L’ fiihrt zur selben analytischen Funktion 
im Punkte Z. Wesentlich ist dabei nur, da8 L’ sich so in Bogen 
(2;’, 243), wobei 29’ == 2, 2,,, = Z ist, zerlegen laBt, daB (z,’, 2,4) 
in &, liegt. Darum kommt man schon mit reguliren Kurven 
oder gar mit Polygonziigen aus, darf sich jedoch andererseits, falls 
es sich empfehlen sollte, allgemeiner Jordanscher Kurven bedienen. 

Seien f(z), w(z) zwei Funktionen, welche sich in zwei ein- 
oder mehrbliattrigen Bereichen 7, T analytisch verhalten. Kann 
man dann einen Punkt z von 7’ mit einem Punkte Z von J durch 
eine Kurve LZ verbinden, derart, daB f(z) sich lings L analytisch 
fortsetzen la8t und dabei aufBerdem die letzte analytische Fort- 
setzung in der Nihe von Z mit g(z) wbereinstimmt, so heibt p(z) 
selbst eime analytische Fortsetzung von f(z). Simd endlich (ez), 
(2) beide analytische Fortsetzungen von f(z), so sind (z), w(z) 
offenbar auch analytische Fortsetzungen voneinander. 

Wir wollen noch folgender Tatsache Erwaihnung tun. Vorgelegt 
sei eine Funktion F(z), die sich in einem Bereiche 7’ analytisch ver- 
halt, sowie auch eine zweite Funktion f(z), die zunachst bloB in 
der Umgebung eines inneren Punktes z9 von 7 betrachtet wird, wo- 
selbst sie mit F(z) tibereinstimmt. Dann labt 
sich f(z) tiber eine beliebige in T belegene 
Kurve analytisch fortsetzen, und zwar fallt 
jede der also erhaltenen analytischen Fort- 
setzungen im Defini- 
tionsbereiche dersel 
ben mit f(z) zusam- 
men. 


Analytische Fort- 
setzung durch iiberein- 
andergreifende Kreise.1) Ein besonderes System von Bereichen 1’;, T; 


1) Puiseux, Journ. de Math., Bd. 15 (1850), S. 379. 
29* 
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wird durch iibereinandergreifende Kreise geliefert. Den Ausgangs- 
bereich Jy bildet hier der gréBte Kreis Ky um 2 als Mittelpunkt, 
in welchem eine Funktion definiert werden kann, welche sich in 
diesem Bereiche analytisch verhalten und in der Nihe von zp) mit 
f(z) wbereinstimmen soll. Insbesondere erhilt man diesen Kreis 
dadurch, da& man f(z) nach dem Taylorschen Lehrsatz im Punkte 

=z) entwickelt und dann den wahren Konvergenzkreis der 
Reihe bestimmt. Liegt DZ zufillig ganz in diesem Kreise, so ist 
die gewiinschte analytische Fortsetzung hiermit bereits gewonnen. 
Sonst sei ¢, derjenige Schnittpunkt von L mit dem Rande von 
T,, wofiir sich der Bogen (Z, ¢,), vom Endpunkte ¢, abgesehen, 
ganz innerhalb Jt, befindet. Als z, nehme man dann einen be- 
liebig nahe bei £, belegenen Punkt dieses Bogens und beschreibe 
einen Kreis A, um 2, als Mittelpunkt, dessen Radius man jetzt 
in fhnlicher Weise bestimme, wie vorhin bei Jt». Es soll naémlich 
K, der gréBte derartige Kreis sein, in welchem sich eine Funk- 
tion analytisch verhalten kann, welche in der Nahe von z, mit 
der bereits erhaltenen Funktion tbereinstimmen soll. Dieser Kreis 
erweist sich wiederum als der wahre Konvergenzkreis der Taylor- 
schen Entwicklung fiir die erste Funktion im Punkte z = 2,. Wie 
man sieht, mu er einerseits mindestens bis an den Rand des 
Kreises Ky heranreichen, wihrend er andererseits A, nebst seinem 
Rande unméglich im Innern enthalten kann. Der Bereich T, besteht 
nunmehr aus denjenigen inneren Punkten von JX,, welche weder 
innere noch Randpunkte von JT, = Ky sind. 

Durch sukzessive Wiederholung dieses Verfahrens gelangt man 
also schheBlich zum Punkte Z, sofern sich f(z) tiberhaupt lings L 
bis in den Punkt Z analytisch fortsetzen 1aBt. Im andern Falle gibt 
es offenbar einen Punkt z von L, derart, daB f(z) von zp aus lings L 
in jede Umgebung von z analytisch fortgesetzt, werden kann, ohne 
jedoch jemals z zu erreichen. 

Beziiglich der Wahl der weiteren Punkte z, (i > 0) fiigen wir 
noch folgende Bemerkung hinzu. Sei R; der Radius von K,, und sei 
C:41 derjenige Schnittpunkt von L mit dem Rande von K, wofiir 
sich der Bogen (z,, €;,,), vom Endpunkte ¢,,, abgesehen, ganz 
innerhalb K,; befindet. Dann geniigt es, z;,, so zu nehmen, dab 
dieser Punkt auf dem Bogen (z,, €;,,) von DL liegt und ibrigens 
ah; < |4:4, —4| < R; ausfallt, wo 0 <a@<1 von vornherein 
willkiirlich gewahlt, sodann aber festgehalten wird. 
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§ 2. Satze iiber analytische Fortsetzung. 


Theorem A). Set f(z) im eimem imneren oder Randpunkte eines 
emfach zusammenhingenden Bereiches T analytisch. Kann man f(z) 
in jeden Punkt von T analytisch fortsetzen, und zwar lings jedes be- 
hebigen in T befindlichen Weges, so bilden die also erhaltenen Funk- 
tionswerte ene mn T analytische Funktion. 


Wir wollen den Satz zunichst fiir einen endlichen derartigen 
Bereich beweisen, welcher von einer einfachen reguliren Kurve be- 
grenzt ist. Dies gelingt uns, indem wir hier genau ebenso zu Werke 
gehen wie im Kapitel 4, §8 beim Beweise des Satzes B), und das 
Theorem also vorab fiir einen Bereich o begriinden, in dessen einem 
Eckpunkte f(z) sich analytisch verhalten soll. Zu dem Zwecke setzen 
wir f(z) titber den a.a.O. benutzen Weg L analytisch fort. Hiermit 
gewinnen wir eine in o eindeutige Funktion, welche sich, wie man 
leicht erkennt, daselbst analytisch verhalt und auch in der Nahe 
der betreffenden Ecke mit f(z) iibereinstimmt. Auf Grund des 
Satzes von Kap. 5, § 10 ergibt sich nun der Beweis fiir den in 
Aussicht genommenen besonderen Fall. 


Um den Beweis jetzt allgemein zu fiihren, nehmen wir auf den 
Zusatz von Kap. 5, § 10 Bezug, indem wir zunachst, sofern T nicht 
gerade aus der ganzen erweiterten EKbene besteht, einen Randpunkt 
von T vermége einer linearen Transformation in den Punkt co ver- 
legen. Sodann laBt sich T, kraft jenes Zusatzes, in eine unendliche 
Reihe einfach zusammenhingender, ineinander eingeschachtelter, je 
von einer einfachen reguliren geschlossenen Kurve berandeter Be- 
reiche entwickeln, fiir deren jeden das Theorem ja bereits fest- 
steht. Dadurch wird eine Funktion schrittweise tber dem ganzen 
Bereich T ausgebreitet, welche allen Forderungen des Theorems 
genugt. 

Hiermit sind alle Falle erledigt, wobei 7’ in der erweiterten Ebene 
iiberhaupt einen Randpunkt hat. Trifft dies indessen nicht zu, so 
konstatiert man zundchst, daB f(z) ee ganze Funktion ist, welche 
dann im Punkte oo endlich bleibt und sich somit als eme Konstante 
erweist. Das letzte Ergebnis wollen wir noch in folgende Worte zu- 
sammenfassen. 


Zusatz. Verhilt sich f(z) im emem bestimmten Punkte ana- 
lytisch und laBt sich f(z) tiber jeden beliebigen Weg der erwerterten 
Ebene analytisch fortsetzen, so ist f(z) ene Konstante. 
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Das vorstehende Theorem liBt sich auch folgendermaBen for- 
mulieren. 


Theorem A’). Ist f(z) im Punkte zg analytisch und kann man 
f(z) lings eines bestimmten, von z ausgehenden und nach Zz wieder 
zuriickkehrenden einfachen Weges L analytisch fortsetzen; stimmt ferner 
die letzte Fortsetzung in der Néhe von 29 mit der urspriinglichen Funk- 
tion nicht iiberein, so muf es in jedem der von L abgegrenzten Gebiete 
der erweiterten Ebene mindestens einen Punkt Z und einen z mit Z 
verbindenden Weg & geben, derart, dap f(z) ldngs 2 von zo bis in Z 
nicht analytisch fortgesetzt werden kann. 


Wir wollen noch einen weiteren Satz erwihnen, welcher in der 
Theorie der periodischen und der automorphen Funktionen, sowie 
auch sonst vielfache Verwendung findet. 


Satz.) Sind T, 7 zwei Bereiche, welche ldngs emer reguliéren 
Kurve C aneinanderstoBen, und sind f(z), f (2) zwet Funktionen, welche 
sich in T bzw. T analytisch verhalten und auBerdem in den Punkten 
von C gleiche Randwerte W annehmen, so bildet f(z) nebst W eine 
analytische Fortsetzung von f(z). 


In der Tat bilden die Werte von f(z) und f(z) nebst den Rand- 
werten W eine im zusammengesetzten Bereiche stetige, in allen 
nicht zu C gehérigen Punkten dieses Bereiches analytische Funktion. 
Nach dem Riemannschen Satze von Kap. 7, §6 (Satz 12) muf 
sich letztere also auch in den Punkten von C analytisch verhalten, 
w. Z. b. Ww. 

Weitere Sitze uber analytische Fortsetzung finden sich im Ka- 
pitel tiber das logarithmische Potential. 


Aufgabe 1. Sei f(z) eine im Punkte Zp, eines einfach zusammen- 
hingenden Bereiches S analytische Funktion, welche lings eines ge- 
eigneten Weges in jeden Punkt von S analytisch fortgesetzt werden 
kann. Man zeige durch Beispiele, daB es dann nicht stets eine in S 
eindeutige analytische Funktion gibt, welche in der Nahe von 2, mit 
f(z) tibereinstimmt. 


Aufgabe 2. Hine im Punkte z analytische Funktion /(z) sei 
lings zweier Wege L,, L, von 2 bis in Z analytisch fortsetzbar, 
wobei man denn zu zwei analytischen Fortsetzungen p(z), p(z) in 


1) Painlevé, Pariser Dissertation, 1887 = Toulouse Annales, Bd. 2 (1888), 
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der Nahe von Z gefiihrt wird. Der Weg L, wird nun stetig in L, 
verschoben, und es wird dabei vorausgesetzt, daB sich f(z) auch fiir 
jede mittlere Lage L desselben von z in Z ttber D analytisch fort- 
setzen lasse. Man zeige, daB w(z) und p(z) dann in der Nahe von 
Z miteinander ibereinstimmen. 


Aufgabe 3. Ist f(z) eine im Punkte z = 2 analytische Funk- 
tion, deren verschiedene analytische Fortsetzungen selbst in der er- 
weiterten Hbene keine anderen Singularititen als nur Pole haben, 
so bildet der Inbegriff dieser Fortsetzungen eine rationale Funk- 
tion von 2. 


Aufgabe 4. Von einer Funktion ist bekannt, daB der Bereich 
eines Elements derselben in der oberen Halbebene liegt, daB ferner 
jede analytische Fortsetzung lings einer in der oberen Halbebene 
gelegenen Kurve héchstens auf Pole sté8t, und daB endlich Pole 
sich in der Umgebung jedes Punktes der reellen Achse hiufen. Man 
zeige, daB die Funktion eindeutig ist und daB der Definitionsbereich 
derselben aus der oberen Halbebene exklusive einer isolierten Punkt- 
menge mit Haufungsstellen, welche die reelle Achse ausfillen, be- 
steht. 


§ 38. Endgiiltige Definition einer monogenen analytischen Funktion. 


Wir gingen in Kap. 6, §5 von folgender Definition aus: Hine 
Funktion f(z) verhiélt sich in einem schlichten Bereich T' (wozu die 
Randpunkte nicht gerechnet werden) analytisch, wenn f(z) in jedem 
Punkte dieses Bereiches eindeutig erklairt ist und wberdies eine stetige 
Ableitung besitzt. Im vorletzten Paragraphen haben wir dann die 
Frage aufgeworfen, ob ein umfassenderer Bereich nicht an Stelle von 
T treten kénne, wodurch wir denn zum Begriff der analytischen 
Fortsetzung gefiihrt wurden. Dieses Prinzips hat sich WeierstraB +) 


1) Den Gedanken, die analytische Fortsetzung als Mittel zur Gewinnung 
neuen Gebiets zu gebrauchen, in welchem die Funktion unter Beibehaltung 
ihres analytischen Charakters definiert werden kann, verdankt man Riemann; 
man vergleiche die Abhandlung iiber Abelsche Funktionen, Journ. fiir Math., 
Bd. 54 (1857), S.102 = Werke, 1. Aufl., 8.82, 2. Aufl., S.89; sowie Werke, 
1. Aufl., S. 413, 2. Aufl., 8.440. Weierstra8B, der schon vor Riemann diese 
Methode ersonnen hatte, benutzte dieselbe, um dem Begriff der analytischen 
Funktion, wie wir im Texte des niheren ausfiihren, eine genauere Fassung zu 
geben, sowie um das Prinzip der Permanenz einer Funktionalgleichung in 
strenger Weise zu begriinden; cf. WeierstraB, s. Z. nicht veréffentlichte 
Abhandlung aus dem Jahre 1842, Werke, Bd.1 (1894), S. 83. Die spateren 
Abdriicke der WeierstraBschen Abhandlung iiber die analytischen Fakul- 
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bedient, um die Definition einer analytischen Funktion mit besonderer 
Riicksicht auf den Verlauf der Funktion im Grofen einzufiihren. 

Im Innern eines von einer einfachen reguliren Kurve begrenzten 
Bereiches T sei eine Funktion f(z) analytisch. Man setze f(z) tber 
T hinaus analytisch fort, sofern das méglich ist. Hierdurch werden 
den Punkten z eines erweiterten Bereiches der z-Ebene Funktions- 
werte zugeordnet. Jetzt nehme man eine neue analytische Fort- 
setzung vor, wenn das angeht, und wiederhole noch den Schritt be- 
liebig oft bzw. so weit, bis man einen bestimmten Abschlu8 dadurch 
erreicht hat, daB jede weitere analytische Fortsetzung mit einer be- 
reits vorhandenen iibereinstimmt.') Das Endresultat besteht nun 
darin, daB jedem Punkte eines bestimmten Bereiches, der insbe- 
sondere die ganze erweiterte z-EKbene umfassen kann, ein oder 
mehrere Funktionswerte zugeordnet sind, dergestalt, da’ eine 
Funktion w= f(z) von folgender Beschaffenheit zustande kommt. 

a) Ist (wo, 2) ein beliebiges der Funktion f(z) angehériges 
Wertepaar, so gibt es in der Umgebung der Stelle z = 2) solche 
weitere Wertepaare (wv, z), dab 


w = f(z), Wo = f (Zo), 


eine im Punkte z = z) analytische Funktion von z wird. Insbeson- 
dere kann es vorkommen, dafi einem Wertepaar (wy, Zo) mehrere, 
sogar auch unendlich viele verschiedene Funktionen?) f,(z), f2(z),..., 
von der genannten Beschaffenheit entsprechen. 

b) Sind (wo, 29) und (w,, 2) zwei beliebige, der Funktion f(z) 
angehorige Wertepaare, und sind 


=f), w= fil2) 


zwei denselben nach a) zugehérige Funktionen, so ist f,(z) eine 
analytische Fortsetzung von f(z). 


c) Sei L ein beliebiger Weg, lings dessen sich die in a) ge- 
nannte Funktion f(z) analytisch fortsetzen liBt. Dann stimmt jede 


taten (1856) enthalten Material betr. analytische Fortsetzung, welches im ur- 
spriinglichen Artikel nicht vorhanden war. — Niheres hieriiber in der Ency- 
klopddie 11 B 1, Nr. 13. 

Es sei auch auf die Arbeiten des franzésischen Mathematikers Méray 
verwiesen, welcher unabhingig von Weierstra ahnliche Ziele anstrebte. 


1) Wegen einer naheren Ausfiihrung dieses Gedankens vergleiche man § 4. 
2) Man denke etwa an die Funktion 


w= (z2—1)logz, (Wo, 20) = (0, 1). 
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der dabei auftretenden analytischen Fortsetzungen von {(z) mit 
einer Bestimmung der Funktion f(z) tberein. 


d) Die einem bestimmten Werte von z zugeordneten Funktions- 
werte sollen im allgemeinen voneinander verschieden sein. Genauer 
gesagt soll einem Punkte 7) ein Funktionswert wy nur dann mehrmals 
zugeordnet werden, wenn der besondere Fall unter a) eintritt, und 
dann soll wy auch nur so oft gezéhlt werden, wie es verschiedene 
Funktionen f,(z) gibt. 


Hine Funktion, welche den vorstehenden Bedingungen Geniige 
leistet, heiBt nach WeierstraB eine monogene analytische Funktion. 
Sie wird fernerhin zu einem monogenen analytischen Gebilde dadurch 
erweitert, da man zu den bisher betrachteten Wertepaaren (w, z) 
noch in jedem Pole z = a ein weiteres Element (co, a), sowie in jedem 
Verzweigungspunkte endlicher Ordnung z=a, in welchem f(z) 
endlich bleibt und sich dem Grenzwerte b nihert, oder einen Pol hat, 
ein Wertepaar (b, a) bzw. (oo, a) hinzunimmt; insbesondere kann a 
der Punkt oo sein. Das hat namentlich zur Folge, dag dann um- 
gekehrt die Gesamtheit der solchergestalt gewonnenen Wertepaare 
(w, 2) em zweites Inverses monogenes analytisches Gebilde (z, w) 
liefern, sofern f(z) nicht gerade eine Konstante ist. 

Es ist evident, daB zwei monogene analytische Funktionen, 
welche in der Umgebung einer Stelle (wo, 29) miteinander whberein- 
stimmen, tiberhaupt zusammenfallen miissen. 

Unter einem Llement einer analytischen Funktion f(z) (auch 
Funktionselement genannt) versteht man irgendeine der vorstehenden 
Funktionen f(z). Allgemeiner sei = a ein Verzweigungspunkt end- 
licher Ordnung oder ein Pol von f(z), so da8 sich also in der Um- 
gebung desselben gewisse Bestimmungen von f(z) zur ein- oder mehr- 
deutigen Funktion 

ple) = Dex(e— ay", 
wo m eine positive oder negative ganze Zahl inkl. 0 bedeutet, zu- 
sammenfassen lassen. Dann heiBt auch p(z) ein Element von f(z). 
Dabei soll der Fall a = co mit aufgenommen sein; es wird dann in 
der obigen Reihe 1/z an Stelle von z —a treten. In allen Fallen 
kann man ein Element nach den Formeln von Kap. 8, § 14 para- 
metrisch darstellen. 

Hinen Zweig einer analytischen Funktion w = f(z) bildet jede 
Menge der Funktion angehériger Wertepaare (w, z) von folgender 
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Beschaffenheit: a) die dem zweiten Argument 2 entsprechenden 
Punkte der z-Ebene fiillen das Innere eines einblittrigen Bereiches T 
gerade einmal aus; b) die Gesamtheit jener Wertepaare bildet eine 
in T analytische Funktion. — Ist ¢) ein Randpunkt von 7’, in welchem 
jener Zweig keine analytische Fortsetzung iber T hinaus gestattet, 
so heiBt zy ein singuldrer Punkt von f(z), oder priziser ein singularer 
Punkt fiir diesen Zweig, denn ein anderer Zweig kann sich ja in 2» 
analytisch verhalten. Man denke etwa an das Beispiel (Kap. 8, 
§ 4): 


ws —8w =e. 


Hier hat die Funktion w = f(z) im Punkte z) = 2 einen Verzwei- 
gungspunkt erster Ordnung, wiihrend sich die tibrige Bestimmung 
der Funktion dort analytisch verhilt. Nimmt man also als Bereich 
T die obere Halbebene, so haben diejenigen Zweige, welche dem 
1. und 8. Blatte der Riemannschen Fiche entsprechen, eine Sin- 
gularitit in z) = 2, der andere Zweig aber nicht. Am Rande des 
wahren Konvergenzkreises einer Potenzreihe liegt offenbar minde- 
stens ein singulirer Punkt der Funktion. 

Sei f(z) im Punkte z = a analytisch, und sei ferner LZ eine von 
a ausgehende regulire Kurve. Kann man dann f(z) lings DZ in jede 
Umgebung eines seiner Punkte z = ¢ analytisch fortsetzen, ohne in- 
dessen ¢ jemals zu erreichen, so bildet ¢ eine singulire Stelle der 
Funktion. Denn man kann den Bogen (a, c) von L mit einem solchen 
Bereich T umgeben, welchem ein einen singuliren Punkt c aufweisen- 
der Zweig von f(z) entspricht. Es kann aber auch singulire Punkte 
geben, welche auf diese Weise nicht zu erreichen sind. Man denke 
etwa an den in Kap. 5, § 2, unter B) betrachteten Bereich T. Daf 
es eime in demselben analytische Funktion gibt, welche jeden Rand- 
punkt von YT zur Singularitit hat, geht aus einem spdter zu be- 
weisenden Satze von Weierstra8 hervor, Kap. 11, § 14. Da liefert 
nun der Punkt A den gewiinschten Beleg fiir die Behauptung. 

Die singuliren Punkte einer analytischen Funktion kénnen, wie 
soeben erwihnt, sowohl isoliert auftreten als auch eine ganze Kurve 
ausfiillen. Im letzteren Falle heift jene Kurve eine natiirliche Grenze*) 


1) Die erste gedruckte Mitteilung tiber das Auftreten natiirlicher Grenzen 
findet sich nach Schwarz, Journ. fiir Math., Bd. 75 (1873), S. 319 = Werke, 
Bd. 2, S. 241, in einer Abhandlung von Weierstra8, Berliner Berichte, 1866, 
5. 617. In Weierstra8’ Werken, welche keine getreue Wiedergabe der Ori- 
ginalarbeiten bieten, ist diese Stelle gestrichen. Die Moglichkeit einer natiir- 
lichen Grenze hat Weierstra8 bereits im Jahre 1842 erkannt; Werke, Bd. 1, 
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der Funktion, da sich letztere nicht tiber dieselbe hinaus analytisch 
fortsetzen laBt. Durch die elliptischen Modulfunktionen ist man zu- 
erst auf das Auftreten natirlicher Grenzen aufmerksam geworden. 
Wir werden in § 5 eine einfache Potenzreihe mitteilen, welche eine 
Funktion definiert, die im Innern des Hinheitskreises analytisch ist, 
wahrend sie in der Umgebung eines willkiirlichen Randpunktes des- 
selben beliebig groBe Werte annimmt, so daB also dieser Kreis eine 
natiirliche Grenze fiir die Funktion bildet. Der iibrige Teil der Ebene 
heibt ein lacundrer Rawm (espace lacunaire). Dieser Ausdruck wird 
hauptsichlich auf solche eindeutige analytische Funktionen ange- 
wandt, welche nicht in alle Bereiche der Ebene analytisch fortgesetzt 
werden k6énnen. 

Um auf den Begriff der natitrlichen Grenze noch niher einzu- 
gehen, so achte man wohl auf den Unterschied zwischen diesen 
Kurven und den Verzweigungsschnitten. Wahrend letztere doch unter 
gewissen Hinschrankungen willkiirlich gezogene Linien sind, tiber 
welche hinaus die Funktion vor der Hand keine analytische Fort- 
setzung erfahren soll, bilden erstere dagegen in der inneren Beschaffen- 
heit der Funktion begriindete Hindernisse, iber welche hinaus iiber- 
haupt keine analytische Fortsetzung méglich ist.) Im iibrigen diirfen 
auch Pole in der Umgebung einer natiirlichen Grenze auftreten, wie 
bei den Dreiecksfunktionen wirklich der Fall ist. Allgemein sei T 


§. 84. In seinen Vorlesungen machte er 1863 auf diesen Gegenstand aufmerk- 
sam (Schwarz, a.a.O.). Beispiele von Funktionen mit natiirlichen Grenzen 
sind von Hankel, Universitdtsprogramm, ,,Untersuchungen tiber die unendlich 
oft oszillierenden und unstetigen Funktionen‘, Tiibingen, 1870 = Math. Ann., 
Bd. 20 (1882), S.63 veréffentlicht worden. Kronecker war 1863 im Besitz 
des Beispiels aus der Theorie der elliptischen Modulfunktionen: 


V 2x H1424-+4 20 +29 +05 


(Schwarz, a.a.O., wo! ein Beispiel WeierstraB’ aus der Theorie der al- 
gebraischen Differentialgleichungen in Verbindung mit den elliptischen Modul- 
funktionen auch erwaihnt wird); hier kommt die Funktion in der Nahe eines 
beliebigen Punktes der natiirlichen Grenze jedem vorgegebenen Werte be- 
liebig nahe. 

In Riemanns NachlaS fanden sich Fragmente iiber die Grenzfille der 
elliptischen Modulfunktionen, wo der limes untersucht wird, dem eine solche 
Funktion zustrebt, wenn das Argument sich einem Punkte der Begrenzung 
des Definitionsbereichs der Funktion, also in diesem Falle einem Punkte einer 
natiirlichen Grenze, nihert; Werke, 1. Aufl., S.427 u. 8.488; 2. Aufl., S. 455 
u. S. 466. 

1) Die fiir beiderlei Kurven gemeinsame franzisische Bezeichnung cowpure 
ist nicht dazu angetan, den wesentlichen Unterschied derselben hervorzuheben. 
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der zu einem bestimmten Zweige einer analytischen Funktion ge- 
hérige Bereich, und { P} eine Menge von Randpunkten des T’, welche 
Singularitaten dieses Zweiges sind. Ist { P} perfekt und zusammen- 
hangend, d.h. besteht { P} aus einem einzigen Randstiick, welches 
mehr als einen Punkt hat, vgl. Kap. 5, $7, so bildet { P} eine natitr- 
liche Grenze fiir diesen Zweig. 

Wir haben die Definition des analytischen Verhaltens einer Funk- 
tion f(z) a) in einem vorgegebenen Bereiche, b) in einem Punkte an 
die Spitze unserer Entwicklungen gestellt (Kap. 6, § 5). Dabei wurde 
vor allem verlangt, daB f(z) in jedem Punkte des betreffenden Be- 
reichs eindeutig sei. Wenn man dagegen schlechtweg von einer ein- 
deutigen analytischen Funktion f(z) spricht, so meint man damit, 
daB die monogene analytische Funktion f(z) eindeutig sei. Die Punkte 
der Ebene, in denen dieselbe erklirt ist, bilden ihren Definitions- 
bereich. Im Falle einer mehrdeutigen monogenen analytischen Funk- 
tion besteht der Definitionsbereich aus der zugehdrigen Riemann- 
schen Fliche, vgl. §4. Der Definitionsbereich einer monogenen 
analytischen Funktion kann niemals eine hebbare singulire Stelle 
zum Randpunkt haben. 

Der Begriff der monogenen analytischen Funktion deckt sich 
keineswegs mit demjenigen eines einheitlichen analytischen Aus- 
drucks. So definiert bespielsweise die Formel 

ee 1 _ | Le) kepsaks 
nzort@ OF alge Ly 
im Innern des EHinheitskreises ein Hlement der monogenen analy- 
tischen Funktion f(z) = 1, wihrend sie auBerhalb desselben ein 
Element der Funktion g(z) = 0 abgibt. Weierstra8 hat sogar ge- 
zeigt, daB Stiicke von m beliebigen Funktionen durch ein und dieselbe 
Formel dargestellt werden kénnen. Seien nimlich S,, S,,...S, end- 
liche getrennt liegende, durch regulire Kurven berandete Bereiche 
der z-Ebene, und seien ferner f,(z),...f,(z) baw. in denselben ana- 
lytische Funktionen, welche auferdem stetige Randwerte annehmen. 
Indem wir an Hermites Bemerkung iiber die Cauchysche Integral- 
formel (Kap. 7, § 4, Ende) ankniipfen, schreiben wir die Formel hin: 
1 t)dt 1 n(t)dt 
1) = a7 BOS se din cloner In(t)dt 


5 271,) t—z 

Die hierdurch definierte Funktion f(z) stimmt innerhalb des Bereiches 
S; mit f,(z) (k = 1,2,...mn) ttberein und verschwindet auSerhalb 
der Bereiche S. 
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Im Anschlu8 an die Entwicklungen von Kap. 8, § 18 definiert 
man jetzt ohne Mihe das monogone analytische Funktionensystem 
(f1(2), fe(@),.--f,(2). Es ist dies derjenige Spezialfall des monogenen 
analytischen Gebildes n-ter Stufe im Gebiete von n + r Verainder- 
lichen, wofiir n = 1 ist; vgl. hierttber Bd. II, 2. Kap., § 27. 

Im folgenden Paragraphen wollen wir uns mit einer eingehenden 
Begriindung des Hauptsatzes dieses Paragraphen beschiftigen, daf 
nimlich eine vm Kleinen gegebene analytische Funktion zu einer mono- 
genen analytischen Funktion fiihrt, wie ste durch die vorhin formu- 
herten Hugenschaften a) ... d) festgelegt wird. 


Aufgabe. Man zeige, daB eine monogene analytische Funktion 
héchstens abzihlbar mehrdeutig sein kann. 

Fingerzeig. Sei LZ eine reguliire Kurve, lings deren sich ein 
Funktionselement analytisch fortsetzen li8t. Dann kann man DL durch 
einen Polygonzug L’ ersetzen, dessen HKeken simtlich in rationalen 
Punkten liegen und welcher auch zur gleichen analytischen Fort- 
setzung fihrt. 
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Im voraufgehenden Paragraphen haben wir ein Verfahren ge- 
schildert, wonach der Definitionsbereich einer vorgelegten analyti- 
schen Funktion méglichst erweitert wird, und von hier aus sind wir 
dann zum Begriff der monogenen analytischen Funktion gelangt. Hs 
handelt sich jetzt darum, ein systematisches Vorgehen anzugeben, um 
jenes Resultat zu gewinnen. Wir wollen die Fragestellung in fol- 
gendem Satze formulieren; vgl. auch Kap. 14, § 17, Anfang. 


Theorem. Sev f(z) wm Punkte 2 =a analytisch. Dann kann 
man dieser Funktion eine abzdihlbare Menge von Funktionen: 

eer (2) | (eee ae rae 
von folgender Beschaffenhett zuordnen: 

a) Die Funktion f,(z) verhdlt sich analytisch in einem Kreise T, 
um den Punkt a,, n =0,1,..., und zwar soll T, stets gleich dem 
Innern des wahren Konvergenzkreises der Taylorschen Rethenentwick- 
lung fiir fr(z) im Punkte a, genommen werden. In der Néhe 
VON Ay =a soll auferdem fo(z) mit der vorgelegten Funktion f(z) 
iibereimstimmen. 

b) Jede Funktion f,(2) laéBt sich aus jeder anderen dieser F'unk- 
tionen durch analytische Fortsetzung ableiten. 
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c) Sei L ein endlicher Weg, lings dessen f(z) sich analytisch fort- 
setzen liBt. Dann kann diese analytische Fortsetzung verméoge einer 
geeigneten Folge der Funktionen f,(z) geleistet werden. 


Hinsichtlich des Inhalts dieses Theorems bemerken wir vor 
allem folgendes. Sei z’ ein beliebiger Punkt, der in einem der Be- 
reiche T,, liegt. Dann gibt es kraft des Theorems nur eine abzihl- 
bare Menge von Bereichen 7,,, welche z’ umfassen, und somit auch 
nur eine abzihlbare Menge von Funktionen f, (2), welche in der Nahe 


von 2’ voneinander verschieden sind. Die den voneinander verschie- . 


denen Funktionen f,(z) entsprechenden Funktionswerte w, = fa (2’) 
wollen wir nun dem Punkte 2’ zuordnen, und auch dem Punkte 
z= co sollen die gehérigen Funktionswerte zugewiesen werden. 
Hierdurch erhalten wir eime allen Bedingungen a)...d) von § 8 ge- 
niigende monogene analytische Funktion. 

Zum Beweise des Theorems gehen wir vom Kreise 7’) aus und 
numerieren zunichst die rationalen Punkte dieses Bereiches, nebst a: 
Agi A Ags (Anarene «e 
Jedem dieser Punkte @, ordnen wir dann, vermége der Taylorschen 
Reihenentwicklung fiir f(z), in @ eine Funktion f,(z) nebst einem 
Bereiche 7’, nimlich dem wahren Konvergenzkreise der Reihen- 
entwicklung zu. Die so gewonnenen Funktionen f,(z) geniigen Be- 

dingungen a), b) des Satzes. 

Hierauf fasse man alle rationalen Punkte der Ebene ins Auge, 
welche in einem der soeben erhaltenen Bereiche 7’, liegen, und nu- 
meriere diejenigen davon, welche mit einem friiheren Punkte g, nicht 
zusammenfallen. So erhalt man eine Reihe weiterer Punkte: 


Byi12 A,92 AU gr--+5 


nebst den zugehérigen Funktionen /f,,,(z) und Bereichen 7,,,. Fir 
die Gesamtheit der bisher gewonnenen Funktionen f, (z), ti, (2) sind 
Bedingungen a), b) erfiillt.+) 

Indem wir das Verfahren wiederholen, miissen wir jetzt még- 
licherweise eine Modifikation deshalb eintreten lassen, da ein Bereich 


1) Man iiberzeugt sich leicht geometrisch, daB keinem der Punkte G1,” 
zwei verschiedene Funktionen entsprechen kénnen, sowie dafB die mit einem 
friiheren Punkte a, zusammenfallenden Punkte wirklich fortgelassen werden 
durften. Auf einen strengen Beweis dafiir kann man indessen verzichten, in- 
dem man schon an dieser Stelle den Beweis so fiihrt, wie spiiter hinsichtlich der 
im weiteren Laufe der Entwicklungen eintretenden Mdéglichkeiten ohnehin von 
Noten ist. 
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T;,, einen Punkt Gm» oder a, umfassen kénnte, ohne da® dabei die 
zugehorige Funktion f;,,(z) mit f(z) baw. fi,m(2) tbereinstimmte.?) 
In diesem Falle mu8 besagter Punkt zum zweiten Male gerechnet 
werden. Um dieser Sachlage gerecht zu werden, wollen wir nun in 
folgender Weise zu Werke gehen. Wir ziehen zunichst bloB den ersten 
Bereich 7;,; in Betracht, indem wir die in demselben befindlichen 
rationalen Punkte in zwei Teile zerlegen, und zwar erstens in solche, 
welche bereits unter den @, oder @,, aufgetreten sind und auch dabei 
zugleich auf dieselben Funktionen f,(z) bzw. fi, ,(z) fiihren. Diese 
Punkte brauchen wir nicht weiter zu beriicksichtigen. Dagegen 
liefern die ttbrigen rationalen Punkte von 71,1, sofern noch welche 
vorhanden sind, eine abzihlbare Menge von Funktionen f(z) nebst 
Bereichen 7’, welche beibehalten werden sollen. Sodann gehen wir 
za 7,2 und stellen hier eine ahnliche Uberlegung an, wobei jetzt 
auBer den friheren Punkten @,, @,, noch die soeben erhaltenen 
Punkte nebst ihren Funktionen und Bereichen in Betracht gezogen 
werden. Wiederholt man dieses Verfahren an jedem weitern Be- 
reiche 7';,3, 7's,4,..-, so gelangt man schlieBlich zu einer abzihl- 
baren Menge abzihlbarer Mengen neuer Punkte nebst den dazu ge- 
hérigen Funktionen und Bereichen, welche wir noch letzten Endes 
umnumerieren und durch die Indizes (2,”), n =1,2,... kenn- 
zeichnen wollen: 

2,15 a 


f2,1 (2), f 2,2 (2); f 2,3 (2); . 
To, T 2,2, Ui Legend 


Der hiermit ausfiihrlich geschilderte Prozef wird immer wieder- 
holt. Daraus entspringt eine zweifach unendliche Folge von Punkten 
Gm,n nebst den zugehérigen Funktionen fm, .(z) und Bereichen Tn, n, 
welche wir nunmehr zu einer einfach unendlichen Folge a,, f,(2), 
T,, definitiv umnumerieren. Diese letzte Folge nebst den zum Punkte 
z == oo gehérigen Funktionselementen, falls welche vorhanden sind,. 
genigt offenbar Bedingungen a) und b), sie gentigt aber auch oc), 
wie jetzt nachgewiesen werden soll. 

Sei also L ein endlicher Weg, lings dessen die Ausgangsfunk- 
tion f(z) analytisch fortgesetzt werden kann, und man fasse eine 


1) Man kann zwar zeigen, da8 der genannte Punkt nur ein @,,, sein kann. 
Das ist indessen hier nicht von Wichtigkeit, da bei den spiteren Wiederholungen 
der Uberlegung jeder vorhergehende Punkt doch méglicherweise in Betracht. 
kommen kann. 
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geeignete Folge von Kreisen Ty, K,, Ky,..., wie sie am Ende von 
§ 1 des naheren angegeben sind, ins Auge. Ist der Mittelpunkt 2, 
von K, dabei ein rationaler Punkt, so ist er bereits unter den Punk- 
ten @, und somit auch unter den a, enthalten. Sonst kann man aber 
jedenfalls einen rationalen Punkt a,, von 7’) ausfindig machen, der 
so nahe bei 2, liegt, da8 der entsprechende Bereich T,, den Bogen 
(21, 29) von L umfafit. Hiermit haben wir also in /,,(z) eine erste 
analytische Fortsetzung der gewiinschten Art gewonnen. Gehen wir 
jetzt zum Punkte z,, so lift sich die eben angestellte Uberlegung 
hier wiederholen, der zufolge sich dann ein zweiter Punkt a,, nebst 
der zugehérigen Funktion f,,(z) und dem Bereiche T,, einstellt. 
Indem wir so fortfahren, gelangen wir schlieBlich zum End- 
punkte von L. Geht Z insbesondere durch den Punkt oo, so ist 
die nétige Erginzung bereits ersichtlich. 

DaB nun endlich die Bedingung d), § 8 erfiillt wird, ergibt sich 
aus der Verabredung, wonach die Funktionswerte tiberhaupt auf- 
genommen wurden. 

Wir heben noch einmal folgenden Satz hervor. 


Satz.1) Dvwe verschiedenen, einem bestummten Punkte z = 2’ ent- 
sprechenden Funktionswerte, welche man aus einem vorgelegten Element 
durch analytische Fortsetzung abzuleiten vermag, bilden stets eine ab- 
zihlbare Menge. 


$5. Uber einige spezielle monogene analytische Funktionen. 


In den rationalen, sowie in den Exponential- und den trigono- 
metrischen Funktionen haben wir bereits Beispiele von eindeutigen 
monogenen analytischen Funktionen, deren singulire Punkte ent- 
weder in endlicher Anzahl vorhanden sind oder doch nur aus 
einer Punktmenge mit einer einzigen Hiufungsstelle (nimlich dem 
Punkte z= 0c) bestehen. Dagegen liefern der Logarithmus und 
die inversen trigonometrischen Funktionen *unendlich vieldeutige, 
die algebraischen Funktionen endlich vieldeutige monogene ana- 
lytische Funktionen. 

a) Algebraische Funktionen. Die Richtigkeit letzterer Behaup- 
tung beziiglich der algebraischen Funktionen geht schon daraus 
hervor, daB eine irreduktibele algebraische Gleichung: 


f(w, z) = 0, 


1) Poincaré, Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo, Bd. 2 (1888) 
8. 197. 
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eine Funktion w von z definiert, deren Riemannsche Flache aus einem 
einzigen Sticke besteht; vgl. Kap.8, §§ 12, 15. Demgema® lat 
sich eine beliebige Bestimmung von w in jede andere Bestimmung 
stetig tiber die Flache hin fortsetzen, und diese stetige Fortsetzung 
gibt (sofern der Fortsetzungsweg nicht durch einen Verzweigungs- 
punkt oder einen Pol geht) ohne weiteres zu einer analytischen 
Fortsetzung Anla8, wodurch das dem ersten Wertepaar (wo, 2,) ent- 
sprechende Element in ein beliebiges dem zweiten Wertepaare (w,, 2) 
zugehoriges tibergefiithrt wird. Im ibrigen ist es nicht schwer, den 
arithmetischen Charakter dieser Uberlegung noch schirfer hervor- 
treten zu lassen, indem wir folgenden Satz vorausschicken. 


Satz. Ser 
(1) (ee —0 


eine wrreduktibele algebraische Gleichung, wodurch w als mehrdeutige 
Funktion von z definiert wird. Dann gibt es eine endliche Anzahl von 
Funktionselementen, welche diese Funktion vollstindig darstellen. 


Behufs des Beweises kniipfen wir an die Entwicklungen von 
Kap. 8, § 14 an, wonach sich alle der Gleichung (1) entsprechenden 
Wertepaare (w,z), deren z in der Nihe einer beliebigen Stelle z, 
liegt, zu Funktionselementen 


fe(2) = Sen (2 — 29)" resp. (2) = Yen! (z — 2p)! 
n=0 n=m 
zusammengefaBt werden kénnen. Dabei soll der Definitionsbereich 
sowohl von f,(z) als von y;(z) aus einem Kreise um Zz, bestehen, und 
zwar soll das eben der wahre Konvergenzkreis der betreffenden Reihe 
sein. Im Falle z9 = oo tritt ja 1/z an Stelle von z— z). Nach Kap. 8, 
§ 12 werden Elemente vom Typus g,(z) nur in endlicher Anzahl 
vorhanden sein. Die entsprechenden endlichen Punkte z) mégen 
mit a, @,,...@,_, bezeichnet werden, wozu noch der Punkt a, = co 
allenfalls gerechnet werde. Vor allem wollen wir nun die genannten, 
sowie alle iibrigen, zu den Punkten ap,...a, gehérigen Elemente 
herausgreifen. Sei K,; (1 = 0,...k—1) der kleinste unter den dem 
Punkte a; zugehérigen Konvergenzkreisen, und ebenso K.,, der groBte, 
dem Punkte a, = co entsprechende Kreis. Erstere k Kreisflachen 
nebst dem Au8ern von K,, sollen jetzt aus der Ebene fortgehoben 
werden. Insbesondere kann es vorkommen, daf die ganze Ebene 
hierdurch erschépft wird. Es kann aber auch ein endlicher, von 
mehreren Kreisbogen begrenzter Bereich S bzw. mehrere solche 
Osgood, Funktionentheorio. I. 5. Aufl, 30 
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Bereiche iiberbleiben. Endlich kénnen sich isolierte Punkte einstellen. 
Wesentlich ist dabei nur, daB, wenn Punkte der Ebene iiberhaupt 
noch da sind, diese eine im Endlichen gelegene Menge 3 bilden. 
Fir die Punkte von 3% haben dann die Radien der Definitionsbereiche 
der verschiedenen Elemente f;(z) offenbar eine positive untere Grenze, 
so da8 man also in 9 eine endliche Anzahl von Punkten fo,... 6; 
derart wiihlen kann, daB die dazu gehérigen Klemente f,(z) die auf WV 
entfallenden Bestimmungen von w vollstindig erschdpfen. 

Hiermit ist der Satz bewiesen. Die Frage, ob die endliche An- 
zahl vorliegender Funktionselemente auch wirklich alle analytische 
Fortsetzungen voneinander sind, erledigt sich jetzt in evidenter 
Weise. Ware dem niimlich nicht so, so wiirde man schon aus einem 
Teile davon eine monogene analytische Funktion zusammensetzen 
kénnen, welche zugleich der Gleichung (1) und einer zweiten alge- 
braischen Gleichung niedereren Grades, f,(w, z) = 0, Geniige leistet. 
Infolgedessen miiBte das Polynom f(w, z) durch das Polynom f,(w, z) 
teilbar sein. 

b) Die allgemeine Potenz. Man braucht den Bereich der elemen- 
taren Funktionen noch nicht zu verlassen, um ein Beispiel einer ex- 
pliziten analytischen Formel zu erhalten, welche nicht eine, sondern 
mehrere monogene analytische Funktionen definiert. Die allgemeine 
Potenz wurde nimlich durch die Formel erklirt: 


af = 6%, c = loga, 


unter loga eine beliebige Bestimmung dieser Grée verstanden. 
Danach ist a? ein unendlich vieldeutiger Ausdruck, dessen ver- 
schiedene Bestimmungen sich zu solchen eindeutigen Funktionen 
zusammenfassen lassen, welche sich je in der ganzen endlichen Ebene 


analytisch verhalten und darum ganze transzendente Funktionen 
bilden: 


a? = ec, et 2ni)z efe+4arie | yee 


Die allgemeine Potenz besteht also nicht etwa wie log z aus einer 
mehrdeutigen monogenen analytischen Funktion, sondern vielmehr 


aus unendlich vielen eindeutigen monogenen analytischen Funk- 
tionen. 


Noch einfacher wire das Beispiel 


w=V2=z, —Z. 


Uber Elimination. Im Kleinen gilt der Satz, da eine ana- 
lytische Funktion einer analytischen Funktion wieder eine ana- 


§ 5. Uber einige spezielle monogene analytische Funktionen 467 


lytische Funktion ist, Kap. 6, § 5. Untersuchen wir jetzt, ob 
ein entsprechender Satz im Groen besteht. Sei beispielsweise 


f(w)=Vw,  w=e’. 
Hier ist w im der ganzen endlichen z-Ebene eine von Null verschie- 
dene eindeutige analytische Funktion von z Ferner kommen den 
beiden Bestimmungen von f(w), als Funktion von z betrachtet: 


i (w) = p(2) =VeF, 
in dem niamlichen Bereiche die Higenschaften a), ¢), d) von § 8, 
nicht aber b) zu. Denn jene Bestimmungen werden ja durch die 
beiden eindeutigen monogenen analytischen Funktionen 


je je 
gerade erschépft. 


Hieraus erkennt man, daf die Elimination von 2’ aus zwei 

vorgelegten Gleichungen : 
w=9l2'), 2 = yl), 

wo (z’), y(z) monogene analytische Funktionen sind, nicht not- 
wendig zu einer einzigen monogenen Funktion fiihrt, vielmehr kann 
y{y(z)]| aus mehreren solchen bestehen bzw. Stiicke davon ab- 
geben.1) Demselben Vorkommnis sind wir bereits einmal be- 
gegnet, Kap. 8, § 18. Da nahmen wir nimlich von dem Umstande 
Kenntnis, daB der volle Schnitt zweier algebraischen Flachen 
méglicherweise mehrere Raumkurven liefern kann. 

Im gegenwartigen Falle kann man den Sachverhalt so deuten, 
daB man die beiden vorgelegten monogenen analytischen Funktio- 
nen durch zwei Zylinderflaichen darstellt: 


2=(y), Yy=yl2). 
Durch die also definierten Raumkurven geht dann noch eine dritte 
Zylinderflache, 
z= 9ly(2)], 
welche in gewissen Fallen zerfallt, indem die Direktrix derselben, 
nimlich die ebene Kurve z=g[p(a)], aus mehreren mono- 


genen analytischen Kurven besteht. Hiermit zerfallt auch die 
betreffende Raumkurve. Beispiel: 


2=Vy, y= 2. 


1) Burkhardt, Analytische Funktionen, § 70. 
30* 
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Aufgabe. Welche von den folgenden Formeln stellen mehrere 
monogene analytische Funktionen vor? 


= 


loge?,  logsinz, logVz, YVlogz, Vsin z, 
V1 —cosz, V2. 

c) Fine Funktion mit einer natiirlichen Grenze. Wir wollen jetzt 
eine Funktion kennenlernen, welche sich im Einheitskreise eindeutig 
und analytisch verhilt, ohne jedoch eine analytische Fortsetzung 
dariiber hinaus zu gestatten. Sie wird durch folgende Reihe defi- 
niert: ' m “s 

H(z) = 2" + a +2" + 
In der Tat konvergiert diese Reihe fiir alle Werte von z, wofir 
|| <1 ist, wihrend sie fiir z = 1 divergiert. Ferner findet man: 
lim H(a)==co, 
2=1- 
wobei x auf der reellen Strecke (0, 1) liegen soll. Denn 
H(z) >a" +a" + +--+ a" 


fiir alle Werte von mn. Dieses Polynom ibersteigt aber bei ge- 
hériger Wahl von n und e jede vorgegebene positive GréBe G, 
sobald 1—e< a <1 genommen wird. 

Wir kénnen nun noch weiter zeigen, daB 


lim H (z) = co 
wird, wenn z lings eines beliebigen Radius, welcher nur einen 


Winkel 2pz/q mit der positiven reellen Achse bildet, an den 
Rand des Hinheitskreises hinanriickt. Sei also 


z= rerPrtle rey 


und bezeichne man mit m die kleinste natiirliche Zahl, wofir m! 


durch g teilbar wird. Dann wird fiir die in Betracht kommenden 
Werte von z 


m—1 oo 
H(z) = 4 Sr". 
n=1 n=m 
Hierin ist der Beweis unserer Behauptung enthalten, und es ist 
auch zugleich damit dargetan, daB eine analytische Fortsetzung 
von H(z) itber den Hinheitskreis hinaus nicht angeht. Dieser 
Kreis bildet mithin eine natiirliche Grenze fiir die Funktion.?) 


1) Es ware indessen ein Irrtum zu glauben, daB H(z) unendlich wird, 
wenn z einer beliebigen Punkte des Randes zustrebt. In dem Falle wiirde 
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Die zu w = H(z) inverse Funktion 
z= Li) 
hat die Eigentimlchkeit, dab durchweg 
|L(w)| <1 


ist. Soviel wir sehen kénnen, dirfte indessen L(w) mehrdeutig 
sein. Wir wollen darum noch ein weiteres Beispiel anfiihren, wo- 
bei sowohl die direkte als auch die inverse Funktion eindeutig 
ist, ohne jedoch linear zu sein. 


d) Die Funktion Q(z). Betrachten wir die durch folgende 
Reihe definierte Funktion Q(z): 


gnit+t2 


WO) = 2+ > (nt -+1)(n! 4 2)’ 


Die Reihe konvergiert offenbar gleichmifig fiir alle Werte von z, 
wofir |z| <1 ist, womit sich Q(z) in diesem abgeschlossenen Be- 
reiche als stetig erweist. Im Innern des Kreises verhialt sich Q(z) 
auBerdem analytisch. Indessen lift sich Q(z) nicht tiber den Kreis 
hinaus analytisch fortsetzen, denn sonst miiBte dasselbe auch fiir 
die Funktion 


Q" (2) = ae lt (2) 2 
gelten. Ferner ist 
QZ), jz|S1, |#| S81, 


sofern nur z+ 2’ ist. In der Tat ist 


QQ) _ gg Sram tae pe pent 
O14 D (n! + 1)(m! + 2) ; 


n=2 


=! esta <0 


n=1 


folglich ist+) 
em — (2) 


2—z 


nimlich die Funktion H,(z)=1/H(z) den Wert 0 am Rande annehmen, 
wihrend sie im Innern des Kreises héchstens eine endliche Anzahl von Polen 
2,,...%, hat. Hiernach kénnte man mittels des Ausdrucks 
(2 — )% (2 — 2?) + + (@ — %)% Ay (2) 

eine Funktion herstellen, die sich im Innern des Kreises analytisch verhalt 
und am Rande den Wert 0 annimmt. Aus der Cauchyschen Integralformel 
folgt aber dann dag identische Verschwinden von H, (2). 

1) Diesen Schritt im Beweise verdanke ich Herrn A. Hurwitz; vgl. 
Bull. Am. Math. Soc., 2. Reihe, Bd. 5 (1898), 8. 16. 
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Demnach wird der Rand des Hinheitskreises in eine einfache reguliire 
geschlossene Kurve der w-Ebene iibergefiihrt, deren Inneres dem 
Innern jenes Kreises ein- 
eindeutig entspricht, vegl. 
Kap. 8, § 5. 


Anwendung. Mit Hilfe 
der Funktion Q(z) kann 
man hiufig ein Beispiel 
konstruieren, wodurch eine 
aufgeworfene Frage entschieden wird. So deuten beispielsweise die 
algebraischen Kurvenscharen 


f(w, 2, a).= 0 


Fig. 107. 


darauf hin, da8 iiberhaupt jede solche Schar, wo 7 nur analytisch 


yon den drei Argumenten abhingt, zu einer Umhiillungskurve fiihren — 


mu. Setzt man indessen die Schar 
w—Q(z) —a =0 
an, so sieht man, daB hier von einer Umhiillungskurve, selbst von 
einer ausgearteten, nicht die Rede sein kann. 
Aufgabe 1. Man konstruiere die Riemannsche Flache fiir die 
Funktion 


log Q (3 2) —log Q(5- =); 


und zeige, daB dieselbe unendlich vielblittrig ist, ohne jedoch einen 
Verzweigungspunkt zu besitzen. 


Aufgabe 2. Hine bekannte Zerlegung einer Funktion f(z) in 
einen geraden und einen ungeraden Teil besteht darin, da8 man 


f@) =3@ + f(—4] + 3f@ —f(-9)] 
setzt. Welchen Bedingungen mu8 eine monogene analytische Funk- 


tion f(z) geniigen, damit dieser Zerlegung allgemeine Giiltigkeit zu- 
komme ? 


§ 6. Von der Permanenz einer Funktionalgleichung; analytische 
Fortsetzung vermége derselben. 


Theorem. Es sei 
(1) OF (Wa ysa0ng es) 


em Polynom in w,,..., Wp, dessen Koeffizienten analytische Funk- 


a 
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tionen von 2 mit gemeinsamer Riemannscher Fliche G im Sinne von 
Kap. 8, §18 sind. Ist man dann im Besitze von n Funktionen: 


(2) Wet it2), el Wer 


welche sich alle im emem Punkte von © analytisch verhalten und 
in der Umgebung desselben das Polynom zum Verschwinden bringen: 


(3) Gli, «+, WM) = 0, 


so leistet auch jedes System gleichzertiger analytischer Fortsetzungen 
der Funktionen (2) tiber een auf © beliebig verlaufenden Weg L 
hin der Funktionalglerchung (8) Geniige. Dabei soll L als eine re- 
gulire Kurve aufgefabt werden. 


In der Tat verhalt sich G, als Funktion von z betrachtet, in 
jedem Punkte von L analytisch und verschwindet auBerdem iden- 
tisch in jener Umgebung. Denken wir uns ZL also zunichst als eine 
in der schlichten Ebene einfache regulire Kurve, so laBt sich L mit 
einem Streifen umgeben, in welchem sich G analytisch verhalt und 
aberdies identisch verschwindet. Im Falle sich L dagegen iiber- 
schneidet, so wird man J in eine endliche Anzahl einfacher Bogen 
zerlegen und jeden derselben dann mit einem Streifen umgeben, wor- 
in sich G analytisch verhalt. Daraus erkennt man, dai G der Reihe 
nach in jedem derselben verschwindet. Hiermit ist der Beweis er- 
bracht. 

Die Differentialgleichungen sind Funktionalgleichungen, welche 
ein wichtiges Beispiel fiir die Anwendung des Theorems bilden. 
Nehmen wir etwa eine lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung 
mit rationalen Koeffizienten: 

2 

(4) FY + (eS + (ew =0, 

indem wir vorab folgenden Existenzsatz fiir die Losung derselben 
angeben: Sei z = Z ein gewohnlicher Punkt fiir die Koeffizienten 
p(z), q(2), und sei ferner K der gréBte Kreis um Zo, in welchem sich 
p(z),q(z) beide analytisch verhalten. Dann gibt es zwei linear un- 
abhingige Lésungen von (4), tv, und 1p"), deren beide sich in K 
analytisch verhalten. Des weiteren liBt sich jede beliebige Losung tv, 

1) D. h. zwischen w, und w, besteht keine identische Relation von der 
Form: 

aw,-+ Pw, = 0, 


wo a, f Konstante sind, welche nicht beide verschwinden. 
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welche sich in Z oder auch in irgendeinem anderen Punkte von K 
analytisch verhilt, in der Form: 


yp = C, Wy | Co We, 


ausdriicken, wo ¢,,¢, Konstante sind. Der Satz gilt selbst dann 
noch, wenn p(z), q(z) zwei beliebige, in einem einfach zusammen- 
hingenden, z = oo nicht umfassenden Bereiche K analytische Funk- 
tionen sind. 

Es mége nun w = f(z) eine Lésung von (4) sein, wobei die Funk- 
tion f(z) zunichst blo® in einem beschrinktem Bereiche betrachtet 
wird, in welchem sie sich analytisch verhalt. Dann besagt das Theo- 
rem, indem man 
_ &w dw 


Ma ae Sag? 


G (wy, We, Ws) = Wy + plz) We, + Q(z) Ws 


setzt, daB auch jede analytische Fortsetzung von f(z) lings eines 
Weges, der nur durch keinen Pol von p(z), q(z) hindurchgeht, der 
Differentialgleichung (4) geniigt. Demgemif lefert die monogene 
analytische Funktion, welche aus dem obigen Funktionselement f(z) 
hervorgeht, in ihrem Gesamtverlaufe eine Lésung von (4).") 

Um noch eine zweite Anwendung des Theorems zu erwiéihnen, 
so seien w, = f,(z) und w, = f.(z) zwei linear unabhingige Lésungen 
von (4), welche in einem bestimmten Bereiche der z-Ebene durch 
explizite Formeln, z. B. durch Potenzreihen gegeben werden, und sei 
w = f(z) eine Lésung, welche in einem getrennt liegenden Gebiete 
betrachtet wird. Indem wir w in den erstgenannten Bereich ana- 
lytisch fortsetzen, laBt sich w dort in der Form 


(5) W = CW, + CoWe 


darstellen. Und nun behauptet das Theorem, daf alle simultanen 
analytischen Fortsetzungen der soeben in jenem Bereiche betrach- 
teten Bestimmungen von w, w,, w, fortdauernd der Funktional- 
gleichung (5) Geniige leisten. 


1) Dabei mu8 man jedoch in besonderen Fallen von gewissen Polen der 
Koeffizienten p(z), q(z) absehen, in welchen die in Rede stehende analytische 
Funktion trotzdem keine Singularitaét aufweist; denn in solchen Punkten hért 
die Differentialgleichung auf, eine Bedeutung zu haben, und darum kann da- 
selbst von einer Lésung derselben ja nicht die Rede sein. 
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Analytische Fortsetzung vermége einer Funktional- 
gleichung. 


a) Die Gamma-Funktion. Es ist zuweilen méglich, eine ana- 
lytische Fortsetzung vermége einer Funktionalgleichung zu kon-. 
statieren. Nehmen wir beispielsweise die Definition der Gamma- 
funktion durch das bestimmte Integral (vgl. ein spiteres Kapitel. 
im zweiten Bande): 


T'(2) = fte-te-tdt, 
0 


wo uber die positive reelle Achse integriert wird. Das Integral kon- 
vergiert nur so lange %9t(z) > 0 ist. Andererseits findet man fir 
solche Werte von z durch teilweise Integration die Funktional- 
gleichung: 

L(G) = 2 2), 


Hier hat aber die linker Hand stehende Funktion eine Bedeutung: 
fir alle Werte von z, wofir nur f(z) > —1 ist. Definiert man 
daher die J-Funktion fir den Bereich —1 < R(z) $0, 2+0,. 
durch die Gleichung 

Pa = PEt, 


so erhaélt man dadurch eine analytische Fortsetzung der durch das 
Integral vorgestellten Funktion. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Verfahrens findet man, da8 die Funktion sich schlieBlich uber 
die ganze Ebene mit Ausnahme der Punkte z= 0, —1, —2,... 
analytisch fortsetzen laBt, wonach sie sich denn als eine eindeutige 
Funktion erweist, welche im Endlichen keine anderen Singularitaten 
als Pole besitzt und im Punkte z = co eine hohere Singularitat hat. 


b) Die elliptischen Funktionen. Betrachten wir jetzt das reelle 
elliptische Integral 


\ — > Pe dx 
nu ‘ ab Vd — 2) (1— ha)’ 
0 
wobei x auf das Intervall —1< 2 <1 beschrinkt werde. Die 
Umkehrfunktion, 


c= snu, 
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erweist sich auch als eindeutig, sofern man w vor der Hand auf das 
Intervall — K <u < K beschrinkt, wo 


1 
* dx 
Sa erry 
0 
ist. Daran schlieBen sich noch die weiteren positiven Funktionen: 
Vi—2=cnu, V1—k?2? = dnu, 


welche ebenfalls im genannten Intervalle eindeutig sind. Endlich 
folgt aus 


du. 1 
da Ya— a) — Wat’ 
daB 
Re Dae he enu dnu 
du du 
ist. 


Wir wollen jetzt die Gleichung ansetzen: 
ee ees (aR Sc AB 7 ou 
") J Va—a)i—k2) J ¥(1—a*)(1— iat) +f V1 — y*)(1 — he y?)’ 
9 0 
wobei wir x und y als reelle unabhingige Variabelen ansehen, 
welche im iibrigen vorliufig auf den Bereich: 


K K K K 
—sn> S@ssny, —s5 SySan5, 


beschrankt werden moégen, damit Gleichung (7) stets nach z auf- 
lésbar sei. Hierdurch wird z zunichst als eindeutige Funktion von 
x und y festgelegt. Und nun ist es eine Haupteigenschaft des ellip- 
tischen Integrals (6), daB diese Abhingigkeit eben eine algebraische 
ist. Euler hat naimlich gezeigt, daB 

(8) , = VO=V)G— Fv) + WA ABS) 


1—Katy 


ist.1) 
1) Die Richtigkeit dieser Formel ergibt sich sofort, indem man eine zur 


Behandlung der Funktion log z= if < von Burkhardt (Analytische Funk- 


I 
tionen, § 56; vgl. unten, Kap. 12, § 1), benutzte Methode auf den vorliegenden 
Fall tibertrigt und sonach im letzten Integral von (7), geschrieben in der Form: 


A at 
Jv —t*)(1— ket)’ 
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Aus dieser Relation erhailt man eine entsprechende fiir die in- 
versen Funktionen, indem man 


ti St, == z=sn(u + v) 
eintragt: 
snucnydnv + snvenudnu 
1—k? sn? u sn? v 


sn (wu -+ v) = 


Dies ist eben das sogenannte Additionstheorem fiir snu. Setzt man 
hier noch v = u, so kommt: 


2 sn y 2on 
(9) anQy —_ 2enuenwdny  — . du 
: — 1—ksntu ~ 1—k*sntux 


Wir wollen nunmehr unser Augenmerk auf den analytischen 
Charakter der hier in Betracht gezogenen Funktionen richten. Da 
finden wir vor allem, da8 sich das Integral (6), als Funktion eines 
komplexen Arguments x aufgefaBt — wir wollen ja die obigen Buch- 
staben wz, y, u,v auch fiir komplexe Werte beibehalten —, in der 
Umgebung der Stelle « = 0 analytisch verhilt, wihrend seine Ab- 
leitung dort nicht verschwindet, so daB also die inverse Funktion 
x = snu ebenfalls dort analytisch ist. Es soll jetzt bewiesen werden, 
daB snu eine eindeutige monogene analytische Funktion ist, der 
keine anderen Singularititen als Pole in der ganzen endlichen Ebene 
zaukommen. In der Tat sei R der Radius des gréBten Kreises um 
u = 0, in welchem snw sich analytisch verhalt. (DaB snwu keine 


die Integrationsvariabele t durch t ersetzt, wo 


1—Ratt 
ist. Dabei wird, wie die Rechnung zeigt, 
dt il dt ; 
Va—)d—e) Ya —#)(1— HA) 


Infolgedessen geht das letztgenannte Integral in 


‘ dt 
Hi Va—7) (7 —#2) 


iiber, wo z durch die Formel (8) gegeben ist. Schreibt man noch das mittlere 


Integral von (7) in der Form: 
xz 


ee 
: f Va — 7) (1 — kz?) ’ 
0 


so lassen sich die beiden Integrale zu einem einzigen zusammenziehen, womit 
sich dann die Formel (8) ergibt. 
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ganze Funktion ist, wird spiter gezeigt.) Dann wird durch die rechte 
Seite von Formel (9) eine Funktion f(w) definiert, welche im ge- 
nannten Kreise, héchstens von Polen abgesehen, eindeutig und ana- 
lytisch ist. Durch Eintragen einer neuen Variabelen wu’ = 2u kommt: 


ane a7 (5): 


Hier steht rechter Hand eine Funktion, welche im erweiterten Kreise 
\u’| <2R, héchstens von Polen abgesehen, eindeutig und ana- 
lytisch ist. Infolgedessen gestattet die Funktion snw eine analytische 
Fortsetzung tiber den urspriinglichen Kreis |u| < R hinaus, und 
zwar weist sie im Kreise |u| < 2R héchstens Pole auf. Durch fort- 
gesetzte Wiederholung dieses Verfahrens ergibt sich die Richtigkeit 
der obigen Behauptung.*) 

Um noch nachtriglich zu konstatieren, daf Pole auch wirklich 
vorhanden sind, geniigt es, das Integral (6) tiber die positive imagi- 
nire Achse zu fihren, woraus erhellt, daB snw im Punkte 


= freee + #) ; +188) 
unendlich wird. 
Die Funktionen cnu, dnw besitzen analoge algebraische Addi- 
tionstheoreme, welche vorliufig ebenfalls nur fiir beschrinkte reelle 
Werte von uw und v bewiesen werden.?) Setzt man hierin u = v, so 


kommt: 
1 — 2sn?u-+ k* sn‘ u 


cn 2u = 


1— Kk? sntu : 
1— 2k sn?u + k? sn*u 
9 
dn 2u = 1—k* sntu 


Hier stehen rechter Hand eindeutige Funktionen, welche sich in der 
ganzen endlichen Ebene, héchstens mit Ausnahme von Polen und 
hebbaren Unstetigkeiten, analytisch verhalten. Andererseits stimmen 
die analytischen Funktionen en2u, dn2w lings eines Stiickes der 
reellen Achse bzw. mit diesen Funktionen iiberein. Daher sind sie 
uberhaupt bis auf hebbare Unstetigkeiten mit denselben identisch. 


1) Diese Beweismethode riihrt von WeierstraB (Vorlesungen iiber ellip- 
tische Funktionen) her. 


2) Vgl. etwa Schlémilch, Kompendium der héheren Analysis, Bd. 2, 
8.399, 400. Die Formeln ergeben sich durch direktes Ausrechnen von V1 — 2? 
und V1 —k?z? als Funktionen von z, y vermoge (8). 
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Jetzt kénnen wir noch beweisen, daB das Additionstheorem fiir 
snu allgemein gilt, was auch immer fiir komplexe Werte wu, v haben 
mégen, sofern nur die in Betracht kommenden Funktionen alle eine 
Bedeutung haben. Hs ist eine gute Ubung fiir den Leser, diesen 
Beweis durchzudenken. Wir wollen uns indes hier deshalb nicht 
weiter damit beschiftigen, weil der Satz ja ohne weiteres aus der 
Verallgemeinerung des Prinzips der Erhaltung einer Funktional- 
gleichung auf Funktionen mehrerer Verinderlichen hervorgeht. 

Uber die Perioden von snu. Endlich konstatieren wir, daB snu 
die Perioden 4K, 2Kk’s zulaBt, wo 


K ope ——— je (= See Oe. 
J Va—) 0a)’ ) Va= a) — Wat)’ 
) 0 
und k? + k’? = 1 ist. Zu dem Zwecke werde nimlich das Integral 


Zz 


ee x ed Bred 
| = Va—#) 1 — Ba) 
0 
zuerst uber eine flache Schleife um die Punkte — 1,1, Fig. 108 ge- 
fihrt, worauf sich dann diese Schleife der Strecke (—1,1) der 


a z 
Fig. 108. 
Fig. 109. 


reellen Achse immer noch mehr anschmiegen soll. Dabei springt in 
die Augen, da8 der Gesamtzuwachs des Integrals gerade 4K be- 
tragt. Nachdem nun z, vom Punkte z = 0 ausgehend, diesen Weg 
einmal beschrieben hat, soll z hinfort m der Umgebung der Stelle 
z = 0 verbleiben. Hiermit erhalt das Integral den Wert 


3 dz 
4K —, 
+ =a 
0 
wobei der letzterem Integrale entsprechende Integrationsweg aus der 
genannten Umgebung nicht hinaustritt. Daraus geht hervor, daB 


die Funktionalgleichung 
sn(wu + 4/°) = snu 
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zuniichst wenigstens in der Umgebung der Stelle w = 0 gilt. Wegen 
des Prinzips der Permanenz einer Funktionalgleichung mu sie aber 
deshalb allgemein bestehen. 

In ahnlicher Weise wird man ¢ jetzt iiber den in Fig. 109 an- 
gedeuteten Weg fiihren. Dadurch erfihrt das Integral den Zuwachs 


dy 


4 
+ | ——-_—— +i f see a ee ee 
. Va+VIG+RY)  JVEL¥) Er ity? 


Ke: 


Um letztere Gleichung zu konstatieren, wird man am einfachsten, 
wie folgt, vorgehen. Nach dem Cauchyschen Integralsatze liBt sich 
der betreffende Integrationsweg in eine die positive reelle Achse um- 
fassende Schleife stetig deformieren, ohne daf der Wert des Integrals 
sich dabei andert. Kniipft man nun an die Entwicklungen von Kap. 8, 
§ 16 an, indem man dieser Schleife gestattet, sich jener Achse immer 
noch enger anzuschmiegen, so ergibt sich sofort die gewiinschte 
Auswertung des Integrals. Hieraus folgt gerade so, wie im soeben 
besprochenen Falle, daB 
sn(u + 2K'1) = snu. 


Hiernach erweist sich snwu als doppeltperiodisch mit den Perio- 
den 4K und 2K’%. Daf jede weitere Periode Q sich linear und ganz- 
zahlig aus diesen zusammensetzt: 


Q=4mK + Im'K'i, 


wird im folgenden Kapitel gezeigt. 


Dritter Abschnitt. 


Anwendungen der Theorie. 


Zehntes Kapitel. 
Periodische Funktionen. 


§ 1. Primitive Perioden. 


In diesem Kapitel beschranken wir uns auf eindeutige analy- 
tische Funktionen, die in der ganzen endlichen Ebene keine anderen 
Singularitaéten als Pole haben. Eine solche Funktion heiBt periodisch, 
wenn sie einer Funktionalgleichung von der Form: 


f(z + @) = fe) 
genigt. Dabei ist w eime von 0 verschiedene Konstante, und die 
Gleichung gilt fiir alle Werte von z, wofiir beide Funktionen defi- 
niert sind.) @ heiBt eime Pertode. Hs erhellt sofort, daB auch 
no, (n=+1,+ 2,...), sowie ferner, unter w,, w, zwei beliebige 
Perioden verstanden, die GréBe mw, + mew@., (m,,m, = +1, 
+ 2,...), eme Periode ist. Dabei mu’ man aber noch die Zahl 0 


1) Allgemein sei {(z) eine beliebige monogene analytische Funktion und 
seien J,(2), f2(¢) zwei Elemente derselben, welche bzw. in der Nahe der Stel- 
len z, und z,= 2,-+ @ betrachtet werden. Ist dann identisch 


fa(@+ ©) = fil), 
wo z auf eine geeignete Umgebung des Punktes z, beschrankt wird, und setzt 
man nun f,(z) tiber einen beliebigen moéglichen Weg L analytisch fort, so laBt 
sich offenbar f,(2’) tiber den entsprechenden Weg L’ analytisch fortsetzen, wo 
L’ durch eine Parallelverschiebung der Ebene, 
i) 2 =2z+ao, 
aus L hervorgeht. Demnach gestattet der ganze Definitionsbereich der Funk- 
tion f(z) die Verschiebung i) in sich, und in dem Sinne kénnen wir auch 


schreiben, 
f(2@+ @) =f (2), 


wobei stets links und rechts geeignete Bestimmungen der Funktion zu verstehen 
sind. f(z) heiBt dann periodisch. 
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zu den Perioden rechnen, obwohl man eine Funktion nicht als perio- 
disch erklirt, wenn sie blo& diese uneigentliche Periode zulaBt. Im 
besonderen kann es vorkommen, da8 ein Bruchteil von w bzw. die 
GréBe aw, + @,@,, Wo wenigstens einer der Koeffizienten o,, ay 
keine ganze Zahl ist, eime Periode ist. Dementsprechend drangt sich 
vor allem die Frage auf, ob eine solche Periode dem absoluten Betrage 
nach beliebig klein zu werden vermége. Hierauf gibt folgender Satz 
Antwort. 

Hilfssatz.!) Ist f(z) eine pertodische Funktion, die nicht blop 
auf eine Konstante ausartet, und zeichnet man alle thre Perroden als 
Punkte der Ebene auf, so haben dieselben keine im Endlichen belegene 
Hiufwngsstelle.*) 

Denn sonst miiBten sich diese Punkte auch in der Nahe der 
Stelle z = 0 hiiufen, da die Differenz zweier in der Nihe der Hiu- 
fungsstelle gelegener Perioden wieder eine Periode ist. Wire dem 
nun so, sO sei z = 2 ein Punkt, in welchem f(z) sich analytisch ver- 
hilt. Dann gibt es in jeder Nihe dieses Punktes emen Punkt 
z= 2%) +o, in welchem f(z) den Wert f(z) annimmt, und daher 
verschwindet die Funktion f(z) — f(¢) im jeder Umgebung von &) 
noch in einem zweiten von Zz verschiedenen Punkte. Demgema8 
kann f(z) nur eine Konstante sein, was eben gegen die Voraus- 
setzung verstoBt. 

Jetzt nehme man eine beliebige Periode, lege durch den dieselbe 
darstellenden Punkt und z=0O eine Gerade, und bezeichne mit 
wm eine der beiden auf letzterer befindlichen, dem Punkte z = 0 
am nachsten gelegenen Perioden. Dann wird eine beliebige Pe- 
riode 2, wofiir die Relation 


(1) arc 2 = arc w (mod z) 


gilt, ein ganzzahliges Vielfaches von w sein, 
Q =no. 
Denn sonst kénnte man 2 in der Form schreiben: 


2Q2=nwo+ao, 


1) Briot et Bouquet, Fonctions elliptiques, 1. Aufl., 1859, S. 76; 2. Aufl., 
1873, 5.233. Der Satz riihrt im wesentlichen von Jacobi her; vgl. das iiber- 
nachste Zitat. 

2) Fiir mehrdeutige Funktionen ist der Satz nicht richtig. Andererseits 
behalt der Satz seine Giiltigkeit fiir eindeutige reelle stetige Funktionen einer 
reellen Variabelen, sofern man das Wort ,Hbene durch ,,Gerade‘ ersetzt. 
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wo n eine ganze Zahl und die reelle GréBe a zwischen 0 und 1 liegt, 
und daher miBte aw eine Periode sein. Das widerspricht aber der 
Voraussetzung beziiglich w, und hiermit erweist sich die Behauptung 
als richtig. 

Die GroBe w heibt nach WeierstraB eine primitive Periode?), 
d.h. eme Periode, welche so beschaffen ist, da’ jede andere Periode 
2, wofiir die Relation (1) gilt, sich als ein ganzzahliges Vielfaches 
derselben ausdriicken la8t. Hat f(z) keime anderen Perioden als nur 
no, 80 heiBt f(z) eonfach perrodisch. Sonst sei w eine weitere Periode. 
Da are @ + arc w bzw. arc w + a ist, so bilden die beiden Strecken 
(0, w), (0, w) zwei Seiten eines Parallelogramms. Innerhalb und auf 
dem Rande desselben kénnen sich dem vorstehenden Satze zufolge 
nur eine endliche Anzahl von Perioden befinden; im iibrigen liegt 
nur die eine Periode w auf der Seite (0, ), denn w ist ja primitiv. 
Des weiteren sei w’ +q@ eine Periode, welche im Parallelogramm, 
und zwar der Seite (0,) mdodglichst nahe liegt. Wir wollen nun 
das Parallelogramm mit den Seiten (0,@), (0, @’) ins Auge fassen. 
Die Ecken w, w’, w + w’ desselben stellen Perioden dar, weiter gibt 
es aber keine den inneren und Randpunkten zugehérigen Perioden. 
Denn nach den Forderungen, wodurch das Parallelogramm bestimmt 
wurde, kann ein solcher Punkt 2 héchstens auf der Seite (w’, w + w’) 
liegen: 2 =w’ + aw, 0<a<1. Danach mite aber noch eine 
Periode, nimlich ew, auf der Seite (0, w) liegen, wodurch man denn 
auf einen Widerspruch gefiihrt wiirde. 

Jetzt teile man die ganze Ebene in kongruente Parallelogramme 
ein, denen das vorstehende Parallelogramm angehére. Die Ecken 
derselben stellen dann Perioden dar, denn sie sind alle in der 
Formel enthalten: 

Q=mo+m'a’, mm =0,+1,+2,.... 
Weiter gibt es aber keine Perioden. Denn eine solche wiirde noch 
zu einer Periode fiihren, welche einem von den Ecken verschiedenen 
Punkte des Ausgangsparallelogramms entspricht. 

Die Funktion f(z) heiBt in diesem Falle doppeltpertodisch und 
die Perioden w, w’ bilden ein primitiwes Periodenpaar, d. h. ein 
Periodenpaar, welches so beschaffen ist, da jede Periode als 
Summe zweier ganzzahligen Vielfachen der beiden Bestandteile w 
und o’ ausgedriickt werden kann. 

1) Jacobi gebrauchte die Bezeichnung ,,index proprius*, Journ. fiir 
Math., Bd. 13 (1835), S.55. Der Ausdruck ,,primitive Periode“ riihrt von 


Weierstra8’ Vorlesungen her. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5, Aufl. 81 
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Wir bemerken iibrigens, da eine solehe Darstellung, oder tiber- 
haupt, die Darstellung eines beliebigen Punktes der Ebene in der 
Form ew, + Bas, wo @ und f reelle Zahlen sind, eindeutig ist. 
Denn aus der Gleichung 


a, + BO, = aa, + Bas 
folgt, daB 
(a — a’) @, + (8B — B’) w, = 0. 


Da nun die Vektoren w, und @, nicht miteinander kollinear sind, so 
miissen die Koeffizienten a —a’ und B — Bf’ beide verschwinden. 
Wihrend eine primitive Periode einer einfach periodischen Funk- 

tion bis auf das Vorzeichen eindeutig bestimmt war, kann man da- 
gegen bei den doppeltperiodischen Funktionen ein primitives 
Periodenpaar auf unendlich viele verschiedene Weisen wihlen. In 
der Tat setze man 

Q=po+p'o’, 
(2) au 

2’ = vw + ro’, 
wo uw,u’,¥,v’ ganze Zahlen sind. Ist dann 


he 


v 17 


(3) A= =1, 


so lassen sich die Gleichungen (2) in der Form auflésen: 


o=%*2 +22’, 


(4) . 
Oe AO ae AD. 

wo 

Pe aye Si ce Ww > v Mh 

(5) a AC oaks Na at lial 


ganze Zahlen sind. Hiermit ist gezeigt worden, daB die Bedingung 
A= +1 hinreicht, damit 2, Q’ ein primitives Periodenpaar bilden. 
Diese Bedingung ist aber auch notwendig. Bilden niimlich Q, Q’ 
ein primitives Periodenpaar, und lést man (2) in der Form (4) auf, 
so mussen vor allem x, x’, A, 2’ ganzzahlig ausfallen. Da nun 
hp’ A-V —A.-x# ; ; 
shel TY eet ee oder A = A?(xA’— x’'A), 
so erkennt man die Richtigkeit der Behauptung. Geometrisch sagt 
die Bedingung aus, daS die Flicheninhalte der beiden Perioden- 
parallelogramme einander gleich sind. 
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Die voraufgehenden Entwicklungen erschépfen alle Mdéglich- 
keiten beztiglich der Existenz von Perioden der hier in Betracht ge- 
zogenen Funktionen f(z), daher miissen diese Funktionen entweder 
einfach oder doppeltperiodisch sein. Hiermit ist auch der folgende 
von Jacobi herrithrende Satz geliefert. 


Lehrsatz.1) Hine emdeutige n-fach pertodische Funktion f(z) 
gibt es nicht, wofern n > 2 und f(z) keine Konstante ist. 


Wir betonen die Bedingung ewmdeutig, denn es gibt wohl mehr- 
deutige Funktionen, deren Perioden sich nicht alle durch ein primi- 
tives Periodenpaar, sondern erst vermége eines primitiven Perioden- 
komplexes (w,, @g,..., @,) ganzzahlig darstellen lassen: 

Q = My, + MeW2 + +++ + MnWn. 
Insbesondere liefert die einem nicht spezialisierten Abelschen Inte- 
grale, p > 1, entsprechende Umkehrfunktion eine derartige Funk- 
tion.?) 

Zum SchluB sei noch erwihnt, daB es im Falle einer doppelt- 
periodischen Funktion stets ein primitives Periodenpaar (w, w’) gibt, 
woftr der Punkt & 
pees ics ba 
in demjenigen Raume der Zahlenebene liegt, welcher durch folgende 
Ungleichungen bestimmt wird?): 


it ao ye dy yO, 
wozu noch die Randpunkte 
fey | ht eS 0,  y> 0 
hinzutreten. Ks ist hier 
a/3 <arco'/w S 2n/8. 


Wie man leicht nachrechnet, haben 
ow’ (ay 
Ht ia und A- (Fa) 


stets gleiches Vorzeichen. 


1) Jacobi, Journal fiir Math., Bd. 13 (1835), 8. 61. 

2) Man vergleiche etwa Neumann, Abelsche Integrale, °2. Aufl., 1884, 
oder Appell et Goursat, Théorie des fonctions algébriques et de leurs vnté- 
grales, sowie den zweiten Band dieses Werkes. 

3) Hieriiber vergleiche man Klein-Fricke, Modulfunktionen, Bd. 1, 
2. Abschnitt, 3. Kap., 8.243. Eleganter Beweis bei Hurwitz, Hurwitz- 
Courant, Funktionentheorie, S. 221. 

31 
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§ 2. Uber Periodenstreifen und einfach periodische Funktionen. 


Sei f(z) eine einfach periodische Funktion mit der primitiven 
Periode w, oder allgemeiner, eine beliebige Funktion, welche die 
Periode w + 0 zulaBt und sich im Endlichen bis auf Pole analytisch 
yerhalt. Zur Behandlung von f(z) teilen wir die z-Ebene in gleiche 
Streifen ein, indem wir durch jeden der Punkte z= nw (n=0, 
+1, +2,...) eine Gerade legen, welche, wie wir firs erste voraus- 
setzen wollen, senkrecht auf der Strecke (0, wm) stehen soll. Greift 
man einen dieser Streifen willkiirlich heraus, welcher dann als der 
Anfangs- oder Ausgangsstreifen bezeichnet werde, so entspricht 
jedem Punkte 2’ der Ebene vermége der Beziehung 


2=2z2+ no, m= 0, -- DE Dee 


ein und nur ein Punkt z dieses Streifens. Die Punkte z’ heiBen zu z, 
sowie untereinander kongruent. Nur wegen der Randpunkte ist noch 
eine Festsetzung nétig, welche wir, wie folgt, treffen wollen: die 
Punkte des einen Randes sollen zum Ausgangsstreifen gerechnet wer- 
den, diejenigen des anderen Randes aber nicht; auBerdem wird man 
den unendlich fernen Bereich des Streifens als zwei getrennte Punkte 
auffassen, wie spiiter des niheren besprochen werden soll. Wie man 
sieht, lit sich das Verhalten der Funktion f(z) in der ganzen Ebene 
iiberschauen, indem man ihr Verhalten bloB in den Punkten des 
Anfangsstreifens untersucht. 

Den Ausgangsstreifen nennt man nach Klein einen Funda- 
mentalbereich oder -rawm fir die Funktion f(z).1) Auf die genaue 
Form und Lage der Begrenzung desselben kommt es nicht an. So 
hatte man beispielsweise statt senkrechter auch beliebige parallele 
Geraden durch die Punkte nw legen diirfen. Wesentlich ist dabei 
nur, da ein Bereich angenommen wird, durch dessen Wiederholung 
vermége der Transformation 


, 


2=>2+no 


der ganze Definitionsbereich der Funktion f(z) gerade einmal er- 
halten wird.?) 


1) Vgl. Encyklopddie, IL B1, Nr. 25, sowie Klein-Fricke, Modulfunk- 
tionen, Bd.1, S.163—203. Der genannte Streifen bildet den Diskontinuwitéts- 
bereich fiir die Gruppe linearer Transformationen: (z’, z+- nw), Fricke-Klein, 
Automorphe Funktionen, Bd.1, S. 60. 

2) Die beiden Punkte co des Streifens nehmen hierbei eine Sonderstellung 
ein, indern sie zu jedem Fundamentalstreifen gerechnet werden miissen, wiih- 
rend sie andererseits zu keinem Punkte des Definitionsbereiches von f(z) fiihren, 
sofern f(z) nicht gerade eine Konstante ist. 
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Um die Eigenschaften der Funktion f(z) zu erforschen, bietet 
sich als bequemstes Mittel die Methode der konformen Abbildung, 
welcher wir uns jetzt zuwenden wollen. 


Konforme Abbildung des Periodenstreifens auf die volle Ebene. 


Durch die Transformation 
277 


w=e”- 
wird der Periodenstreifen ein-eindeutig auf die schlichte w-Ebene be- 
zogen. Wir haben namlich frither einmal die Transformation 


w= e% 
eingehend erértert (Kap. 6, § 15, sowie Kap. 8, § 1). Es ergab sich, 
' dai die Z-Ebene hierdurch auf eine unendlich vielblaittrige Riemann- 
sche Flache mit Verzweigungspunkten in w = 0, oo abgebildet wird, 
und zwar so, dab der Streifen 
Oh ce Z=X+1Y, 
ein-eindeutig auf ein lings der positiven reellen Achse aufgeschnitte- 


nes Blatt bezogen wird. Andererseits wird derselbe Streifen durch 
die Transformation 


z=, 
Qt 
in einen jener Periodenstreifen — nehmen wir an, in den Anfangs- 


streifen —, wbergefiihrt. 


__ 


W=0 


MA 


Fig. 110. 


Lassen wir jetzt den Punkt z aus dem Anfangs- in einen be- 
nachbarten Streifen iibertreten. Dabei riickt w in ein zweites Blatt 
der Riemannschen Fliche. Und nun entsprechen zwei iibereinander- 
liegenden Punkten dieser Flaiche zwei zueinander kongruente Punkte 
der z-Ebene. Infolgedessen nimmt f(z), als Funktion von w be- 


trachtet: f(z) = p(w), 
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in iibereinander liegenden Punkten der verschiedenen Blatter gleiche 
Werte an und erweist sich somit als eine eindeutige Funktion von w. 
Des weiteren verhiilt sich g(w) im allgemeinen analytisch, indem 
p(w) in einem endlichen Punkte wy + 0 héchstens einen Pol aut- 
weist. Dagegen kann einer oder auch beide der Punkte w = 0, co 
der Sitz einer wesentlichen Singularitit sein, es kénnen sich ferner 
Pole in der Niihe dieser Punkte hiufen, so da8 also eine isolierte 
wesentliche Singularitit zweiter Art zustande kommt. 

Diese beiden Punkte w = 0, oo sind es gerade, welche dem un- 
endlich fernen Bereiche des Periodenstreifens entsprechen, woraus 
nun hervorleuchtet, weshalb es sich empfiehlt, diesen Bereich als 
zwei getrennte Punkte aufzufassen, das Verhalten von f(z) in einem 
Ende des Streifens bedingt nimlich keineswegs das Verhalten der 
Funktion im anderen Ende. 

Umgekehrt fiihren alle diejenigen eindeutigen Funktionen ¢(w), 
welche in der ganzen w-Ebene, von den Punkten w = 0, co héch- 
stens abgesehen, keine anderen singuliiren Punkte als Pole haben, 
auf Funktionen f(z), welche sich im Endlichen bis auf Pole analy- 
tisch verhalten und die Periode w zulassen. Dabei braucht w jedoch 
keine primitive Periode zu sein und auBerdem kann hier noch eine 
zweite Periode mw’, wofiir arc w’ + are w bzw. are w + 2 ist, vor- 
handen sein. 

Unter den eindeutigen analytischen Funktionen nehmen die 
rationalen Funktionen eine besonders einfache Stellung ein. Unter- 
suchen wir daher jetzt, welche Kigenschaften der Funktion f(z) zu- 
kommen, wenn p(w) rational ist. In diesem Falle verhilt sich p(w) 
auch in den Punkten w = 0, co analytisch bzw. hat m(w) in einem 
oder in beiden derselben einen Pol. Hiernach kann man sagen: Riickt 
z lings eines beliebigen ganz im Periodenstreifen verlaufenden Weges 
nach einer bestimmten Seite hin ins Unendliche, so nihert sich f(z) 
dabei einem Grenzwerte oder aber f(z) wird unendlich. Diese not- 
wendige Bedingung ist offenbar auch hinreichend, falls sie fiir beide 
Enden des Periodenstreifens erfiillt ist. 

Definition. Nahert sich f(z) emem Grenzwerte C oder wird f(z) 
unendlich, wenn z lings eines beliebigen ganz im Fundamentalraume 
verlaufenden Weges nach einer bestimmten Seite hin ins Unendliche 
riickt, so sagt man: f(z) nimmt den Wert C im betreffenden Ende 
des Streifens an baw. hat dort einen Pol; und man definiert die Ord- 
nung des Poles usw. fiir die Funktion f(z) als diejenige Zahl, welche 
die Ordnung des Poles der zugehérigen Funktion p(w) im ent- 
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sprechenden Punkte darstellt. In jedem anderen Falle sagt man, 
die Funktion f(z) hat im Endpunkte des Streifens einen wesentlichen 
singuldéren Punkt. Bleibt die Funktion blo8 endlich in einem Ende 
des Parallelstreifens, so nimmt sie notwendig einen bestimmten Wert 
dort an. 

Aufgabe. Man untersuche die Abbildung eines Periodenstreifens, 
wenn dieser durch zwei parallele Gerade begrenzt wird, welche nicht 
senkrecht auf der Strecke (0, m) stehen. Insbesondere soll dabei ge- 
zeigt werden, da ein durch zwei Parallele zur Strecke (0, w) aus dem 
Streifen geschnittenes Parallelogramm in einen Kreisring der w-Ebene 
ibergefihrt wird, welcher lings einer logarithmischen Spirale auf- 
geschnitten ist. 


§ 8. Behandlung der einfach periodischen Funktionen vermége 
konformer Abbildung ihres Fundamentalbereiches, 


Im Anschlu8 an die Entwicklungen des vorhergehenden Para- 
geraphen, sowie des Paragraphen iiber rationale Funktionen, Kap. 7, 
§ 10, erhaélt man eine Reihe von Siatzen betreffend einfach perio- 
dische Funktionen, zu deren Betrachtung wir jetzt iibergehen.*) 


1. Satz. Hat eine eimfach perrodische Funktion f(z) keinen 
wesentlichen singuléren Punkt 1m Fundamentalraume, so lift sich 
272i 


z 
@ 


f(z) als eine rationale Funktion von e darstellen, wobei w eve 
(primitive oder micht-primitive) Periode bedeutet: 
t(2) = R(ee’). 
Wird { (2) hier ferner nm keinem der beiden Endpunkte des Fun- 
damentalstreifens null oder unendlich, so hat man, sofern f(z) keine 


Konstante ist: ee <2 
TI w 2 w “| 
é —é 
k=1 : 


f (2) a C n [{ 27t 227i ‘ 
Wee) 
k=1 
Wird die Funktion bloB in keinem Endpunkte unendlich, so wird 
mM ky 
A; 
(2) =>> Tai eee 
Rei (ee) 


1) Wir erinnern wieder an die zu Anfang des § 1 getroffene Voraussetzung 
beziiglich der Funktion f(z). 
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Hinsichtlich der Ausnahmefille wird der Leser den Satz leicht 
erginzen kénnen. 

Wir fiigen noch den folgenden Zusatz hinzu, dessen erster Teil 
auch direkt bewiesen werden kann, da die Funktion ja in der ganzen 
Ebene endlich bleibt. 


Zusatz. Hat f(z) auberdem gar keinen Pol im ganzen Funda- 
mentalraume, inklusive der beiden Endpunkte, so ist f(z) eine Ixon- 


stante. Hat f(z) bloB in einem Endpunkte einen Pol, so ist f(z) eine 
272i 277 
ganze rationale Funktion von e ° ‘ 


22% 


: i e 7 
Anstatt der Funktion e ® kann man tan 0” ebenso gut zur 


Darstellung einer periodischen Funktion verwenden, denn die beiden 
Funktionen hiingen ja linear voneinander ab: 


2 nt 

a! 
aa ‘Bn eh | 
tan — z= —4- ——— : 

Oo ani 
eh” +1 


Im Falle p(w) keine anderen singuliren Punkte als nur w = 0, co 
hat, kann man g(w) in eime Laurentsche Reihe entwickeln, die fiir 
die ganze Ebene auBer dem Punkte w = 0 gilt: 


(1) p(w) = Sen”. 
Die entsprechende Funktion f(z) = m(w) li8t somit eine fir die 
ganze endliche z-Ebene giltige Entwicklung von der Form zu: 


277i 
—2z 


(2) f (2) = Sc,e Ee 
Ersetzt man hier die Exponentialfunktion durch trigonometrische 
Funktionen, so erhalt man fiir f(z) eine Entwicklung in eine Fourier- 
sche Reihe: 


ao 


= 22 . 27 
(3) {(@) = 3} (an cos n= 2 + by sin m2), 
Dabei ist 
he = Cp -F tans by = 4(C, — C_»). 


Da die beiden Reihen: 


27 r 2 
(4) > Gn COSN =~ 2, > bn sin n—z, 
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in jedem Punkte der z-Ebene absolut, sowie in jedem endlichen Be- 
reiche der Ebene gleichmaBig konvergieren, beweist man ohne 
Schwierigkeit auf Grund folgender Relationen: 


le,( <M ER, a a n=O, 


wo &, r beliebig groB bzw. klein angenommen werden diirfen, und 
M, m von n nicht abhaingen, vgl. Kap. 7, § 15. Ferner gelten wegen 


est + e—fi : esi — eb 
CORD ay AS Cee rae 
die Relationen 
|cos €| S e!”!, [sm €| Sel"), C= éE+n1. 


Denn es ist 


rae _k£y Ey —| 
[et—1 +4 © Sea <— gt. tog! seep Sea <= Qel7!, 


Der Hinfachheit halber haben wir vorausgesetzt, daB m(w) keine 
anderen singuliren Punkte im Endlichen als nur den einen w = 0 
hat. Dem entspricht, daB f(z) gar keine singuliren Punkte im End- 
lichen hat. Wir wollen jetzt eine beliebige Funktion f(z) mit der 
Periode w betrachten. Sei A BCD ein Parallelogramm, welches durch 
zwei Parallele zur Strecke (0, w) aus dem Funda- 
mentalraume der Funktion herausgeschnitten wird 
und héchstens auf den Seiten 4B, CD Pole von 
f(z) enthalt. Das konforme Abbild dieses Bereiches 
in der w-Ebene ist ein Kreisring, in welchem nun 
die Laurentsche Entwicklung (1) fir die transfor- 
mierte Funktion gilt. Daher la8t sich f(z) durch 
die Reihe (2) oder (8) im Parallelogramme dar- 
stellen. Diese Reihen konvergieren absolut fiir jeden 
auf keiner der Seiten AB, CD gelegenen Punkt Fig. 111. 
des Parallelogramms, sie konvergieren andererseits 
gleichmaBig in jedem Teile des Parallelogramms, der nur keinen 
Punkt jener Seiten am Rande enthalt. Dagegen lat sich (8) im all- 
gemeinen nicht in die beiden Reihen (4) spalten. Damit namlich 
die Reihenentwicklung 


(5) (2) =>) an cos mire + Diba sin nye 


n=0 


zustande komme, ist notwendig und hinreichend, daB das obige 
Parallelogramm die Strecke (0,) im Innern enthalte. In der Tat 
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sei z = a ein Punkt, wofiir eine dieser Reihen konvergiert, und man 


setze - 
a7 * 
oe ta pi. 


Dann zeigt man im Anschlu8 an das in Kap. 8, § 4, S. 102 beim 
Beweise des 1. Satzes verwendete Verfahren, dai diese Reihe in 
allen Punkten z, wo 


chal Oy Sa und In| <|B| 


it 
ist, absolut, sowie ferner in jedem Bereiche, fiir dessen Punkte 


In| S IB] —A, 0<h<|Bl, 


ist, gleichmiBbig konvergiert. 

Zur Bestimmung der Koeffizienten multipliziert man die Glei- 
chung (5) mit cos2nzz/m baw. sin 2nzz/m und integriert dann 
etwa geradlinig zwischen zwei kongruenten Punkten des Bereichs 
|7| <|B|. Insbesondere kann man die Strecke (0,@) zum Inte- 
grationsweg nehmen. So kommt: 


@ 


a, = 2 file cos nn" dz, (n > 0): bn = 2 ft) sin n "™? dz, 
: 0 


come eee 


Fassen wir diese Ergebnisse in einen Satz zusammen: 


2. Satz.1) Hat eme Funktion f(z) eine primitive oder nicht- 


primitiwe Periode w, so lift sich f(z) in eme Reihe von der Form 
entwickeln: 


co 


f(z) => Cae = > (a, cos n= z + b, sin na). 
n=—o n=0 
Daber konvergiert die Reihe absolut und stellt die Funktion dar, so 
lange z um Innern eines durch zwei Parallele zur Strecke (0, w) be- 
grenzten, keinen Pol von f(z) enthaltenden Streifens liegt. Sei ferner 
T em im genannten Streifen gelegener Bereich, dessen Randpunkte 
sdmtlich um mehr als eine positive konstante GréBe h vom Rande des 
Streifens abstehen. Dann konvergiert die Reihe gleichmapig in T. 


1) Dieser Satz la8t auch eine ihnliche Erweiterung zu, wie der 3. Satz, 
indem man nur verlangt, da f(z) in einem bestimmten Streifen, dessen Riander 
der Strecke w parallel sind, analytisch sei und dort die Periode w besitze. 
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Enthalt der Stretfen insbesondere die Strecke (0, @), so kann die 

letzte Rethe in zwei Fouriersche Reihen zerlegt werden: 

f(z) = Di cos n= g + 2b sin n= g. 

Letztere Rethen konvergieren beide absolut und gleichméfig in jedem 
Parallelstreifen, dessen Rénder beide innerhalb des obigen Streifens 
hegen und auperdem noch vom Punkte z = 0 gleich entfernt sind. 
Dagegen dwergiert mindestens eine der Rethen in jedem Punkte, dessen 
Entfernung von der durch die Punkte z = 0,w bestimmten Geraden 
die geringste Entfernung eimes Poles der Funktion f(z) von derselben 
iibersteigt. : 

Im iibrigen kann man von den hier auftretenden Rethen zur 
Taylorschen Entwicklung der Funktion f(z) im eimem beliebigen inne- 
ren Punkte 2 des Streifens dadurch tibergehen, da man die einzel- 
nen Terme der Rethen in Potenzrethen entwickelt und darauf alle 
Terme mit gleichen Potenzen von 2 — % zusammenfapt. 


Der letzte Teil des Satzes ist eime unmittelbare Folge des 
WeierstraBschen Reihensatzes von Kap. 7, § 14, S. 361. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen entspringt der Satz, 
da eine reelle Funktion f(z) mit einer reellen Periode w durch eine 
Fouriersche Reihe (8) oder (5) dargestellt werden kann, vorausgesetzt 
nur, daB f(z) in jedem reellen Punkte = x nach dem Taylorschen 
Lehrsatz entwickelt werden kann. In der Tat wird dann die Linge 
des wahren Konvergenzintervalls fiir die Potenzreihenentwicklung 
der Funktion im Punkte 2p» eine positive untere Grenze K haben, 
wenn diesem Punkte alle reellen in einem Intervallea S « Sa+o 
gelegenen, und demgem&8 auch alle reellen Werte anzunehmen ge- 
stattet wird. Demgema8 laBt sich eine komplexe Funktion f(z) auf 
Grund jener Potenzreihenentwicklungen in denjenigen Punkten 
z= a+ yi der Ebene, wofiir . 

yl <K 


ist, derart definieren, da sich f(z) im genannten Bereiche analytisch 
verhalt und iiberdies lings der reellen Achse mit f(x) tbereinstimmt. 
Fernerhin wird f(z) die Periode w zulassen; denn die beiden im be- 
wuBten Bereiche analytischen Funktionen f(z), f(z + @) stimmen ja 
langs der reellen Achse miteinander ttberein. Hiermit wird die Funk- 
tion f(z) der obigen Behandlungsweise zugiinglich, selbst dann, wenn 
sie am Rande und auSerhalb des Streifens andere Singularitéten 
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als Pole besitzt — was ja auch im allgemeinen eintreten wird —, 
woraus dann die Richtigkeit des in Rede stehenden Satzes erhellt. 
Wir kénnen also sagen: 

8. Satz. Jede reelle Funktion f(x) der reellen Variabelen a, welche 
sich fiir jeden Wert von x nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln 
lift wnd auBerdem noch eine reelle Periode w hat, kann durch ewer 
Fouriersche Reihen dargestellt werden: 


f (2) = >a, con =e + >) dy sin nx, 
n=0 n=1 
Hier konvergiert jede Rethe gleichmépig fiir alle Werte von « und lapt 
sich iiberdies beliebig oft gliedweise differentiieren, wober auch die ab- 
geleiteten Rethen fiir alle Werte von x gleichmaBig konvergueren. 


Fahren wir jetzt fort, indem wir weitere Sitze betreffend Funk- 
tionen, wie sie nach der Vereinbarung von § 1 hier betrachtet 
werden, aussprechen. 


4. Satz. Hat die einfach pertodische Funktion f (2) keimen 
wesentlichen singuliren Punkt im Fundamentalrawme und ist f(z) 
keine Konstante, so nimmt f(z) jeden Wert gerade so oft dort an, 
wie die Anzahl der Pole anzeigt. 


5. Satz. Haben zwei emfach perrodische Funktionen f, (2), fo (2) 
eime gemeinsame Periode w und hat ferner keine der Funktionen eine 
wesentliche singulire Stelle in threm Fundamentalstretfen, so werden 
sve durch eine algebraische Gleichung miternander verkniipft: 


Glfi (2), fa(2)] = 9, 
wober G em vwrreduktibeles Polynom bedeutet und die algebraische 
Kurve G(W,Z) =0 wm iibrigen vom Geschlechte!) 0 ist. 

1. Zusatz. Hat insbesondere die Funktion f,(z) nur einen Pol 
erster Ordnung in dem der Periode w entsprechenden Periodenstreifen, 
so ist dieser Streifen fiir sie ein primitiver, und f,(2) lépt sich aufer- 
dem rational durch f.(z) darstellen. 

2. Lusatz. Jede einfach periodische Funktion f(z), die keine 
wesentliche singulare Stelle im Fundamentalraume hat, geniigt einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher z nicht 
explizite vorkommt: 

G[f’(2), f(@)] = 0. 


Daber ist die algebraische Kurve G(W,Z) = 0 vom Geschlechte 0. 


1) Vgl. Kap. 14, § 16. 
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6. Satz. Hat dre einfach periodische Funktion f(z) keine wesent- 
liche singuldre Stelle im Periodenstreifen, so sind die drei Funktionen 


f(z), Fe), F(@ + 42); 


WO 21, 2, Zwer unabhiingige Variabelen bedeuten, durch eine algebraische 
Gleichung verkniipft, deren Koeffizienten von 2,, 2, nicht abhingen: 


Gf (1), f(2)» f(@: + 42)] = 0. 


Man sagt: die Funktion f(z) besitze ein algebraisches Additions- 
theorem. 
Der Beweis dieser Satze erfolgt durch die Darstellung der jeweils 


auftretenden Funktionen mittels rationaler Funktionen von w =e ° 3 
unter Heranziehung des Satzes, daB eine rationale Kurve (d. h. eine 
Kurve, deren Koordinaten sich beide rational durch einen Para- 
meter darstellen lassen) stets vom Geschlechte Null ist, und umge- 
kehrt. Nur beim 1. Zusatze brauchen wir vielleicht noch etwas 
niher auf den Beweis einzugehen. Ware da G(W,Z) vom Grade 
n > 1 in W, so wiirden ein und demselben Werte von Z, und somit 
auch von z verschiedene Werte W entsprechen, was eben gegen die 
Voraussetzung verst6Bt, daB f,(z) eimdeutig ist. 

Was die Literatur dieses Paragraphen anbetrifft, so vergleiche 
man die Hnceyklopddie, IIB 1, § 24. 


Aufgabe. Man zeige, daf8 weder ein Polynom noch eine ratio- 
nale Funktion, welche keine Konstante ist, periodisch sein kann. 


§ 4. Direkte Behandlung der einfach periodischen Funktionen. 


Die Siatze des vorhergehenden Paragraphen lassen sich auch 
direkt auf dem Substrat des Periodenstreifens, also ohne Benutzung 
einer Abbildung dieses Streifens herleiten. Zu dem Zwecke stellen 
wir den folgenden Satz an die Spitze: 


Satz. Set f(z) eine einfach periodische Funktion, die im Funda- 
mentalraume nur eine endliche Anzahl von Polen hat und also in jedem 
Endpunkte desselben entweder endlich bleibt oder wnendlich wird. Dann 
laipt sich f(z) rational durch 

227 
w=e” 
ausdriicken. 

Wir wollen zunachst annehmen, da f(z) in beiden Endpunkten 
des Periodenstreifens endlich bleibt. Dann hat diese Funktion nach 
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dem Liouvilleschen Satze (Kap.7, §5, 8. Satz) notwendig einen 
Pol, sofern sich dieselbe nicht gerade auf eine Konstante reduziert. 
In der Umgebung eines Poles lift sich ferner f(z) durch die Formel: 


m 
Ay 
2 


i= Picea tap t ot 


pa Ges 


darstellen, wobei sich g(z) im Punkte a analytisch verhilt. In der 
Tat iiberzeugt man sich ohne Schwierigkeit, daB zunichst A,, so 
bestimmt werden kann, daf die Differenz 


héchstens einen Pol (m — 1)-ter Ordnung in a hat. Verfahrt man 
dann mit letzterer Funktion wieder ebenso, wie vorhin mit /(2), 
und wiederholt man den Schritt geniigend oft, so gelangt man schlieB- 
lich zu der in Aussicht gestellten Darstellung. Im iibrigen machen wir 
noch darauf aufmerksam, daB obige Summe in beiden Endpunkten 
des Periodenstreifens endlich bleibt, sowie ferner, da sie die Periode w 
zulaBt. 

Um nunmehr den Hauptsatz zu begriinden, bilde man die be- 
wuite Summe fiir jeden im Fundamentalraume belegenen Pol von 
f(z) und ziehe dann die Summe aller dieser Funktionen von f(z) ab. 
Hierdurch erwichst eine Funktion, welche in der ganzen erweiterten 
z-Ebene, sofern sie noch in den Polen von f(z) passend definiert 
wird, analytisch ist. Darum ist sie eine Konstante, womit denn 
der Beweis des Satzes unter der genannten Kinschrinkung erbracht ist. 

Wird f(z) dagegen in einem oder auch in beiden Endpunkten des 
Periodenstreifens unendlich, so braucht man nur eine Funktion 


A HOP 

BO = yi@+6 
einzufiihren, welche bei geeigneter Wahl der Koeffizienten a,..., 0 
dort endlich bleibt. Alsdann laiBt sich F(z) nach dem Vorhergehenden 


rational durch e” — ausdriicken, und daher gilt der Satz allgemein. 
In emem Endpunkte des Streifens, in welchem f(z) endlich bleibt, 
nahert sich f(z) iibrigens einem Grenzwerte. 

Aus diesem Satze ergeben sich alle Sitze von § 8 mit Ausnahme 
der Reihensitze, zu denen wir uns zuletzt noch wenden. 
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Die Rethenentwicklung. Sei z ein Punkt des Fundamentalraums, 
in welchem f(z) sich analytisch verhalt, und man umgebe z mit einem 
Bereiche S, der weder im Innern noch am Rande C einen Pol von 
f(z) enthalt. Sollte z gerade am Rande des Periodenstreifens liegen, 
so kann man einen neuen Streifen einfiihren, derart, da8 z nun im 
Innern desselben liegt. Jetzt kann man der Cauchyschen Integral- 
formel folgende Gestalt geben: 


Hy 2 ff 


é 2 (t — z) 


wobei also der Integrand sowohl in bezug auf t als auf z die 
Periode w zuliBt. In der Tat hat der Integrand blo einen ein- 
zigen Pol in S, namlich im Punkte t = z, und zwar hat das 
Residuum dort, wie man sofort nachrechnet, den Wert wf (z)/221. 


Um nun die Reihenentwicklung aus diesem Integrale herzu- 
leiten, fasse man das Parallelogramm ABCD, § 8, ins Auge, wobei 
jetzt auch die Seiten AB und CD singularitiitenfrei sein sollen. Hr- 
streckt man das Integral uber den Rand dieses Bereiches, so heben 
sich die von den Seiten BC, DA herrithrenden Bestandteile gegen- 
seitig auf. Fir die eine der iibrigen Seiten wird man dann die 


Funktion 
1 


nach aufsteigenden, fiir die andere nach absteigenden Potenzen von 
22% 


oo ae entwickeln, man vergleiche die im vorigen Paragraphen 
verwendeten Abschitzungen fiir |sin ¢|, |cos¢|. Jetzt bleibt nur 
noch iibrig, die daraus entspringende Reihenentwicklung des Inte- 
granden gliedweise zu integrieren. 

Wir bemerken noch, da8 wir es bei der voraufgehenden Unter- 
suchung nicht nétig hatten, den Periodenstreifen titberhaupt zu ver- 
lassen, indem wir uns des Theorems von § 8 bedienen. 


Aufgabe. Man zeige, daf das Analogon der Partialbruchzer- 
legung fiir die Funktion f(z) hier in der Darstellung derselben durch 


272i 2ni 
2 = 4 
w w 


drei Summen besteht, deren einzelne Terme Monome in e ,e : 
und dem yvorstehenden Bruche sind. 
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§ 5. Doppeltperiodische Funktionen. 


Sei f(z) eine doppeltperiodische Funktion, die keine anderen 
Singularitiiten im Endlichen als Pole hat, und seien @, @’ ein primi- 
tives Periodenpaar derselben.1) Dementsprechend teile man die 
Ebene in ein Periodenparallelogrammnetz ein, wie in § 1 des niheren 
auseinandergesetzt wurde. Dann nimmt die Funktion f(z) den ganzen 
Vorrat ihrer Werte bereits in einem dieser Parallelogramme gerade 
einmal an, welches damit zu einem Fundamentalbereiche der Funk- 
tion wird. 


1. Satz. Hat f(z) keinen Pol im Periodenparallelogramm, so ist 
f(z) eime Konstante. 


Denn f(z) verhilt sich dann in der ganzen eigentlichen Ebene 
analytisch und bleibt endlich im Punkte z = oo.?) 

Weitere Eigenschaften der Funktion f(z) werden durch die 
Methode des Herumintegrierens erschlossen. Vor allem machen wir 
darauf aufmerksam, daB die genaue Lage des Periodennetzes be- 
langlos ist, dasselbe kann offenbar einer beliebigen Parallelverschie- 
bung unterworfen werden, ohne seiner Grundeigenschaft beziiglich 
der Periodizitit von f(z) verlustig zu gehen. Auch brauchen die Seiten 
nicht einmal geradlinig angenommen zu werden, nur miissen je zwei 
gegeniiberliegende Seiten einander kongruent sein, und der Rand 
darf sich auch nicht wberschneiden. 

Fundamentalsatz. Das Integral 


J f@dz, 


lings des Randes eines Periodenparallelogramms hinerstreckt, hat den 
Wert Null. 
In der Tat wird der Beitrag von der Seite des Parallelogramms: 


2=4 +o, 0S t% 


1) Solche Funktionen werden auch wohl elliptische Funktionen genannt. 
Im iibrigen riihren die folgenden Entwicklungen zum groBen Teile von Liou- 
ville her; Vorlesung vom Jahre 1847, herausgegeben von Borchardt, Jour- 
reed Mathematik, 88 (1879), 8. 277; Liouville, Comptes Rendus 82 (1851), 
>. 450. 

2) Diesen Satz haben wir sowohl wegen seiner Wichtigkeit als auch wegen 
der Einfachheit seines Beweises an die Spitze gestellt. Er ist indessen im 
4. Satze enthalten, darum wird der systematischen Entwicklung unseres Gegen- 
standes, welche doch alles aus dem Fundamentalsatze herleiten will, kein Ab- 
bruch getan. 
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den Wert 
1 
wf fe + wt) dt 
0 
haben, wihrend die gegeniiberliegende Seite: 
z2=%4t+o'+ aot, sts 1; 

den Beitrag 

Baile + w+ wt) dt 


1 
liefert. Wegen der Periodizitét der Funktion f(z) ist nun 
f (Zo + o' + wt) = f(% + wt), 

und darum heben sich die beiden Integrale gegenseitig auf. Ahn- 
liches gilt auch fiir die beiden anderen Seiten. — Sollte insbesondere 
ein Pol gerade am Rande liegen, so wird man das Parallelogramm- 
netz vorab durch ein anderes ersetzen, wofiir dies nicht zutrifft. 

Aus dem Fundamentalsatze geht eime Reihe von Sitzen iiber 
doppeltperiodische Funktionen hervor, womit wir uns jetzt beschif- 
tigen wollen. 


2. Satz. Die Summe der Residuen von f(z) wm Pervodenpar- 
allelogramm ist gleich Null. 


Diese Summe ist gleich dem Integral 


aei,f Hae, 


erstreckt tiber den Rand des Parallelogramms, sofern f(z) keinen 
Pol auf dem Rande des Parallelogramms hat, und verschwindet 
also nach dem Fundamentalsatze. 

Im Ausnahmefalle wird man das Parallelogramm zunichst durch 
ein benachbartes ersetzen, welches keinen Pol auf seinem Rande ent- 
halt. Dann gilt der Satz fiir das neue Parallelogramm. Soll dies 
nun auch fir das alte zutreffen, so wird man zuerst festsetzen 
miissen, daB etwa die Punkte (vgl. Fig. 112) 


24+to+ao't~" UE ig eS I 
24to'+ot, (d eey att Ne 
zum Parallelogramm gerechnet werden, wihrend die tbrigen Punkte 


des Randes es nicht werden. Alsdann gilt der Satz ausnahmslos 


fiir alle Falle. 
Osgood, Funktionentheorio, I. 5, Aufl. 32 
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Letztere Vereinbarung beziiglich der Randpunkte des Parallelo- 
gramms soll iibrigens fortan festgehalten werden. 
Aus diesem Satze ergeben sich nun weiter die folgenden Sitze. 


3. Satz. Hat die Funktion f(z) héchstens einen Pol erster Ord- 
nung im Periodenparallelogramm, so ist f(z) ene Konstante. 


Hier li8t sich f(z) in der Form schreiben: 


fe) =~ +e), 


wo g(z) im ganzen Parallelogramm analytisch ist und am Rande des- 
selben stetig bleibt. Die Summe der Residuen betrigt also bloB A. 
Darum verschwindet A, und f(z) erweist sich somit als ausnahmslos 
analytisch im Parallelogramme, folglich ist f(z) ee Konstante. 


4. Satz. Die Funktion f(z) nimmt jeden Wert gleich oft wm 
Parallelogramm an, sofern f(z) keine Konstante ist, und zwar m-mal, 
wo m die Gesamtzahl der Pole ist. 


DaB f(z) zuniichst gerade so viele Nullpunkte als Pole im 
Periodenparallelogramm aufweist, erkennt man aus dem 3. Satze 
von Kap. 7, § 11; denn die Funktion f’(z)/f(z) ist ja im vorliegen- 
den Falle doppeltperiodisch, und darum verschwindet das Inte- 
gral derselben, itiber den Rand des Periodenparallelogramms er- 
streckt. Bildet man jetzt die Funktion 


F@) =1@ —¢, 


und wendet man das soeben erhaltene Resultat darauf an, so 
ergibt sich allgemein der Beweis des Satzes. 


5. Satz. Inegen die Nullpunkte und die Pole der Funktion f(z) 
in den Punkten a,,... a, bzw. B,,... By des Periodenparallelo- 
gramms, so ist 

>a, — SB; =0 (mod. a, ow’). 
t=1 t=1 

Der Satz ist schon deshalb bemerkenswert, weil er eine fiir die 
doppeltperiodischen Funktionen bestehende Bedingung enthilt, wo- 
fir bei den einfach periodischen Funktionen, sowie friiher auch bei 
den rationalen Funktionen kein Vorbild existiert. Wir durften nim- 
lich bei der Bildung einer rationalen, sowie einer einfach periodi- 
schen, keine wesentliche singulire Stelle im Periodenstreifen auf- 
weisenden Funktion, die Nullpunkte und die Pole anlegen, wo es uns 
beliebte, vorausgesetzt nur, daB die Gesamtzahl beider die namliche 
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war. Jetzt wird dieser Willkiir eine Einschrénkung auferlegt. Wir 
diirfen héchstens 2n — 1 von diesen 2n Punkten beliebig annehmen, 
der letzte wird dann durch die anderen mit bestimmt. 
Zum Beweise braucht man bloB die Summe der Residuen der 

Funktion 

af’ (2) 

f(z) 
im Periodenparallelogramm zu berechnen. In einem Nullpunkte oder 
Pole hat das Residuum den Wert a; bzw. —f,;. Die Summe der 
Residuen fiir das ganze Periodenparallelogramm bildet also die linke 
Seite der zu beweisenden Kongruenz. Andererseits wird man das 


Integral 
1 (Poe 
Oni.) f(z) 


tiber den ganzen Rand des Parallelogramms erstrecken. Wie eine 
- kurze Rechnung zeigt, liefern die Seiten 


2 +ot, Otede 
2 +o’'+ ot, A cts onal |e 
zusammengenommen den Beitrag: 
1 
o of’ (20+ ot) 7, a! Ln Py 
S| hae dt = — 5° log f(z + 01) | =m'o’, 


Bani) f(t od) 
0 
wo m’ eine ganze Zahl ist. Ebenso ergeben die beiden anderen 
Seiten den Wert mw, womit denn der Satz bewiesen ist. 
ZLusatz. Nimmt f(z) einen beliebigen Wert C m den Punkten 
Y1,-+--Yn des Parallelogramms an und ist f(z) keine Konstante, so 
ast 


>: E> 6: =0 (mod. a, o’). 
= 4= 1 


6. Satz. Haben die Funktionen f(z), p(z) em gemeimsames 
Periodenparallelogramm, so sind dreselben durch eine wrreduktibele 
algebraische Gleichung mitemnander verkniipft: 


G[p(z), f()] = 0. 


Indem wir vom trivialen Falle (z), f(z) = const. absehen, 


und nun 
(1) W = (2), Z=f(2), 


co 
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setzen, entsprechen einem willkiirlichen Werte von Z im allgemeinen n 
verschiedene Punkte des Periodenparallelogramms. Eine Ausnahme 
tritt nur dann ein, wenn f’(z) verschwindet. Wir wollen die im Par- 
allelogramm belegenen Wurzeln letzterer Funktion: 


f'(2) = 0, 2 = Ay,~.-- Ag, 
sowie die entsprechenden Punkte der Z-Ebene: 
Z= A, =] (a); ts eee 


aufzeichnen. Im iibrigen seien z = b,,...b; die im Parallelogramm 
befindlichen Pole von f(z) und g(z), und man markiere noch die 
Punkte 

VA a oy a dP Qiceae LY ccmeaze 


Jetzt kniipfen wir an den 1. Satz von Kap. 8, § 15 an, indem wir 
konstatiren, a) daB jedem Werte Z’ von Z mit Ausnahme von 4,, B; 
n Werte von W entsprechen"); b) da in der Nihe von Z’ diese n 
Funktionswerte zu n, je im Punkte Z’ analytischen Funktionen zu- 
sammengefaBt werden kénnen, wodurch dann auch der ganze Vor- 
rat von W-Werten gerade erschépft wird; c) daB die Ausnahme- 
punkte A,, B; héchstens Verzweigungspunkte und Pole bilden, wobei 
ferner die Funktion in ersteren entweder endlich bleibt oder aber 
unendlich wird; und endlich d) daf sich jeder Zweig der Funktion W 
in jeden anderen durch analytische Fortsetzung tiberfithren 1aBt. 

Der Beweis von a) ist bereits erbracht. Um b) darzutun, be- 
achten wir, da dem Punkte Z’ n getrennte Punkte des Perioden- 
parallelogramms entsprechen, in deren jedem /f’(z) +0 ist; darum 
wird die Umgebung eines jeden derselben ein-eindeutig und konform 
auf die Umgebung von Z’ bezogen, wo sich dann W seinerseits, als 
Funktion von Z betrachtet, analytisch verhilt. Des weiteren folgt 
c) daraus, daf in der Umgebung eines Ausnahmepunktes die Werte- 
paare (W, Z) auf Grund der Beziehungen (1) durch eine oder mehrere 
Parameterdarstellungen von der Art, wie sie in Kap. 8, § 14 betrachtet 
wurden, je gerade einmal zum Ausdruck gelangen. Was endlich d) 
anbetrifft, so sei Z, ein innerer Punkt des Bereiches, in welchem der 
eine Zweig definiert ist, und sei z, eine Wurzel der Gleichung 


1) Im allgemeinen werden diese Werte fiir einen nicht spezialisierten 
~ ee OY é : ss : 
Wert von Z’ voneinander verschieden sein. Beschrinken wir uns also vor- 


laufig auf diesen Fall, um die nétige Erginzung dann am Schlusse des Beweises 
zu erbringen. 
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Z,=f(2). Ebenso mégen Z,, z, in bezug auf den anderen Zweig ge- 
nommen werden. Da man nun 2, und z, mittels einer durch keinen 
der Punkte a,, b; gehenden Kurve miteinander verbinden kann, so 
wird durch die Bildkurve derselben der Variabelen Z ein Weg an- 
gewiesen, langs dessen der eine jener Zweige in den anderen analy- 
tisch fortgesetzt werden kann. 

Hiermit ist der Beweis im allgemeinen Falle fertig. Das Poly- 
nom G(W,Z) steigt bis zum Grade » in W an. Im besonderen 
kénnen jedoch mehrere Bestimmungen von W in allen Punkten Z 
miteinander zusammenfallen, wie das Beispiel y(z) = f(z) zeigt. 
Sei also Z, + A;, B; ein beliebiger Wert von Z, und seien 


Way als (Zest og al a (2) 


die n Bestimmungen von W, welche in der Nihe von Z, aus (1) ent- 
springen. Dann fallen diese Funktionen zu je k zusammen, und 
man iuberzeugt sich mit leichter Mihe, da8, wenn man nur eine 
Funktion aus jedem Systeme beibehalt, ein irreduktibeles algebrai- 
sches Gebilde, G(W, Z) = 0, sich ergibt, wobei dann W bis zum 
Grade m = n/k ansteigt. 


Zusatz. dJede doppeltperiodische Funktion f(z) geniigt einer 
algebraischen Differentialgleichung erster Ordnung, in welcher die 
unabhdngige Variabele nicht explizite vorkommt: 


Glf' (2), f(2)] = 9. 

Der Grad von G in W ist gleich der Ordnung n von f(z), wie in 
§ 7 noch des niheren gezeigt wird. Im ibrigen erweist sich das alge- 
braische Gebilde G[W, Z] = 0 als vom Geschlechte 1 (Kap. 14, §14), 
sofern man vom trivialen Falle absieht, daB f(z) eme Konstante ist. 

Briot und Bouquet?) haben die ganze Klasse von algebrai- 
schen Differentialgleichungen: 

off. w]=0 

auf die Existenz eines eindeutigen Integrals w = f(z) hin untersucht. 
Es hat sich dabei ergeben, da8 im Falle p = 0, wo p das Geschlecht 
des algebraischen Gebildes G[W, Z] = 0 bedeutet, die Funktion f(z) 
entweder eine rationale Funktion von z oder aber eine rationale 
Funktion von e” sein mu. Ist dagegen p = 1, so muf f(z) eine 
doppeltperiodische Funktion von z sein. Danach ist das Geschlecht 


1) Théorie des fonctions elliptiques, 2. Aufl., 1875, livre V. 
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des im Zusatze auftretenden algebraischen Gebildes G[W, Z] = 0 
notwendig gleich 1, sofern sich f(z) nicht auf eine Konstante reduziert. 


Aufgabe. Man beweise folgende Sitze: 

a) Haben die doppeltperiodischen Funktionen f(z) und (2) 
gleiche Perioden und stimmen ihre Hauptteile in jedem im Perioden- 
parallelogramm belegenen Pole miteinander iiberein, so ist 


p(z) = f(z) + Konst. 


b) Haben die doppeltperiodischen Funktionen f(z) und (z) 
gleiche Perioden und fallen die Nullpunkte und Pole der einen Funk- 
tion, jeden auch seiner Multiplizitiit nach gerechnet, bzw. mit den 
Nullpunkten und Polen der anderen Funktion zusammen, so ist 


y(z) = Cf). 


c) Hat f(z) nur zwei Pole erster Ordnung in einem Perioden- © 
parallelogramm, so miissen die entsprechenden Perioden ein primi- 
tives Periodenpaar bilden. 


d) Haben die doppeltperiodischen Funktionen f(z) und m(z) nur 
zwei Pole erster Ordnung im Periodenparallelogramm und fallt auBer- 
dem jeder Pol der einen Funktion mit einem Pole der anderen Funk- 
tion zusammen, so ist 


p(e) = Cf (2) + C’. 


e) Sei f(z) eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung 
mit einem doppelten Pole im Punkte z = 0, und sei 
hry 24 f(z) 
z=0 
Man zeige, daB die Funktion f(z) —1/z? nur eine hebbare Un- 
stetigkeit im Anfange hat. Ist ferner 
3 1 
lim f(@) — 33 = 0, 


so ist f(z) hiermit eindeutig bestimmt. 


§ 6. Uber doppeltperiodische Funktionen zweiter Ordnung. 


Unter der Ordnung einer doppeltperiodischen Funktion ver- 
steht man die Gesamtzahl der im Periodenparallelogramm belegenen 
Pole. Nach dem vorhergehenden Paragraphen ist eine doppelt- 
periodische Funktion, welche keine Pole besitzt, eine Konstante, und 
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eine erster Ordnung gibt es nicht. Hiner zweiter Ordnung sind wir 
dagegen bereits einmal begegnet, und zwar war das die zum ellip- 
tischen Integrale 


epee 
“ Vi-—@)i—#e) 
inverse Funktion (vgl. Kap. 9, § 6) 
w= Siam 2. 8n 2. 


Da8 es nun allgemein zu jedem beliebigen Periodenparallelogramm 
doppeltperiodische Funktionen sowohl mit zwei einfachen getrennten 
Polen als auch mit eimem einzigen Pole 
zweiter Ordnung gibt, wird im nach- 
folgenden Kapitel gezeigt. 

Sei also f(z) eine doppeltperiodische 
Funktion zweiter Ordnung mit getrennten, 
in den Punkten 6,, 6, des Periodenpar- 
allelogramms gelegenen Polen. Der Ver- 
einbarung beziiglich der Zugehérigkeit der 
Randpunkte gema wird dann 


fb, =~, + to + to’ 


sein, wobei —1 <t< 1, und ebenfalls —1 <i?’ <1 ist. Indem 
wir den Mittelpunkt der Strecke (6,, 8.) mit ¢ bezeichnen: 


ee ncels 
9, “) 


Fig. 112. 


C 


verlegen wir den Anfang in diesen Punkt: 


g = 2 —6. 
Dann wird 
By = B, —¢ = BSP — FO+GO’, 
0a Be 


sein. Ferner soll das Periodenparallelogramm durch ein neues er- 
setzt werden, dessen Mittelpunkt im Punkte 2’ = 0 hegt. Dann 
liegen beide Pole f,', B,’ wirklich innerhalb des Parallelogramms. Von 
jetzt ab wollen wir die Striche fortlassen, also die transformierte 
Funktion schlechtweg mit f(z), deren Pole mit £,, 6, bezeichnen. 
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Nach dem 5. Satze von §5 hat man nun, da 
By + 8, = 9 


ist, die Relation: — 
a, + a — 0 (mod a, w’) 


und zwar wird stets a, + @ = 0 sein, sofern nicht gerade einer und 
daher auch beide der Nullpunkte @ auf dem Rande des Parallelo- 
gramms liegen. Ferner wird noch die Summe der beiden Punkte, in 
denen f(z) einen beliebigen Wert annimmt, im allgemeinen gleich 0 
sein, § 5, Zusatz des 5. Satzes. Nun heift das aber geometrisch nichts 
anderes, als daB die Punkte des Parallelogramms, in welchen f(z) 
den Wert C annimmt, sofern sich dieselben innerhalb des Parallelo- 
gramms befinden, in bezug auf den Mittelpunkt z= 0 desselben 
symmetrisch liegen. Demgemif ist allgemein 


(2) =f(—2), 
d. h. f(z) ist eime gerade Funktion. Da die Ableitung einer geraden 
Funktion ungerade ist, so hat man ferner: 


pale Seay cee) 
Im iibrigen hat f’(z) emen Pol zweiter Ordnung in jedem der Punkte 
8,, B., und zwar fehlt der lineare Term im Hauptteil desselben, d. h. 
das Residuum verschwindet dort; sonst verhalt sich f’(z) analytisch 
im Periodenparallelogramm. Hiermit erweist sich f’(z) als von der 
vierten Ordnung. 

Auf Grund dieser Relationen lassen sich auch die Nullpunkte 
von f’(z) leicht bestimmen. Im Punkte z = 0 verhilt sich f’(z) ana- 
lytisch, und da iiberdies 

AO = —7 0) 


ist, so ist zg = 0 eine Wurzel von f’(z). Des weiteren verhialt sich 
f(z) im Randpunkte z = 4@ analytisch, und da nun 
(to) = —f'(— to) = —f'@ —}o) = — 7’ oa) 
ist, so folgt, daB z = $m eine zweite Wurzel von f’(z) ist. In iihn- 
licher Weise findet man, daf f’(z) in den Punkten z = $0’, }w + 4a’ 
verschwindet. Hiermit sind alle vier Wurzeln von f'(z) ermittelt. 
Jetzt wollen wir die Form der Differentialgleichung fiir f(z): 


G[f' (2), f(a] = 0 


erforschen. Setzt man 
Z=f(), W=f, 


so kann man ohne weiteres folgende Schliisse ziehen: 
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a) jedem Werte von Z entsprechen zwei im allgemeinen ge- 
trennte Werte von W; 

b) diese beiden Werte von W sind einander entgegengesetzt 
gleich; 

c) jedem Werte von W entsprechen héchstens vier getrennte 
Werte von Z; 

d) W und Z werden gleichzeitig unendlich. 

Aus a) und c) geht hervor, da 


G[W, Z] = 4,(Z) W? + A,(Z) W + A,(Z) 


ist, wobei A, ein Polynom héchstens vom vierten Grade in Z ist. 
Wegen a) verschwindet A,(z) nicht identisch, und wegen d) redu- 
aiert sich A,(Z) auf eine Konstante. Ferner verschwindet A, (z) 
wegen b) identisch. Nun weil man aber bereits die Werte von z, 
wofir f/’(z) verschwindet. Fiir diese hat Z die Werte: 


Fy = 4(0), Z,= (3), Z,= 42+"), Z,=1(%); 


auBerdem nimmt f(z) den gleichen Wert in zwei von diesen Punkten 
niemals an, da f(z) m jedem derselben den jeweiligen Wert bereits 
zweimal annimmt. Daher mu8 A, wirklich vom vierten Grade sein, 
und wir finden nunmehr: 


rer o[re) —1][4 13) [10 —-(*S* )h@—AG) 


Die Funktion f(z) ist nichts anders als die zum elliptischen 
Integrale 


Ap aZ, ; 
rez, @—Z) Z—Z,) Z—Z,) 


20 


inverse Funktion Z (z): 
Sc (ON 


Durch eine geeignete lineare Transformation von Z 1laBt sich 
dieses Integral noch auf die Jacobische Normalform: 


- 


f 
dt 


, Va— et) (1— ke)’ 


bringen. Es wird namlich in der Theorie der binéren Formen ge- 
zeigt, daB zwei beliebige binire quadratische Formen, deren vier 
Wurzeln alle grtrennt liegen, zu einer quadratischen Form Anlaf 
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geben, deren beide Wurzeln die Wurzeln der einen, sowie diejenigen 
der anderen vorgelegten Formen harmonisch teilen. Fa8t man da- 
her die vier Punkte Z,,...Z 3 zu Paaren zusammen und sucht man 
dann das entsprechende Punktepaar, so braucht man letztere Punkte 
nur noch durch eine geeignete lineare Transformation in die Punkte 
¢ = 0, co iiberzufiithren, um jene Normalform des Integrals zu er- 
zielen. 

In iihnlicher Weise verfahrt man auch mit denjenigen Funk- 
tionen zweiter Ordnung, die bloB einen einzigen Pol zweiter Ord- 
nung haben. Da ergibt sich, daf eine solche Funktion ebenfalls 
einer Differentialgleichung von der Form geniigt: 


[if (2) ]? = G@), 


wobei aber jetzt G ein Polynom dritten Grades mit getrennten 
linearen Faktoren bedeutet. In beiden Fallen hat die der algebrai- 
schen Gleichung G[W,Z] = 0 entsprechende Riemannsche Flache 
zwei Blitter, welche in vier Verzweigungspunkten zusammenhingen. 
Im iibrigen liBt sich die eine Form der Gleichung ein-eindeutig in 
die andere transformieren, da beide ja auf die Normalform 


pF (PCA) (Le eae") 
gebracht werden kénnen. 


Konforme Abbildwng des Periodenparallelogramms auf eine zwet- 
blattrige Fléche. Durch die Funktion 


Z = fle) 


wird das Periodenparallelogramm, wie wir jetzt beweisen wollen, 
ein-eindeutig und im allgemeinen konform auf eine zweiblittrige 
Riemannsche Fliche mit vier Verzweigungspunkten abgebildet. 
Dabei geht der Rand des Parallelogramms in eine geschlossene, 
die Flache nicht zerstiickelnde Kurve mit einem Doppelpunkte 
iber. Wir wollen uns wieder auf Funktionen f(z) mit zwei ge- 
trennten Polen beschréinken und im iibrigen alle die fritheren Fest- 
setzungen beziiglich derselben noch beibehalten. 

Indem wir an den Abbildungssatz von Kap. 8, § 5 ankniipfen, 
zerlegen wir das Periodenparallelogramm vorab in vier iihnliche Par- 
allelogramme und beginnen mit einem davon, dem Bereich I, welcher 
keinen Pol enthalten midge. Im anderen Falle wird man vom Be- 
reiche IJ ausgehen; sollte endlich ein Pol auf der punktierten Be- 
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grenzung von J liegen, so braucht man nur den Rand des Perioden- 
parallelogramms in geeigneter Weise zu verbiegen. Da f(z) gerade 
ist, so nimmt diese Funktion jeden ihr in J zukommenden Wert zum 
zweiten Male im Bereiche JJ an. Hieraus folgt nun insbesondere, 
da8 sie den nimlichen Wert in zwei getrennten Randpunkten von I 
niemals annimmt. Wir sehen also, daB die Funktion Z = f(z) allen 
Anforderungen jenes Abbildungssatzes im Bereiche I geniigt, und 
darum bildet sie diesen Bereich ein-eindeutig und konform auf ein 
endliches Stiick I’ der Z-Ebene ab. Dabei besteht der Rand von I’ 
aus einer einfachen reguléren Kurve, C, welche in den vier Punkten: 


Z, =f (0), Z,=1($)s Zy = t(°5"), Z,=1(5) 


Kcken aufweist, deren Winkeléffnungen gerade doppelt so groB sind 
wie die entsprechenden Winkel im Parallelogramm. 

Im Bereiche JI hat f(z) dagegen einen Pol, die Funktion ge- 
nigt aber dort allen den Bedingungen des erweiterten Satzes von 
Kap. 8, § 5. Denn erstens ist sie stetig am Rande und bildet den- 


Fig. 113. 


selben, wie vorhin beim Bereiche J, auf eine einfache regulire Kurve 
ab. Letztere ist aber genau die Kurve C, wie man aus der Periodi- 
zitit von f(z) nebst den Relationen 


i(—2)=f(2), f@o' +2) =fGe —2) 


sofort nachweist. Zweitens nimmt f(z) in keinem inneren oder Rand- 
punkte von IJ einen Wert an, der einem inneren Punkte von TI ent- 
spricht. Demnach bildet f(z) den Bereich IJ auf das AuBere II’ 
des Bereiches I’ in der Z-Ebene konform ab. Fiigt man noch die 
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Bereiche I’ und II’ lings des der Strecke (0, 4a’) der z-Ebene 
entsprechenden Bogens C; zusammen, so erhilt man als Abbild 
des Gesamtbereiches (I, II) die lings des itbrigen Bogens von C 
aufgeschnittene erweiterte Z-Hbene. 

Unter Benutzung des Umstandes, daB8 f(z) gerade ist: f (2) =/(—2), 
findet man ferner, da8 der Gesamtbereich (III, JV) auf ein gleiches 
zweites Blatt der Z-Ebene abgebildet wird. Demgemi8 ergibt sich 
als endgiiltige Abbildung des Periodenparallelogramms die aus diesen 
beiden Blittern bestehende Riemannsche Fliche, wobei der Bogen Cy 
als Verzweigungsschnitt dient. Liings des Bogens Cs wird jedes Blatt 
mit sich selbst verbunden und verliuft dort schlicht. Die weiteren 
Bogen C,, Cy entsprechen endlich bzw. den beiden Paaren gegeniiber- 
liegender Seiten des Parallelogramms. 

Der Leser wolle sich ein Modell dieser zweiblittrigen aufge- 
schnittenen Fliche nach der Anweisung von Kap. 8, § 4, Fig. 87 ver- 
fertigen. Hr wird dann sofort erkennen, wie sich die Riemannsche 
Fliche fiir den Gesamtverlauf der zu Z = f(z) inversen Funktion 
2(Z) zusammensetzt, indem nimlich, der Angliederung eines neuen 
Parallelogramms der z-Ebene entsprechend, ein weiteres derartiges 
zweiblittriges Flichenstiick an den bereits vorhandenen Komplex 
angehingt und lings eines Teiles des Randes mit diesem ver- 
schmolzen wird; hiertiber vergleiche man noch die in §§ 8, 9 des 
8. Kapitels besprochenen transzendenten Riemannschen F'lichen. 

Andererseits vermag man aus derselben zweiblittrigen Fliche, 
welche soeben modelliert ist, eine geschlossene zweiblittrige Fliche 
herzustellen, welche als Riemannsche Flache fiir das obige algebrai- 
sche Gebilde: 


(1) W* —C(Z —Z,)(% —Z,)(4 —4Z,)Z — Zs) 
dienen kann. In der Tat wird vermdge der beiden Gleichungen 
== Jn) Wie Ta), 


dem Gesamtbereich (I, IJ) entsprechend, ein Zweig von W, als Funk- 
tion von Z betrachtet, iiber dem einen aufgeschnittenen Blatte aus- 
gebreitet, und ebenso wird ein zweiter Zweig, dem Gesamtbereiche 
(III, IV) entsprechend, im zweiten Blatte definiert. In zwei einander 
gegeniiberliegenden Uferpunkten von C, hat der eine Zweig gleiche 
Werte, und ebenso der andere Zweig, daher wird jedes Blatt lings 
dieser Kurve zu einem unversehrten Blatte erginzt. Dagegen gehen 
die beiden Zweige lings C, baw. C, ineinander iiber, und diesen 
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Kurven entsprechen somit Verzweigungsschnitte. —- Dies liegt eben 
daran, daB 


(e+) =f); 
dagegen, 


ity wt 2), fw og) = = ff (tor 2), 


Durch die Funktion f(z) und deren Ableitung hat man eine 
Uniformisierung des Gebildes (1) erhalten: 


Z= fe), W=f. 


Hierbei entspricht jedem Werte z ein Punkt des Gebildes, wihrend 
umgekehrt jeder Punkt (W,Z) des Gebildes zu einem und nur einem 
Punkte z des Fundamentalraumes der Funktion f(z) fihrt. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB das hiermit erhaltene 
Resultat sowohl fir eme Funktion zweiter Ordnung mit getrennten 
Polen, als auch fir eine mit einem einzigen Pole zweiter Ord- 
nung gilt. 


Aufgabe. Sei m(z) eine beliebige ungerade doppeltperiodische 
Funktion, welche kee Konstante ist, und sei @ irgendeine halbe 
Periode derselben. Man zeige, da8 @ entweder eine Wurzel oder ein 
Pol von (z) ist, und da im wbrigen die Ordnung der Wurzel bzw. 
des Poles ungerade ist. 

Man zeige ferner, daB 


p(@ + 2) = —9(@ — 2). 


7. Satz. Jede doppeltperiodische Funktion p(z) laBt sich durch 
eime belrebige doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung f(z) und 
deren Ableitung f'(z) rational ausdriicken, vorausgesetzt nur, dap em 
der Funktion f(z) zugehériges primitives Periodenparallelogramm auch 
fiir p(2) em (nicht notwendig primitives) Pertodenparallelogramm bildet. 


Verpflanzt man namlich die Funktion g(z) auf die soeben be- 
sprochene zweiblittrige Z-Flache, so verliuft sie dort emdeutig und 
weist auBerdem keine anderen Singularititen als Pole auf. Infolge- 
dessen 14Bt sie sich als rationale Funktion von W, Z darstellen, vgl. 
Kap. 8, § 15, 3. Satz, und hiermit ist der Beweis erbracht. 


“weiter Beweis. Der Satz kann auch ohne Heranziehung der 
zweiblattrigen Fliche bewiesen werden. Sei p(z), sowie f(z) zuniachst 
eine gerade Funktion. Dann nimmt y(z) m jedem Punktepaare, 
dessen Verbindungsstrecke durch z = 0 halbiert wird, gleiche Werte 
an und erscheint daher als eine eindeutige Funktion von Z = f(z). 
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Da diese Funktion auBerdem im allgemeinen analytisch ist und keine 
anderen Singularitiiten als Pole besitzt, so ist sie rational. 

Sei zweitens (z) eine ungerade Funktion von z, wihrend (2) 
noch immer gerade bleibt. Dann wird ¢(z)/f’(2) gerade sein, und 
infolgedessen wird hier 


¢(2) =f @RIFE)I- 


Ist (2) endlich weder gerade noch ungerade, so lit sich (2) 
immerhin als die Summe einer geraden und einer ungeraden Funktion 
darstellen: 


p (2) = $[y(z) + o(—2)] + $l) —¢(—24)], 


womit sich denn der Beweis auch in diesem Falle ergibt. 

Vermige der voraufgehenden Entwicklungen kann man nunmehr 
den Fall erledigen, daf auch f(z) keine gerade Funktion ist, indem 
man vermége einer linearen Transformation der unabhiingigen Va- 
riabelen: 

e=e2+y 
bewirkt, daB f(z) m eine gerade Funktion von 2’: 


i) =f@ —y) =fh@) 
verwandelt wird. Alsdann braucht man g(z) = p(2’ —y) = 9,(2’) 
nur rational durch f,(2’) und f,’(2’) auszudriicken, um hierauf zur 
urspringlichen Variabelen z wieder zuriickzugehen. 


Aufgabe 1. Sei f(z) eime gerade Funktion zweiter Ordnung, 
und sei m eine naturliche Zahl. Dann geniigt /(z/n) einer algebra- 
ischen Gleichung, deren Koeffizienten linear und ganz von f(z) ab- 
hangen. 


Aufgabe 2. Sind f(z), F(z) zwei gerade Funktionen zweiter 
Ordnung, so sind sie durch eine lineare Relation miteinander ver- 
knupft. 


Aufgabe 38. Sei p(z) eine beliebige doppeltperiodische Funktion 
n-ter Ordnung mit gemeinsamem Periodenparallelogramm, und man 


setzte 
Z= wp (Zz). 


Hierdurch wird das Periodenparallelogramm auf eine geschlossene n- 
blattrige Riemannsche Fliche § im allgemeinen konform abgebildet, 
deren Blatter in einer endlichen Anzahl von Verzweigungspunkten 
zusammenhingen und lings geeigneter Verzweigungsschnitte inein- 
ander itibergehen. Man beweise diesen Satz. 
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§ 7. Weitere Sitze betreffend doppeltperiodische Funktionen. 


8. Satz. Der siebente Satz lift sich dahin verallgemeinern, daf 
man an Stelle der Funktion zweiter Ordnung f(z) eine beliebige 
Funktion n-ter Ordnung w(z) treten lapt. 


Zum Beweise fasse man die irreduktibele algebraische Gleichung 
ins Auge, welche dem Zusatze des 6. Satzes von § 5 zufolge die 
beiden Funktionen 


(1) Z=wple), W=#'(2) 
mitemander verkniipft: 
(2) G[W,Z] =0. 


Ich behaupte: der Grad von G in W ist gleich n. In der Tat sei Z, 
ein Wert von Z, wofir alle Wurzeln von (2), sowie diejenigen der 
ersten Gleichung (1): 
(3) Zo = (2), 
voneinander verschieden sind. Ware nun der Grad von G in W 
kleiner als n, so miBte es zwei 1m Periodenparallelogramm belegene 
Wurzeln von (3): 2 = a,b geben, derart, daB gleichzeitig 

y@™=yv), v@=y'() 
ware. Daraus folgt aber allgemein: 

y (a) = yb), k = 2,8,+°° 
Differentuert man namlich (2) nach z, so kommt: 
"v Gy’ (2), v@] ; 

~ (2) ae ke G ply’ (2), y(2)] ue (2) ’ 
wobei der obigen Voraussetzung beziiglich Z, zufolge Gw[y’ (a), p(a)] 
nicht verschwindet. Durch den Schlu8 von k auf k + 1 ergibt sich 
noch allgemein, dafB jede spitere Ableitung von y(z) rational durch 
w(z), y’ (2) ausdriickbar ist, und zwar besteht der Nenner des Bruches 


stets aus emer Potenz von Gyly’(z), p(2)]. 
Aus dieser Uberlegung geht nun hervor, daB die beiden Funk- 


tionen von ¢: 
Wid £), =O ¢), 


miteinander identisch sind; denn sie verhalten sich analytisch im 
Punkte ¢ = 0 und stimmen dort nebst allen ihren Ableitungen mit- 
einander tiberein. Setzt man noch 


a+C=2, b+C=b—a-+z, 
y(z) = p(z +b —a), 


so wird 
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und daher 148t die Funktion yp(z) die Periode b —a zu.) In diesem 
Widerspruch liegt der Beweis der Behauptung. 

Jetzt erkennt man, da8B die Riemannsche Fliche, welche der 
durch die Gleichung (2) definierten Funktion W von Z entspricht, mit 
der Fliche § von § 6, Aufgabe 8, identisch ist. Es bleibt also nur 
noch iibrig, die vorgelegte Funktion p(z) auf diese Flaiche zu ver- 
pflanzen, um dann den 8. Satz von Kap. 8, § 15 heranzuziehen. 

In der Theorie der elliptischen Funktionen wird folgender Satz 
bewiesen.?) Seien w,@’ zwei beliebige Zahlen, deren Verhiltnis nur 
nicht reell ist, und sei 


Q2=xwo+ io’, 
Y= wo+rva’, 


nA 
“Y 
wo x, A,u,o@ ganze Zahlen sind. Durch zwei geeignete unimodulare 
Transformationen mit ganzzahligen Koeffizienten, 


oO, = aw + Bo’, Da See 
o,= yo + da’, Os OO DG 


geht dann die vorgelegte Transformation in folgende iiber: 


(4) = em; 


(5) 


(6) Q, eT, 
2 = 05O,', 
wo 9, o natiirliche Zahlen sind und N = o2o. 
Im AnschluB an diesen Satz kann man nun folgenden Satz 
beweisen. 


9. Satz. Seren p(z), P(z) zwet Funktionen, welche w, w’ bzw. 
2, Q' zu einem primitiven Periodenpaar haben. Dann geniigt ®(z) 
emer wrreduktibelen algebraischen Gleichung N“” Ordnung, deren Koef- 
fizienten rational von p(z), gy’ (2) abhdngen. 


Kin den Perioden 2,, 2,’ entsprechendes Parallelogramm 1iBt 
sich in N kongruente den Perioden w,, w,' entsprechende Parallelo- 
gramme zerlegen. Einem beliebigen Punkte z eines der letzteren ent- 
sprechen also im ganzen N kongruente Punkte, welche im grofen 
Periodenparallelogramme liegen. Bei geeigneter Wahl der Parallelo- 
gramme sind es die Punkte (wir lassen fortan die unteren Indizes 
fort, indem wir uns die unimodularen Transformationen (5) von 


1) Wegen der hier angewandten SchluBweise vgl. Biermann, Analy- 
tische Funktionen, S. 391. 


2) Man vergleiche etwa Weber, Elliptische Funktionen, 8.73 = Lehr- 
buch der Algebra, Bd.3, S. 96. 
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vornherein ausgefiihrt denken, so daB also Q = ew, 2’= ecw’ wird) 


Zz, z+o, Z = 20,6: z+ (oe —l)o, 
z+a’, 2+o +o, z+o0'+20,... z+’ +(0—l)a, 


2+ (eo —1)o’, 2+ (ec —1)u’+a,... 2+ (ec—1)0’+(0—l)o, 
Demgemi8 wollen wir ein beliebiges symmetrisches Polynom in den 
N = e?o Argumenten: 


CU ako 1 ho), hk = 0, 1), e014 k= 0,1,.., 06 —1 


bilden. Dasselbe liBt offenbar die Perioden w, w’ zu und wird somit 
rational durch @(z), p’(z) ausdriickbar. Hieraus erkennt man, dab 
die Koeffizienten der algebraischen Gleichung: 


[][@ — + ko + k’o')] = 0 


als rationale Funktionen von (z), y’(z) dargestellt werden kénnen, 
wihrend derselben andererseits durch die Funktion ®(z) geniigt wird. 
Hs bleibt also nur noch tbrig nachzuweisen, daB das obige Polynom 
sich nicht in Faktoren zerlegen lift, deren Koeffizienten rational von 
y(z), (2) abhingen. Gesetzt, das gmge nun an. Dann wiirde D(z) 
Wurzel eines Polynoms sein, dessen Koeffizienten rational von (z), 
y’ (2) abhingen, welches aber bei passender Wahl von ko, ko’ fiir den 
Wert ® = O(2 + kyw + kyo’) nicht verschwindet. Fiihrt man jetzt 
z stetig in den Wert z + kyw + k,y’w’ wtber, so kehren die Koeffizien- 
ten zu ihren urspriinglichen Werten wieder zuriick, wihrend das Poly- 
nom bestindig verschwindet, und hiermit sind wir zu einem Wider- 
spruch gefiihrt worden. 

Zum Schlusse beweisen wir noch das Additionstheorem nebst 
dessen Umkehrung. 


10. Satz. Jede doppeltpertodische Funktion p(z) besitzt ein alge- 
braisches Additionstheorem, und zwar ist 


P (2 + 2) = Blp(e), p' (a), Pee), Y' (22) ], 
wo R eine rationale Funktion der vier Arqumente bedeutet. 
Sei f(z) irgendeine doppeltperiodische Funktion zweiter Ord- 
nung mit gemeinsamem Periodenparallelogramm, wofiir der Satz be- 
reits feststeht. Hine soleche Funktion werden wir im folgenden Kapitel 


in der WeierstraBschen g-Funktion kennenlernen; vgl. indessen 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 838 


514 III, 10. Periodische Funktionen 


auch nachstehende Aufgabe 1. Kraft des 7. Satzes wollen wir 9 (2) 
zuerst durch diese Funktion und deren Ableitung ausdriicken: 


(1) p(2) = R@), £()). 

Hieraus folgt vor allem: 

(2) p (2 + 2) = REF (@ + 42), f (@ + 2) |. 

Andererseits hat man 

(3) f (2: + 2) = r[f (es), f (21), fF (22), f (2a) I, 

sowie auch 

(4) fe + a) = 5" = riUfler), Pe), Flea), f(eadh 

wobei die Elimination von f’(z,) aus é@7r/éz, vermége der Relation: 
(5) [f’ (@) ]? = Gif (2)] 


geschieht, indem man diese nach ¢ differentiert. Tragt man noch 
die Werte von f(z; + 2), f’ (2 + 2) aus (3), (4) in (2) ein, so 
kommt: 


(6) Pa + 2) = Ri lfler), f (a), fee), f(s) J- 


Hierbei sind alle die Funktionen ,r,7,, Rt, rational, wihrend G 
auBerdem ganz ist. Der Beweis des ersten Teils des Satzes erfolgt 
nun einfach dadurch, daf man die Relationen (1) und (5) emmal fiir 
z = 2,, sodann auch fiir z = z, anschreibt, um darauf noch aus diesen 
vier Gleichungen nebst (6) die vier Funktionen f(z), f’ (21), f (@), f' () 
zu eliminieren: 


Glo ae Ze), P(A), P (22) | = 0, 


wo G ein Polynom bedeutet. Daf diese letzte Gleichung nicht illu- 
sorisch werden kann, indem G(w,, w,, ws) identisch verschwindet oder 
von weniger als drei Argumenten abhingt, folgt schon daraus, daB 
jene fimf Gleichungen, welche wir uns zuvorderst auf die Form von 
algebraischen Gleichungen gebracht denken wollen, bei willkirlich 
vorgegebenen Werten von w, = y(z,) und w, = (z,) im allgemeinen 
nur eine endliche Anzahl von Bestimmungen der dritten GréBe 
W; = ~(% + 2) zulassen, falls sie gleichzeitig bestehen sollen. 

Um den zweiten Teil des Satzes festzustellen, kniipft man an den 
8. Satz an, indem man laut desselben f(z), sowie f’(z) rational durch 
pz), y'(z) ausdriickt und dann die so gewonnenen Werte von f(z), 
I (1), f (2), f (22) in (6) eintragt. 
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Wir wollen jetzt die Umkehrung des soeben bewiesenen Satzes 
besprechen. 


11. Satz.1) Hume emdeutige Funktion p(z), welche sich iiberall im 
Endlichen, héchstens voi Polen abgesehen, analytisch verhdlt und aufer- 
dem em algebraisches Additionstheorem besitzt: 


; Glp(t + 22), (2x), P (2)] = 0, 
ast entweder 


1) ewe rationale Funktion von z; oder 


22% 
2) eme rationale Funktion von e ” ; ; oder endlich 
3) eine rationale Funktion von f(z), f(z), wo f(z) eine doppelt- 
periodische Funktion der am Eingang des § 1 niiher bezeichneten Art ist. 


Wir bemerken vor allem, da jede rationale Funktion offenbar 
ein algebraisches Additionstheorem besitzt, und kénnen deshalb da- 
von absehen, da g(z) rational ist. In jedem anderen Falle hat g(z) 
eine wesentliche Singularitit im Punkte oo. Das hat nun aber unter 
den Voraussetzungen des Satzes zur Folge, daB g(z) periodisch ist. 
In der Tat sei m der Grad von G im ersten Argument. Dem 11. Satze 
von Kapitel 7, § 6 zufolge gibt es eme Zahl C,, wofiir die Gleichung 


Ce = 9 (22) 
m-+1 getrennte Wurzeln 2. = dy, Q,, .--, Gm hat. Wir wollen ¢ so 
annehmen, dai sich m(z) in jedem der Punkte €+a,,1=0, 1, 
..., m, sowie auch im Punkte ¢=€, analytisch verhialt. Sei 
C, = (C). Bildet man nun die Gréfen: 


Pie egy eG (C Oy) > ny GG 4G.) 

so sind diese simtlich Wurzeln des Polynoms: G(W, C,, C,). Darum 
miissen auch mindestens zwei davon einander gleich sein. 

Wir wollen jetzt zeigen, daB fiir zwei der obigen GrdBen a, die 
Gleichung 
(A) P(2 + a) = 9% + &), 
allgemein gilt. Beschrinkt man nimlich z zunichst auf die Nach- 
barschaft des Punktes ¢, so folgt aus der Gleichung 


Glo(ze +a), gp), C.] = 0, 1=0,1,...,m, 
daS fiir jeden Punkt dieser Umgebung die Gleichung 


p(z + a,) = (2 + ,) 


1) Weierstra8, Vorlesungen. 
33% 
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bestehen muf. Indessen kénnten x und A, soviel man sieht, fiir ver- 
schiedene Punkte z verschieden ausfallen. Da es aber nur eine end- 
liche Anzahl von Paaren (x, 4) gibt, wiihrend die Anzahl der in Be- 
tracht kommenden Punkte z doch unendlich ist, so mu8 es mindestens 
ein bestimmtes Paar: x =k, A =1, geben, wofiir obiger Gleichung 
durch unendlich viele Punkte der Nachbarschaft von ¢€, und daher 
auch durch alle Punkte derselben geniigt wird. Hieraus folgt, daf 
p(z + a,) und y(z + a) eben ein und dieselbe monogene analytische 
Funktion sind, und darum li8t m(z) die Periode a, — a; zu. 

Ist p(z) doppeltperiodisch, so subsumiert sich p(z) damit auf 
Grund des 8. Satzes unter 8). Es bleibt deshalb nur noch der Fall 
za erledigen tibrig, da8 (z) einfach periodisch ist. Zu beweisen ist, 
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daB p(z) sich dann rational durch e ° * ausdriicken laBt, wobei w eine 
primitive Periode von g(z) bedeutet. Sollte das nicht angehen, so 
miiBte m(z) mindestens in einem Endpunkte des Periodenstreifens 
eine wesentliche singulire Stelle im Sinne von § 2 haben. Infolgedessen 
kénnte man durch eine ahnliche Uberlegung wie die obige zeigen, 
daB es sogar im Periodenstreifen zwei Punkte a, und a, gibt, wofiir 
allgemein 


p(z + ax) = p(2 + ay) 


ist. Demgemi lift aber y(z) noch eine Periode a, — a, zu, welche 
kein ganzzabliges Vielfaches der primitiven Periode w ist. Mit diesem 
Widerspruch ist der Beweis des Satzes erbracht. 

Phragmén?) hat eine Verallgemeinerung dieses Satzes bewiesen, 
welche folgendermaBen lautet: Besteht zwischen drei Elementen einer 
monogenen analytischen Funktion ¢(z): 


Pilz)» P2(%2), Ps(w), 


deren Definitionsbereich die Punkte z,=¢,, 22 =¢,, w=¢, + Cy 
umfabt, eine algebraische Relation: 


Glpi(%s), P2(%2), Ps(é1 + %)] = 0, 
so ist p(z) entweder 


1) eine algebraische Funktion von z; oder 
2% 


2) eine algebraische Funktion von e” ; oder endlich 


1) Acta mathematica, Bd. 7 (1885), S. 33. Der Satz rithrt von Weier- 


straB her; Schwarz, Formeln und Lehrsdtze zwm Gebrauch der elliptischen 
Funktionen, § 1. 
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3) eine algebraische Funktion von f(z), wo f(z) eime eindeutige 
doppeltperiodische Funktion ist, welche keine anderen Singularititen 
im Endlichen als Pole besitzt. 


Aufgabe 1. Man beweise das Additionstheorem fiir Funktionen 
zweiter Ordnung, indem man auf Grund der diesem Paragraphen 
vorausgehenden Entwicklungen die Funktion f(z + y) durch f(z) und 
f’ (2) explizite auswertet. Dabei darf man zunichst annehmen, daB 
f(z) eine gerade Funktion ist. 


Aufgabe 2. Sei m(z) eime eindeutige Funktion von z, welche 
im Hndlichen keine anderen singuliren Stellen als Pole hat und 
auBerdem einer Differentialgleichung von der Form: 


G[p' (2), ¢@] =0 


geniigt, wo G ein irreduktibeles Polynom ist. Man zeige, daB (z) 
dann entweder rational oder periodisch ist, und zwar, im Fall »(z) 
nur einfach periodisch ist, da8 m(z) dann keine wesentliche singulire 
Stelle im Fundamentalraume besitzt. 


§ 8. Hine auf dem Fundamentalbereich fufende Definition der 
periodischen Funktionen. 


Aus den vorstehenden Entwicklungen ist deutlich hervorgegan- 
gen, welch einschneidende Bedeutung der Begriff des Fundamental- 
bereiches fiir die Theorie der periodischen Funktionen besitzt. Auf 
diesen Begriff griindet sich auch die Theorie der automorphen Funk- 
tionen, wie sie im Sinne der Riemannschen Funktionentheorie ent- 
wickelt worden ist. Wir wollen noch zum Schluf emen Satz beweisen, 
wonach die Definition einer periodischen Funktion auf Grund ihres 
Verhaltens im Fundamentalraume ohne Bezug auf angrenzende Ge- 
biete getroffen werden kann. 


Theorem. Verhdlt sich die Funktion f(z) m jedem wmneren Punkte 
zines Parallelstreifens bzw. emes Parallelogramms analytisch, wofern 
man blob von etwaigen Polen absieht, wnd ndhert sich f(z) ferner im 
jedem eigentlichen Randpunkte einem Grenzwerte; stummen endlich diese 
Randwerte paarweise in kongruenten Randpunkten tiberein, so rst f(z) 
eine pertodische Funktion, deren Singularitdten, sofern sich f(z) nicht 
auf eine Konstante reduztert, ledighch aus den 1m Fundamentalbereiche 
gelegenen Pole nebst den damit kongruenten Punkten der Hbene und 
einer wesentlichen singuliéren Stelle im Punkte co bestehen. 
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Der Satz gilt selbst dann noch, wenn f(z) in isolierten Randpunkten 
unendlich wird, sonst aber den vorstehenden Bedingungen geniigt. 


Der Hinfachheit halber fithren wir den Beweis blo& fiir das Par- 
allelogramm. Man konstruiere das Parallelogrammnetz, dessen eine 
Masche das vorgelegte Parallelogramm bildet, und definiere die Funk- 
tion f(z) in jedem Punkte der Ebene durch den Wert, welchen sie 
im kongruenten Punkte des Ausgangsparallelogramms % erhilt. In 
einem Randpunkte von % wird f(z) der zugehérige Grenzwert bei- 
gelegt. Dann braucht man nur zu zeigen, daB sich f(z) in den Rand- 
punkten von % analytisch verhilt. Zunichst folgt aus den Voraus- 
setzungen des Satzes, daf f(z) in den Randpunkten von %, héchstens 
mit Ausnahme von isolierten Randpunkten, stetig ist. Daher liBt sich 
der 12. Satz von Kap. 7, §6 in Anwendung bringen, und hiermit ist 
der Beweis fertig. 

Wir wenden das soeben erhaltene Theorem zum Beweise des fol- 
genden Satzes an. 


Satz. Das unbestimmte Integral einer ungeraden periodischen 
Funktion f(z), deren Residuen séimtlich verschwinden, ist eine gerade 
periodische Funktion. 

DaB das Integral F(z) vor allem eine gerade Funktion ist, 
folgt aus dem Theorem von Kap. 9, §6, denn F(z) ist offenbar 
in der Nahe des Punktes z = 0 gerade. Ferner ist F(z) eindeutig, 
da diese Funktion keine anderen Singularititen im Endlichen als 
Pole hat. Es handelt sich also nur noch um den Beweis, daB 


(1) FC + a) = Fé) 


ist, wo € und ¢€ +, zwei beliebige kongruente Randpunkte be- 
deuten, in welchen F(z) endlich bleibt. Sei wm, =o; der Fall 
®, =’ wird ahnlich behandelt. Indem wir F(z) durch ein _be- 
stimmtes Integral ausdriicken: 


F(z) ey Mion +K, 
geht die Gleichung (1) dann ‘a folgende iiber, 
(2) f(2)dz=0, 
wobei der Integrationsweg, C, nur durch keinen Pol gehen darf, 


sonst aber willkiirlich verliuft. Wir wollen % so annehmen, daf 
der Punkt z= 0 den Mittelpunkt von % bildet. 
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Sei C’ die Kurve, welche mittels einer Drehung durch den Winkel x 
um den Punkt z = 0 aus C hervorgeht. Die Kurve C laBt sich offenbar 
so annehmen, da sie die Kurve C’ nicht iiberschneidet. Durch C 
und C’ wird ein Bereich S aus dem Periodenparallelogramme ausge- 
schnitten, uiber dessen Rand wir nun integrieren wollen. Der Wert 
des Integrals ist gleich der Summe der Residuen von f(z) in den in S 
befindlichen Polen dieser Funktion, also = 0. Nun heben sich anderer- 
seits die vom Rande des Parallelogramms herriihrenden Beitrige 
offenbar gegenseitig auf — sollte zufillig ein Pol darauf liegen, so wird 
er durch eine kleine Abainderung von % entfernt — wihrend C’ den- 
selben Beitrag liefert wie C, da f(z) ungerade ist. Hiermit ist die 
Richtigkeit von Gleichung (1) dargetan. 

Aufgabe. Sei f(z) eine beliebige doppeltperiodische Funktion, 
deren Residuen siimtlich verschwinden, und sei F'(z) ein unbestimmtes 
Integral derselben. Man zeige, daB 


F(z +o) =F(ze) +, F(e+o') =F(2) +7 


ist, wo 7, 7’ Konstante bedeuten, die insbesondere verschwinden 
konnen. 


eS Uber gewisse Funktionen, welche mit den doppeltperiodischen 
Funktionen verwandt sind, 


A) Funktionen mit multvplikatwer Periode. Indem wir die frither 
zur Untersuchung der einfach periodischen Funktionen vielfach be- 
nutzte Transformation 


2 tt 
z 


(1) ow =e 


hier wieder in Anwendung bringen, geht eine doppelt periodische 
Funktion f(z) mit den Perioden w, w’, wobei ja (| = > 0 sein 


soll, in eine eindeutige Funktion von w: 


i (2) Te p(w), 


iiber, welche, von den beiden Punkten w = 0, oo abgesehen, keine 
anderen Singularititen als Pole aufweist. Bei naherer Betrachtung 
der durch (1) definierten konformen Abbildung erkennen wir, daB 
das Periodenparallelogramm (Fig. 114) in einen Kreisring der w-Ebene 
ibergefiihrt wird, wobei der Strecke (0, w) die aus dem Hinheitskreise 
der w-Ebene bestehende diuBere Begrenzung desselben entspricht, wah- 
rend die beiden anstoBenden Seiten in einen Bogen einer logarith- 
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mischen Spirale transformiert werden. Der Periodizitat hinsichtlich 
der zweiten Periode w’ steht hier die Funktionalgleichung 

p(aw) = p(w), OF Biert he 
gegeniiber. Wir erhalten mithin einen Fundamentalbereich fiir p(w), 
indem wir einen Kreisring: 

R’ ss |\wv| <= &B, RY = lal RB; 
nehmen, wobei R willkiirlich ist. Der Bedingung (| : =) > 0 zu- 


folge ist |e] < 1. Endlich nimmt ¢(w) gleiche Werte in denjenigen 
Paaren von Randpunkten an, in welchen der Rand durch die Indivi- 


Fig. 114. 


duen einer Schar logarithmischer Spiralen getroffen wird. Stellt man 
nimlch die Punkte des Periodenparallelogramms in der Form dar: 


z=Awo+to’, OscdAST, 0O<tSel 
und setzt man noch 


—=a-+ di, b>0, 


w= Re®?, 
so findet man aus (1): 


R=e°*! OP = ali + ad). 
Hieraus erkennt man insbesondere, daf die geradlinige Strecke 2 = A: 
z2=h1,w-+ to’, D aact Seale 


in einen derartigen Spiralbogen iibergeht. 
Umgekehrt kann man von der Funktionalgleichung 


p(aw) = p(w), |a| + 1, 


ausgehen und diejenigen derselben geniigenden eindeutigen Funktio- 
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nen untersuchen, welche im Endlichen, vom Punkte z= 0 abge- 
sehen, keine anderen Singularitéten als Pole besitzen. Von dieser 
Funktionsklasse aus gelangt man dann wieder zu den doppeltperio- 
dischen Funktionen vermége der zu (1) inversen Transformation: 

@ 


anj 08 U- 


Vy iam 


Wegen einer eingehenden Untersuchung dieser Funktionsklasse ver- 
gleiche man Rausenberger, Pertodische I'unktionen. 


Aufgabe. Ist |a| =1, so zeige man, daB es im allgemeinen 
keine eindeutige Funktion y(w) gibt, welche der Funktionalgleichung 
yp (aw) = p(w) 


genugt und sich nicht auf eine Konstante reduziert. Wenn dagegen 
insbesondere 


ist, wo p, q relativ teilerfremde ganze Zahlen sind und q > 1 ist, so 
liefert jede eimdeutige Funktion von w?, welche von w= 0, co ab- 
gesehen nur Pole hat, eine Lésung. Man erweitere diese letzte Be- 
dingung. Ist hier iberhaupt irgendeine Voraussetzung nétig? 

B) Funktionen mit Pervodizrtdtsmodul bzw. mit vortretendem Faktor. 
Aus den Entwicklungen des voraufgehenden Paragraphen folgt, daB 
das Integral einer doppeltperiodischen Funktion f(z) mit verschwin- 
denden Residuen zu einer eindeutigen Funktion 


F(2) =f f(e dz 
fiihrt, welche in kongruenten Randpunkten des Periodenparallelo- 
eramms Periodizititsmoduln 7, 7’ aufweist: 

F(e+o)=F(ze)+7, 

F(ie+o')=F(z)+7/'. 
Umgekehrt ist die Ableitung einer Funktion, welche im Endlichen 
keine anderen Singularititen als Pole hat und den Funktional- 
gleichungen (A) geniigt, doppeltperiodisch. Indem man das Integral 
48 F'(z)dz iiber den Rand des Parallelogramms fihrt, stellt sich her- 


aus, da 
(2) no’ —7'o = 201 Lo 


(A) 


ist, wobei Xo die Summe der Residuen von F(z) im Parallelogramm 


bedeutet und, wie gewodhnlich, n(= 2) > 0 ist. Wire dagegen 
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K = <0, so miiBte in (2) rechter Hand das Minuszeichen stehen. 
Hiermit ist eine notwendige Bedingung ermittelt, woran die drei 
GréBen 7, 7’, Soe gekniipft sind. DaB es umgekehrt stets eme Funk- 
tion F(z) gibt, welche willkiwliche Pole und Periodizitiitsmoduln be- 
sitzt, sofern nur dieser Bedingung geniigt wird, folgt aus der Existenz 
und den Higenschaften der sogleich zu besprechenden ¢-Funktion, 
Kap. 11, § 3. 

Sei f(z) insbesondere eine Funktion zweiter Ordnung mit zu- 
sammenfallenden Polen. Dann hat F(z) bloB® einen einzigen Pol erster 
Ordnung. Eine solche Funktion werden wir im folgenden Kapitel des 
niheren betrachten, nimlich f(z) = — e(z), F(z) = C(z). Die Par- 
tialbruchzerlegung einer beliebigen doppeltperiodischen Funktion @ (z) 
vermége einer derartigen Funktion F(z) nebst deren Ableitungen 
kénnte schon an dieser Stelle vorgenommen werden. Wir empfehlen 
dies dem Leser als eine gute Ubung. 

Kine andere Funktionsklasse erhalten wir, wenn wir aus einer 
doppeltperiodischen Funktion f(z) = f(z) bzw. aus dem Integral 


einer solchen f(z) = F(z) = af f(2)dz die Funktion 

@ (2) = oS 14 
bilden. Soll ®(z) eindeutig ausfallen, so muB zuniichst, falls f(z) 
=4 f(2)dz ist, jedes Residuum von f(z) verschwinden. Fernerhin 


miissen in jedem [alle simtliche Residuen von {(z) ganzzahlig aus- 
fallen. Andererseits wird man zur Vermeidung wesentlicher singulirer 
Punkte im Endlichen verlangen, daB alle Pole von {(z) einfach seien. 
Wir wollen in der Tat voraussetzen, daB diese Bedingungen alle 
erfiillt sind. Dann geniigt ®(z), wie eine leichte Rechnung zeigt, 
den Funktionalgleichungen 


D(z + w) = er*+¢ P(z), 
D(z + w') = e*#+¢ D(z). 


Dabei geniigen 7, 7’ einer Relation von der Form 


(B) 


(3) no’ —7'o = 2iN, 
wo N eine ganze Zahl bedeutet. Zum Beweise braucht man ja nur 
P(z-+ +o’) einmal durch die erste, sodann aber durch die zweite 
Gleichung (B) auszudriicken. 

Umgekehrt sei ®(z) eine Funktion, welche im Endlichen bis auf 
Pole analytisch ist und den Funktionalgleichungen (B) geniigt. 
Dann geniigt deren logarithmische Ableitung den Relationen (A). 
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Wahrend die elliptischen Funktionen notwendig Pole haben 
muBten, sofern sie sich nicht auf eine Konstante reduzierten, kann 
sowohl F(z) als @(z) eine ganze Funktion sein. In der Tat geniigt 
jede lineare ganze Funktion den Funktionalgleichungen (A); anderer- 
seits erhalt man in e’’, wo g(z) ein beliebiges Polynom 2* Grades 
ist, eine Lésung von (B). Diejenigen Lésungen von (B), welche 
ganze Funktionen sind, heiBen Jacobische Funktionen. Nimmt man 
f(z) als doppeltperiodisch, so daB also 7 = 7’ = 0 wird, so gehen die 
Funktionalgleichungen (B) in folgende iiber: 

(0) O(z2+ o) = pw G(z) 

D(z + ow) = w' D(z) 
Hiermit erhalt man eine Klasse von Funktionen mit multiplikativen 
Periodizititsmoduln, welche von Hermite untersucht ist. 

Aus der Funktion @(z) entsteht eine verwandte Funktion Y(z), 
welche die Periode mw besitzt, indem man 


YP (2) ae" TAO (2) 


setzt und iiber die Koeffizienten a, B passend verfiigt. Doch wollen 
wir diese allgemeinen Betrachtungen hiermit abbrechen.+) 


Aufgabe1. Hat eine Funktion, welche den Funktionalgleichungen 
(A) geniigt, gar keine Pole, so mu8 sie notwendig eine lineare Funk- 
tion von 2 sein. 

Aufgabe 2. Ist F(z) eine Losung von (A), so wird die all- 
gemeine Losung durch die Formel: 


Pe) =F,@) + f@ 


gegeben, wo f(z) eine zum Parallelogramm (w, w’) gehdrige doppelt- 
periodische Funktion ist. 


Aufgabe 8. Man zeige, da eme Funktion der Klasse (C) 
ebenso viele Nullpunkte a; als Pole £6; im Periodenparallelogramm 
hat. Was kann man hier ttber die Differenz: 


> %; — 26 


#=1 


aussagen ? 


1) Niheres hieriiber bei Burkhardt, Elliptische Funktionen, § 28, sowie 
5. Abschn. Hs sei fernerhin auf die einleitenden Kapitel von Weber, Ellip- 
tische Funktionen und algebraische Zahlen = Lehrbuch der Algebra, Bd. 3, ver- 
wiesen. Im iibrigen werden die Existenzbeweise fiir die hier besprochenen 
Funktionen durch die Entwicklungen des folgenden Kapitels geliefert. 


Elftes Kapitel. 


Reihen- und Produktentwicklungen. 


§ 1. Partialbruchzerlegung der Funktionen csc? z, cot z, usw. 
Die Funktion cot z wird durch die Formel definiert: 


. eat —2t 
(1) cotzg = SF = iS ee 


sin z ext — g—4t 


Sie hat einen Pol erster Ordnung in den Punkten z=nz, wo 
n=0, +1, + 2,... ist, und zwar ist das Residuum der Funk- 
tion in jedem dieser Pole gleich 1. Ferner hat sie die Periode a, 
so daB man als Periodenstreifen etwa den Bereich: 


“14 at 
— 9 St<>5> —co<y<oco 


nehmen kann. In den beiden Endpunkten des Streifens bleibt sie 
endlich und nihert sich im Punkte y = + co dem Grenzwerte —1, 
im Punkte y=-—oo dem Grenzwerte +1. Sie hat deshalb im 
ganzen Streifen nur den eimen Pol z=0, und darum bildet die 
Periode a in der Tat eine primitive Periode. 

In jedem eigentlichen Punkte der Ebene hat die Funktion cot 2 
also den Charakter einer rationalen Funktion, d.h. sie verhilt sich 
dort im allgemeinen analytisch und hat keine anderen Singularititen 
als nur Pole. Im iibrigen ]é8t sie in der Niihe eines Poles die Dar- 
stellung zu: 


cot z= 


Z—nn + (2), 
wo @(z) sich im Pole =z analytisch verhilt. Indem wir nun 
an die Partialbruchzerlegung der rationalen Funktionen ankniipfen, 
werfen wir die Frage auf, ob nicht auch hier, und zwar im 
GroSBen, eine analoge Darstellung bestehe, dergestalt, daB die 
Funktion im wesentlichen durch die Hauptteile in ihren verschie- 
denen Polen ausgedriickt wird. 
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Entwicklung von esce?z. Zur Behandlung der soeben auf- 
geworfenen Frage empfiehlt es sich, von der Ableitung der Funktion 
auszugehen: 

(2) qq Ob = — cst = 
Diese Funktion hat in den Punkten z = nz einen Pol zweiter Ord- 
nung, dessen Hauptteil den Wert 
1 
. @—na) 
hat. Wenn man die Summe dieser Hauptteile fiir die verschiedenen 
Pole bildet, so wird man auf die unendliche Reihe gefiihrt: 


@) SP ahirarss 


Unterwerfen wir dieselbe einer niheren Untersuchung. DaB sie, von 
den Polen der einzelnen Glieder abgesehen, fiir jeden Wert von z 
absolut konvergiert, geht aus dem Vergleich mit der konvergenten 
Reihe positiver Glieder: 4) 
a 
n?? 
n=1 
ohne weiteres hervor, denn es ist sowohl fiir positive als fiir negative 


Werte von n 


On 
lim © ae =o 


n=O 


Darum ist jede der beiden gewohnlichen Reihen: 


=a ale ae Sed! 
Q Qe 2m 2 ee 
aus denen sich die Reihe (8) zusammensetzt, absolut konvergent. 


1) Wir berufen uns hier auf den folgenden leicht zu beweisenden Reihen- 
satz: Ist 


Uy + Uz + °° 
eine auf Konvergenz hin zu priifende Reihe komplexer Glieder, und ist 
CPi cat bon hg (a,==0, n=) 


eine absolut konvergente Reihe; nihert sich ferner das Verhiltnis w,,/a,, einem 
Grenzwerte (oder bleibt dasselbe bloB endlich), wenn n ins Unendliche wachst, 
so konvergiert die vorgelegte Reihe absolut. 
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Sei S ein beliebiger endlicher Bereich der z-Ebene. Innerhalb 
und auf der Begrenzung desselben liegt dann héchstens eine endliche 
Anzahl von Punkten, in welchen die einzelnen Glieder der Reihe un- 
endlich werden. Li8t man diese Glieder fort, so entsteht dadurch 
eine neue Reihe, deren beide der Zerlegung (4) entsprechende Bestand- 
teile allen Forderungen des WeisertraSschen Satzes von Kap. 7, 
§ 5, (5. Satz) geniigen. Thre Glieder sind niimlich siimtlich analytisch 
in S, und die Teilreihen konvergieren auferdem zufolge des Weier- 
straBschen Kriteriums von Kap. 8, § 4 gleichmiiBig, denn es ist 


1 


| 1 
S (na— A)? 


\(2—nap 


n>A/x, 


wo A so gewihlt werden soll, da8 fiir alle Punkte z des Bereiches S 
|z| < A ist. Daher definiert jene Reihe eine in S analytische Funktion, 
Hieraus schlieBt man, da die Reihe (8) eine eindeutige Funk- 


tion f(z) definiert: 
“ 1 
f (2) — Pair nn)? 


welche sich im allgemeimen in jedem endlichen Punkte der Ebene 
analytisch verhailt und nur in den Ausnahmepunkten z = naw einen 
Pol besitzt, dessen Hauptteil im iibrigen durch das entsprechende 
Glied der Reihe, (2 — nz)-*, gegeben ist. 

Die Funktion hat fernerhin die Periode z. In der Tat, ersetzt 
man z in der Reihe (8) durch z + a: 


2=2 +2, 


so geht dieselbe in sich tiber. Da f(z) andererseits keine Pole im 
Endlchen als nur die Punkte z=nz hat, so ist a auch eine 
primitive Periode. 

In allen Haupteigenschaften bis auf eine stimmt also f(z) schon 
mit esc? z iiberein. Wir haben nimlich das Verhalten von f(z) in 
den Endpunkten des Periodenstreifens noch nicht untersucht. LaBt 
man z nach einer bestimmten Richtung hin ins Unendliche wachsen, 
ohne den Periodenstreifen zu verlassen, so nihert sich dabei jedes 
Glied der Reihe (3) dem Grenzwerte 0, und darum liegt die Ver- 
mutung nahe, daf auch die Funktion f(z) demselben Grenzwerte zu- 
strebe.*) Daf dem wirklich so ist, tiberzeugen wir uns leicht auf 


1) Dies ist indessen keineswegs selbstverstindlich, und trifft sogar bei 
der Entwicklung (III) von cotz (vgl. unten) nicht zu. 
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folgende Weise. Wir fassen denjenigen Teil des Streifens ats, 
ins Auge, wofiir y > 1 ist, und unterwerfen ihn der linearen Trans- 
formation?) 2’ =1/z. Dadurch geht er in einen endlichen Bereich 
tiber, welchen wir dann durch Hinzufiigung des Punktes 2’ = 0 zu 
einem abgeschlossenen Bereich S ergiinzen. Indem wir andererseits 
den Gliedern der transformierten Reihe ihren Grenzwert 0 im Punkte 
z’ = 0 beilegen, erhalten wir hiermit eine Reihe, deren Glieder in S 
ausnahmslos stetig sind. Da8 letztere Reihe fernerhin in S gleich- 
maBig konvergiert, erkennt man daraus, daf dies fiir die urspriingliche 
Reihe im entsprechenden Teile des Streifens gilt, wie man vermége 
des WeierstraBschen Kriteriums ohne Mithe zeigt. Daher ist die Grenz- 
funktion stetig in S, womit denn obige Vermutung erwiesen ist. 

Wir sind nunmehr in der Lage, die volle Ubereinstimmung der 
beiden Funktionen f(z), esc?z nachzuweisen. Bildet man die Diffe- 
renz: 

f(z) — ese?z, 
so erhilt man eine Funktion, welche a) die Periode z hat, b) sich in 
jedem endlichen Punkte des Periodenstreifens, von hebbaren Singu- 
laritaéten abgesehen, analytisch verhilt, und c) in den beiden End- 
punkten desselben endlich bleibt und sogar dem Grenzwert 0 zu- 
strebt. Das kann aber nur eine Konstante sein, und zwar hat diese 
den Wert 0. Hiermit sind wir zu folgendem Ergebnisse gelangt: 


Die Funktion csc? 2 lat eme Partialbruchzerlegung von der 
Form zu: 


2 < it 
(I) CSC? 2 = SS carer 


Entwicklung von cot z. Aus der soeben erhaltenen Darstel- 
lung fiir esc?z geht nun durch gliedweise Integration der Reihe eine 
analoge Partialbruchzerlegung fiir die Funktion cotz hervor. Sei S 
ein beliebiger einfach zusammenhingender regulirer Bereich der 
Ebene, welcher den Punkt z=0O im Innern umfaft, aber keinen 
der Punkte z=naz, n=+1, +2,..., im Innerm oder auf der 
Begrenzung enthilt. Wir gehen von der Formel aus: 


+ co 
1 ae 1 
ae 2 = — Pe 
Ge et Ee (@— nz)?’ 
r=—-o 


1) Auf Grund des Reihensatzes von Kap. 12, § 10, ausgesprochen fiir den 
Fall, daB m einen beliebigen Punkt des soeben genannten Bereichs bedeutet, 
ergibt sich der Beweis direkt, also ohne Transformation von 2. 
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wo der am Summenzeichen oben angebrachte Strich anzeigt, da der 
Wert n = 0 itbergangen werden soll. Im Bereiche S konvergiert die 
Reihe gleichmifig und gestattet somit die gliedweise Integration 
lings eines beliebigen, vom Punkte z = 0 ausgehenden Weges. An- 
dererseits verhilt sich die links stehende Funktion im Punkte 
z=0 analytisch, sofern man ihr dort ihren Grenzwert beilegt; 
aber man kann das bestimmte Integral 


fc esc? z ++ 5) dz 
0 


nicht spalten, da die einzelnen Teile desselben dann nicht konver- 
gieren wiirden. Indessen hat das unbestimmte Integral den Wert 


i 
cot z — 5 +c. 


Hier mu ¢ so bestimmt werden, da8 letztere Funktion beim Grenz- 
iibergange lim z = 0 gegen 0 konvergiert. Nun ist cot 2 —1/z eine 
ungerade Funktion, die im Punkte z = 0 nur eine hebbare Unstetig- 
keit hat. Darum strebt sie dort dem Werte 0 zu, woraus denn folgt, 
daB ¢ = 0 gu setzen ist. Man gelangt somit schlieBlich zur Formel: 


1 GIL SVp 1 
, Zz 
cotz— >= — D, _— i > For : 
siemens att rn=—o 


Da nun aber der Bereich S so gewiéhlt werden kann, daB er einen 
beliebig vorgeschriebenen Punkt z= nz im Innern enthilt, so gilt 
die Darstellung allgemein, und wir erhalten mithin den 


Satz.) Die Funktion cot z lift eime unendliche Partialbruch- 
zerlegung von der Form zu: 


a c0t @i fsa algae ell 


1) Die Reihe (III) findet sich bei Euler, Introductio in analysin infini- 
torum, Bd.1, 1748, S.143, welcher dieselbe aus einer mit (II) verwandten 


Reihe 
1 s 1 ia 
Sei aT <_ Perea yb 


ableitet. Auch die in den nachstehenden Aufgaben 1—3 gegebenen Reihen 
riihren von Euler her, ibid., Cap. X. Hieriiber vergleiche man ferner Prings- 
heim und Faber, Encyklopddie, 1101, Nr. 13. 
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Daber konvergiert die Rethe absolut, und lift sich somit in die Form 
umsetzen: 


1 = 22 
(IIT) cot — - - PS aa pigs 


Im iibrigen konvergieren beide Reihen gleichmaBig in jedem end- 
lichen Bereich S, aus welchem die Punkte z = nz erst ausgestochen sind. 


Das allgemeine Glied der Reihe (II) besteht hier nicht mehr, 
wie bei der fritheren Entwicklung fiir esc?z, lediglich aus dem Haupt- 
teil des Poles, es kommt vielmehr noch der Term 1/nz hinzu, und ge- 
rade dieser Term ist es, welcher die Konvergenz der Reihe hervor- 
ruft. Lat man ihn fort, so hat die Reihe keinen Sinn. Das ist eben 
das neue Moment bei der Partialbruchzerlegung einer transzendenten 
Funktion. Fassen wir es vorgreifend zu einem Satze zusammen, so 
k6mnen wir sagen: 

Ber den eindeutigen transzendenten Funktionen braucht die Rethe 
der Hauptteile der Pole nicht zu konvergieren. Fiigt man aber jedem 
derselben ew geergnetes Polynom hinzu — wm vorlegenden Falle ist 
das die Grépe 1/na —, so entsteht eine konvergente Reihe, fiir deren 
funktionentheoretisches Verhalten die Partialbruchzerlegung der ratio- 
nalen Funktionen vorbildlich ist, indem die durch diese Rethe de- 
fimerte Funktion dieselben Pole nebst gletchen Hauptterlen in letzteren 
hat, wie die urspriingliche Funktion. 

Dieser Satz ist im Mittag-Lefflerschen Satze, § 11, mit ein- 
begriffen. 

Wir machen noch auf eine Higentiimlichkeit der soeben erhal- 
tenen Darstellung aufmerksam. La8t man z, stets im Periodenstreifen 
verbleibend, gegen einen bestimmten Endpunkt desselben riicken, so 
nahert sich die Funktion dem Werte 7 resp. —%. Dabei konvergiert 
aber jedes Glied der Reihe (III) gegen 0, und hiermit haben wir das 
merkwiirdige Vorkommnis, da8 der Grenzwert der Reihe mit der 
Reihe der Grenzwerte der einzelnen Glieder nicht zusammenfiallt. 
Derartige Reihen, welche eben speziell dazu hergestellt werden, um 
diese Moglichkeit darzutun, sind ja wohlbekannt, hier sind wir aber 
auch in der Praxis einer solehen Reihe begegnet. 


Aufgabe 1. Man leite die Formel: 


22 22 22 
tan = (a a ee ate ee a 
= —)—2z —|—g 
\ 4 ( 2, 2 
oder Mz Q2 22 Q2 


4 
a) (ae oe A 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 84 
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her, a) indem man so vorgeht, wie oben bei der Aufstellung der ent- 
sprechenden Formel fiir cotz; b) idem man in der Formel (II) z 


durch = —z baw. ~~” ersetzt; ce) indem man von der Identitit 


2 


ausgeht: 
4 tang = cote — 2 cot 22. 


Aufgabe 2. Vermige der Identitit: 


Bs = cot ~ — cotz 
sin 2 2 


leite man die Partialbruchzerlegung fiir ese z her: 


Sea Ge Mes 


1 1 2Q2 22 22 
TT—f Bat BAT 


sinzz 2 


oder 


Aufgabe 8. Man zeige, dab 


J 1 3 5 \ 
hae veer eerie er | 


§$ 2. Herstellung doppeltperiodischer Funktionen durch unendliche 
Reihen. Die Funktionen (2), ¢(z). 


Seien wm und w’ zwei beliebige, von 0 verschiedene komplexe 
Zahlen, deren Arcusen nur nicht bis auf Vielfache von az mit- 
einander iibereinstimmen. Setzt man also 


O =a+t Bi, 


w@ 


so ist 6 +0; wir wollen ferner festsetzen, daB B > 0 sei. In diesem 
Paragraphen handelt es sich um den Beweis, daB es doppeltperio- 
dische Funktionen zweiter Ordnung gibt, welche diese GréBen w 
und w’ zu einem primitiven Periodenpaare haben. 


Hilfssatz.1) Die Doppelreihe 


: 1 y 
(1) ere ry m,m=0, +1, +2,..., 
konverqert. 


1) Eisenstein, Journ. fiir Math., Bd. 35 (1847), S. 165. — Kine Doppel- 
reihe konvergiert, wenn jede aus den Gliedern derselben gebildete einfache 
Reihe konvergiert. Demgemiaf konvergiert eine, und daher jede letzterer 
Reihen absolut. Als Wert der Doppelreihe wird der Wert einer dieser einfachen 


teihen erklart. Der Definition zufolge kann eine konvergente Doppelreihe 
nur absolut konvergieren. 
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Dabei sollen m und m’ alle ganzzahligen Werte annehmen, der- 
art, daB alle méglichen Wertepaare (m, m’) mit alleiniger Ausnahme 
von (0, 0) zustande kommen. Die Punkte 


2 =mo + mo’ 


hiegen in den Ecken eines Parallelogrammnetzes. Man fasse zuerst das- 
jenige Parallelogramm P,, welches von den vier an den Punkt z = 0 
heranreichenden Parallelo- 
grammen gebildet wird, ins 
. Auge. Auf dem Rande des- 
selben legen 8 Punkte Q. 
Um ein bestimmtes Gesetz 
fir die Herstellung einer 
einfachen Reihe aus den 
Gliedern der Doppelreihe 
herauszugreifen, so wollen 
wir diese 8 Glieder zuerst nehmen, indem wir etwa mit 1/m* be- 
gmnen und dann den Rand von P, in positivem Sinne durch- 
laufen. Sei J die klemste Entfernung des Punktes z—=0O von 
einem Randpunkte. Dann wird fiir jeden dieser 8 Punkte 

| a 
Q3 


Fig. 115. 


ie 1 


sein, und alle 8 zusammengenommen liefern hiernach einen Beitrag 
zur Reihe der absoluten Werte: 


(2) ee: 


welcher klemer als 8//® ist. 

Geht man jetzt zu einem zweiten Parallelogramm P,, welches 
aus P, und allen an P, stoBenden Parallelogrammen des Netzes be- 
steht, so finden sich 8-2—16 Punkte 2 auf dessen Rande. 
Diesen Punkten entsprechend, schreiben wir 16 weitere Glieder 
der Reihe an. Fir jeden derselben gilt die Relation: 


1 


oe 


B 
Q3 
so daB sie also insgesamt emen Beitrag zur Reihe (2) liefern, 
welcher kleiner als 8 - 2/(21)? ist. 

Indem man so fortfaihrt, beweist man, dah die Anzahl der Punkte 
auf dem Rande von P, gleich 8n ist. Darum betriigt die Summe der 


entsprechenden Glieder aus der Reihe (2) weniger als 8n/(n/)*, woraus 
34* 
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dann erhellt, daB die Summe einer beliebigen Anzahl von Gliedern 
aus dieser Reihe den Wert der konvergenten Reihe: 
~~ 8n 8 L 1 ee 
— (nls iB E t+ os 1 ga 3 | 
niemals iibersteigt. Hiermit ist der Satz bewiesen. 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daf ein klemerer ganz- 
zahliger Exponent nicht geniigt hitte; die Reihe 


ah 
2 
konvergiert nicht. In der Tat sei L die gré%te Entfernung eines 


Randpunktes von P, vom Punkte z= 0. Dann ist fir jeden der 
dem Rande von P,, entsprechenden 8n Glieder der Reihe 


1 
ae eae, 
= (nL)? ’ 


1 
(22 
und infolgedessen kann man stets genug Glieder nehmen, damit 


die Summe ihrer absoluten Betriige die Summe einer beliebig vor- 
gegebenen Anzahl von Gliedern aus der divergenten Reihe 


BIR = nll+ 3+ ; ace 


ubersteigt. 


Herstellung einer doppeltperiodischen Funktion dritter Ordnung. 
Auf Grund des voraufgeschickten Hilfssatzes kénnen wir ohne wei- 
teres eine Reihe hinschreiben, welche eine doppeltperiodische Funk- 
tion mit einem Pole dritter Ordnung im Periodenparallelogramm de- 
finiert. Die Reihe lautet folgendermafen: 


(3) M2) = > Go Q=mo+m'a', 


wo m und m’ alle positiven und negativen ganzzahligen Werte inkl. 0 
annehmen, welche zu verschiedenen Wertepaaren (m, m’) fiihren. 
DaB die Reihe (3) in jedem Punkte der Ebene, in welchem kein 
Nenner verschwindet, absolut konvergiert, schlieBt man aus dem 
Konvergenzsatze, §1, Anm., indem man als Hilfsreihe Ya, die soeben 
untersuchte Reihe (1) nimmt. Da8 sie ferner in jedem endlichen Be- 
reiche S gleichmaBig konvergiert, sofern man vorerst alle Glieder 
fortla8t, welche einen Pol in S haben (bzw. sofern man vorerst alle 
Punkte von § fortliSt, in denen ein Nenner verschwindet), beweist 
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man ebenfalls im Anschlu8 an jene Reihe. Sei namlich g der gréBte 
Wert von |z| in den Punkten von S inkl. des Randes. Dann ist 


lz — Q|2|2| —|2z|2|2|—e. 

La8t man daher diejenigen Glieder der Reihe (8) fort, wofiir 
| 2| <o ist, so findet man fiir die ttbrigen Glieder dieser Reihe: 
1 il 
o=m| Ser 
Um also das WeierstraBsche Konvergenzkriterium, Kap. 8, § 4, an- 

zuwenden, braucht man nur M, = [|2| — @]|-* zu setzen. 

Hiermit ist gezeigt, daB die Funktion Q(z) in jedem der 
Punkte 2 inkl. des Punktes z=0 eimen Pol mit dem Hauptteil 
(2 — Q)-® aufweist, sich aber sonst analytisch verhalt. DaB sie end- 
lich die Perioden w, w’ besitzt, sieht man ja der Reihe sofort an. 


Die Weierstrapsche g-Funktion. An die Entwicklungen von 
Kap. 10, § 8, ankniipfend leiten wir noch aus Q(z) durch Integration 
eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung, die WeierstraS- 
sche g-Funktion, her, und zwar definieren wir sie als dasjenige Inte- 
gral von — 2Q(z): 


a) 0) =f —29()de, 
wofiir 
b) lim [e() — 2] =0 


ist. Schreibt man das unbestimmte Intergal in der Form an: 


[—20@d2=[—2Q@ae+0, 
0<|a] <a], jo’, 
und ersetzt man dann rechter Hand Q(z) durch die zugehérige 


Reihe, so kommt: 


a 


2 0 
=o te a 
e@= faact( +f) dS eaerete 
a 0 a 
1 yy —2 
0 
4 
1 ' —2 = 
gee +f > Gao -|- (Ale 
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Die Bedingung b) hat nun zur Folge, daB die ganze letzte Zeile hier 
fortfallt. Durch gliedweise Integration erhiilt man also schlieblich 
die Formel: 


) p= 2+ 2 [ema 


Die solchergestalt definierte Funktion @(z) erweist sich nach dem 
Satze von Kap.10, §8 als doppeltperiodisch, was auch durch eine 
geschickte Umformung der Reihe (4) direkt an den Tag tritt. Wir 
haben somit eine dem willkiirlich angenommenen Periodenpaar (a, w’) 
entsprechende doppeltperiodische Funktion zweiter Ordnung mit einem 
doppelten Pole im Punkte z= 0 gewonnen. Sie ist fernerhin eine 
gerade Funktion von z, sowie eine homogene Funktion der drei Ar- 
gumente z, w, w’ von der — 2°" Dimension. Nach den Entwicklungen 
von Kap. 10, § 6 geniigt sie einer Differentialgleichung von der Form 


0" (2)? = Glo(e)], 


wo G ein Polynom dritten Grades mit den Wurzeln 
&y — 2 (+) , 02= (25°) ’ €3 = — (+) 


bedeutet. Um die Koeffizienten von G zu berechnen, bedient man 
sich der Reihenentwicklung (4) von ¢(z) in der Nahe von z = 0. Hs ist 


1 vow 1 1 om 1 2 g 
Gay oT ay oll +2gt+8at---], 
( 7) 
1 1 Zz 2g 23 
G—oy mn "gt fat tat 


Aus dem Reihensatze von Kap.7, § 14 folgt also, da offenbar all- 
gemein 2” (2-2"-1 verschwindet, 


© ea h4a(S Aer o(S her 


oder, indem wir mit Weierstra8 


raat y 
(6) g2= 60 >) a g=i4o> = 


setzen: 
7 : - Be J2 0 1 Js 
(7) ; 9) =F = 20 7 one ee 
Hiernach ist: 
, —2 
(8) g'(z) = = + 24+ a+. 


Bildet man nunmehr die doppeltperiodische Funktion 


9'(2)? — 492) + gape)’, 
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so zeigt die Rechnung, da8 sie keinen Pol im Punkte z = 0 und mit- 
hin tiberhaupt keinen Pol hat. Infolgedessen muB8 sie eine Konstante 
sein, deren Wert sich fernerhin durch den Grenziibergang z= 0 
als —g, erweist. Hiermit haben wir die in Aussicht gestellte Diffe- 
rentialgleichung fiir die g-Funktion gewonnen: 


(9) 9’ (2)? = 49(z)* — g.o(2) — gs. 


Wie man leicht nachrechnet, ist 


9" (2) = 6e(2)? —390, 9" (2) = 12.9(2)9'(2). 


Aus der letzten Beziehung ergibt sich allgemein, daB die Ko- 
effizienten der Entwicklung (5): 


os) 
1 > E 
2) — my + Chen" 2 
n=2 


siimtlich Polynome in ¢, und ¢3, also auch in gy und g; sind. In der 
Tat: entwickelt man beide Seiten jener Beziehung nach aufsteigenden 
Potenzen von z und vergleicht man beiderseits die Koeffizienten, so 


kommt: 
3 


(n—8)(2n +1) 


Die Funktion €(z). In ahnlicher Weise leitet man wieder aus 
g(z) durch Integration ¢(z) her: 


2) C(e) =f — (2a as=f—s (z)dz+C, 


mit der bra 


Cn = {Cotn2 + Ona +++: + Cn—atal, n>s8. 


b,) lim [é(e) — =|=0. 
Dies gibt: 
(0) = Saeed 


Die Funktion ¢(z) ist ungerade, wie man sowohl aus dem In- 
tegral als auch aus der Reihe (10) erkennt, indem man in letzterer z 
durch —z und zugleich 2 durch — Q ersetzt. Sie ist ferner eine 
homogene Funktion der drei Argumente z, w, w’ von der — 1° Di- 
mension. Endlich geniigt sie den beiden Funktionalgleichungen (vgl. 

Kap. 10, § 8): 
A Cle +o) = Ce) +75) 


C(i2+o') =C(ze)+7',J’ 
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wo 7, 7’ Konstante bedeuten, welche sicher nicht beide verschwinden, 
denn ¢(z) hat ja nur einen einzigen Pol erster Ordnung im Peroiden- 
parallelogramm und kann darum nicht doppeltperiodisch sein. Da die 
Summe der Residuen von ¢(z) im Parallelogramme gleich 1 ist, so 
hat man die Legendresche Relation 


(12) no’ —7’o = 20%. 

; ; 1 o’ 
Hatten wir dagegen w und @’ vorhin so genommen, daB Rt (+ °-) <0 
wiire, so miiBte dem rechten Glede dieser Gleichung das entgegen- 


gesetzte Vorzeichen zukommen. 
Wir heben noch die Tatsache hervor, da 


(18) 


ist, wo p(z), p(z) beide im Punkte z = 0 analytisch sind. 
Aufgabe. Man zeige, dab 


n __ »(@ yg (e 
(14) ae (F), D) =¢(9); 
sowle, dali 
1 P 
(15) (2) = 2 — % pH 6 4 style), 


wo z(z) sich im Punkte z = 0 analytisch verhilt. 


$3. Darstellung doppeltperiodischer Funktionen mittels der 
¢- und der #-Funktion. 


In der Umgebung der Stelle z = 0 hat man 


Geen! 8 itn (n— . (—1 i n— 1 

aie = =F pr) (z) = = + Onlz), 
wo sich jede der Funktionen ¢,(z) im Punkte z = 0 analytisch ver- 
halt. Auf Grund dieser Relationen erhilt man eine Art Partialbruch- 


zerlegung der doppeltperiodischen Funktionen, welche durch den fol- 
genden Satz des naheren erklirt wird. 
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Satz. Dve allgemeimste doppeltperiodische Funktion f(z) laBt sich 
als eine lineare Kombination von €(2 — B,;) und ihren Ableitungen dar- 
stellen, wober B,,...B, die im Periodenparallelogramm belegenen Pole 
von f(z) bedeuten. 


Sei némlich der Hauptteil von f(z) im Pole B 


can) 
2H 


Zieht man dann von f(z) die Summe ab: 
ale, 
Ce — A) +3 AEBS cme — A), 


so hat die also entstandene Differenz keinen Pol mehr im Punkte f. 
Indem man bei jedem Pole auf diese Weise verfihrt, gelangt man 
schlieBlich zu einer Differenz ®(z), welche gar keinen Pol im ganzen 
Periodenparallelogramm mehr aufweist und auferdem doppeltperi- 
odisch ist. In der Tat sind alle Ableitungen von ¢(z) ohnehin 
doppeltperiodisch. Bezeichnet man die Residuen von f(z) mit 
C,,.--C,,, 80 folgt aus .§ 2, (11), dab 


O(z + w) —P(z) = Cay — C,H car eae Op iis 
D(z + w’) — O(2) = — C7! — Can!’ —- ++ — Cnr! 


ist. Da aber die Summe der Residuen von f(z) fiir das ganze Par- 
allelogramm verschwindet, so haben die Ausdriicke rechter Hand 
den Wert 0, und die Behauptung erweist sich damit als richtig. 
Hiernach kann @(z) nichts anderes als eine Konstante sein, wo- 
mit denn der Beweis erbracht ist. 


1. Aufgabe. Man zeige, daB jede doppeltperiodische Funktion 
zweiter Ordnung in einer der beiden Formen geschrieben werden kann: 


Ag(z—B) +B, 
A 


AC aT (=O 


Im zweiten Falle ist y der Halbierungspunkt der die beiden Pole 
B, B’ mitemander verbindenden Strecke: 


pee as 
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2. Aufgabe. Hat eine doppeltperiodische Funktion zweiter Ord- 
nung getrennte Pole, wovon der eine im Punkte z= 0, der andere 
in z = —a liegt, so liBt sie sich in der Form ausdriicken: 


(0' (2) — y’ (a) 
“pa — play +P 


8. Aufgabe. Im Anschlu8 an das Ergebnis der 2. Aufgabe be- 
weise man die Relation: 


. 1 ~'(z)— (a 
ce +a) — 20 = 3 Sapa) tH), 


oder, anders geschrieben: 


il cay — 
E(u +») —o(u) — £00) = 5 SW, 


wobei uv, v unabhingige komplexe Argumente bedeuten. 
Fingerzeig. Man bediene sich der am Eingange des Paragraphen 
stehenden Beziehungen. 


Aufgabe 4. Hat die Funktion F(z) im Endlichen keine anderen 
Singularitiiten als Pole, und geniigt /(z) den Funktionalgleichungen: 


so ist dafiir notwendig, da 
H=n2o+aoe, H =7'L0+ a0’ 


seien, wo 7, 7 durch die Formeln (14) gegeben sind, a eine 
Konstante bedeutet und Xo die Summe der Residuen von F(z) 
im Periodenparallelogramm ist. 

Nimmt man umgekehrt m Pole (inkl. ihrer Hauptteile) im Perio- 
denparallelogramm willkirlich an, wofiir also die Summe der Resi- 
duen 2’o ebenfalls einen beliebigen Wert hat, und versteht man unter 
a eine weitere willkiirliche Konstante, so gibt es eine Funktion F(z), 
welche die genannten Pole zuliBt, sich sonst analytisch verhilt, und 
den obigen Funktionalgleichungen geniigt, wobei H, H’ durch die vor- 
stehenden Formeln gegeben sind. 

Demgema8 erweist sich die in Kap. 10, § 9, Formel (2) erhaltene 
notwendige Bedingung, 

How’ —H’w = 2niLo, 
auch als hinreichend. 
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§ 4. Die o-Funktion. 


Indem wir an die Relationen: 


a) fected = log sinz+C, sing = of otras 
b) lim Seay 
z=0 


ankniipfen, lassen wir jetzt aus ¢(z) eime Funktion o(z) in derselben 
Weise entstehen, wie diesen Relationen gemi% die Funktion sinz aus 
cotz hervorgegangen ist. Sei also 


a’) a (2) = AROS 
b’) lim 8) _ (0) =1, 


Hiermit erhalten wir die Weierstra8sche o-Funktion. Wie man 
sieht, ist 


(1) a(z) = ze° 


Daraus folgt, daB sie ungerade ist, denn der Exponent ist ja eine 
gerade Funktion. 


1. Satz. Dre Funktion o(z) ast eine ganze transzendente Funk- 
tion, welche im den Punkten z= mo + m’'o' eme einfache Wurzel 
hat, sonst aber nirgends verschwindet. 


In der Tat sei S ein beliebiger endlicher Bereich der z-Ebene. 
Dann kann man ¢(z) in der Form schreiben: 


(=>) saa t 9() 


wobei sich die Summe nur iiber eine endliche Anzahl von Gliedern 
erstreckt, und (z) sich in S analytisch verhalt. Daraus findet man: 


o(z) =IT,)(2 — Qe”, 


wo y(z) sich ebenfalls in S analytisch verhalt. Infolgedessen hat o (2) 
keine singulire Stelle im Endlichen, wihrend andererseits die Punkte 
z= Q2 einfache Wurzeln der Funktion abgeben, w.z.b.w. Im ib- 
rigen ist o(z) homogen von der 1°" Dimension in den drei Argumen- 
ten 2,0,’. 
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Der Gebrauch mehrdeutiger Funktionen lait sich hier vermeiden, 
indem man vorerst folgenden Satz formuliert und beweist: In einem 
einfach zusammenhiingenden, den Punkt co nicht umfassenden 
Bereiche S sei f(z) eindeutig und analytisch, sofern von den 
Punkten a,,...a, abgesehen wird. Ferner habe f(z) in jedem 
jener Punkte einen einfachen Pol mit einem ganzzahligen Residuum 


m;, «=1,...n. Dann wird durch die Differentialgleichung 
d 
(2) dz —1@)e 


eine Schar in S eindeutiger Funktionen w = F(z) definiert, deren jede 
nicht identisch verschwindende im Punkte a, einen Nullpunkt oder 
Pol von der |m,|‘*" Ordnung besitzt, je nachdem m, positiv oder ne- 
gativ ist. In allen anderen Punkten von S verhiilt sich diese Funktion 
analytisch und hat iwiberdies einen von 0 verschiedenen Wert. 

Zum Beweise setze man 


my, 
f(e) = + t+ le), 
wobei sich p(z) in S analytisch verhilt. Dann liefert die Funktion: 
[oraz 
F, (z) = (2 oo a4)™ see (z — An) ™ne* 


eine Lésung, wie man sofort nachrechnet. 

Sei jetzt F(z) eine beliebige Loésung von (2), welche sich in 
einem Punkte b-+a, von S analytisch verhilt, ohne dort zu 
verschwinden. Dann ist in der Nihe von z=b: 

id) yp ere 

F(z) {(2) = F,(z)- 
Bildet man andererseits die Funktion F'(z)/F',(z), so zeigt sich, dab 
in der genannten Nachbarschaft 


F(z) _ Fy'(2) 
d F(z) F(z) F(z) w,, 
Gta hue 
wird. Infolgedessen ist dort 
F(z) 
F(z) same C = 0, algo F(z) — CF, (2) . 


Demnach 1a8t sich F(z) iiber den ganzen Bereich S, von den Polen 
von F(z) natiirlich abgesehen, analytisch fortsetzen, und zwar stimmen 
alle dergestalt gewonnenen Werte von F(z) mit CF,(z) iiberein. In- 
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dem wir nun nachtraglich der Konstanten C in der letzten Formel 
gestatten, auch den Wert 0 anzunehmen, erhalten wir hiermit die all- 
gemeinste Lisung der Differentialgleichung (2) im genannten Bereich. 


2. Satz. Dre o-Funktion geniigt den beiden Funktionalgleichungen: 


o(@+o) =— e! (+3) ou, 


o(2+ ow’) = — Me fy. 


n o n! hy ow! 
#=2(3) Fe) 
Der Satz subsumiert sich unter die Formeln (B) des §9 von 


Kap. 10. Um die Exponenten auszurechnen, gehe man von der Glei- 
chung aus, 


wo 


t+o 


Honan eo 

a(t) 
wo t, t+ zwei kongruente Punkte am Rande des Perioden- 
parallelogramms %, Kap. 10, § 8 sind, und fithre man das Inte- 
gral iiber den Rand von S. 

Mittels der ¢-Funktion ergab sich eine der Partialbruchzerlegung 
der rationalen Funktionen analoge Darstellung fiir die doppeltperio- 
dischen Funktionen. Mit Hilfe der o-Funktion kann man auch die 
Produktformel der rationalen Funktionen auf die doppeltperiodischen 
Funktionen iibertragen. 


b 


3. Satz. Dre allgemeiste nicht konstante doppeltpervodrsche 
Funktion f(z) lapt sich als Quotient zweier o-Produkte ausdriicken: 


o(@—ay)+ ++ o(@—Gn) 


(4) f (2) ale (eae sae LN 
wober 

(5) 21 Db 

1st. a nf 


Erinnern wir uns vor allem des 5. Satzes von Kap. 10, § 5, 


wonach é ; 
> % = 6 (mod w, w’) 
t=1 


t=1 
ist. Dabei lagen alle die Punkte a, 6 in einem bestimmten Perioden- 
parallelogramm. Die Kongruenz driickt eine Bedingung fir diese 
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Punkte aus, derart, da8 man héchstens 2n —1 davon willkirlich 
annehmen darf, der 2n*° wird dann dadurch eindeutig bestimmt.) 
Wir wollen jetzt diesen letzten Punkt nétigenfalls durch denjenigen 
auBerhalb des Parallelogramms gelegenen kongruenten Punkt er- 
setzen, wofiir die Kongruenz in die Gleichung (5) iibergeht. Als- 
dann folgt aus dem 2. Satze, da die Funktion 


a(2— aj) +++ o(2 —aGn) 


o(z —f;)+--0(2—Bn) 
doppeltperiodisch ist, und da ihre Nullpunkte und Pole tiberdies be- 
zichungsweise mit den Nullpunkten und Polen von f(z) zusammen- 
fallen, so kann sie sich nur durch eine multiplikative Konstante von 
f(z) unterscheiden. 

In der WeierstrafSschen Funktionenlehre bildet die durch ein 
unendliches Produkt definierte o-Funktion (vgl. § 8) geradezu den 
Ausgangspunkt fiir die Behandlung der doppeltperiodischen Funktio- 
nen. Vermdge der Sitze der algebraischen Analysis werden dann 
in umgekehrter Reihenfolge, und zwar auf rechnerischem Wege, die 
Funktionaleigenschaften der o- und der verwandten Funktionen her- 
geleitet. So hat man in jener Theorie zur Definition der ¢- und der 
g-Funktion: 


d iy 
® ele) = gylogole) = Ft, 
(7) e(2) =— 0’) = 4 (he et), 


Aufgabe 1. Man zeige, daB 
8) pA pay mei eee) 


(ay a(z) 


Dies entspricht der trigonometrischen Relation: 


sin?z sin? a sin? a sin? z 


Aufgabe 2. Man zeige, daB 


1 1 __ sin(a—2)sin (a + 2) ; 


ri 


(9) O(2) = 2 — 2a — gag” + x (@) 
ist, wo (2) sich im Punkte z = 0 analytisch verhilt. 


1) Damals wubten wir noch nicht, ob es stets erlaubt ist, irgend 2n —1 
dieser Punkte beliebig im Parallelogramm anzunehmen. Daf dies nun in der 
Tat angeht, folgt auch erst aus dem gegenwirtigen Satze. 
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Aufgabe 3. Das Integral einer beliebigen doppeltperiodischen 
Funktion setzt sich aus folgenden Bestandteilen zusammen: 
a) emer doppeltperiodischen Funktion; 
b) emer linearen Funktion; 
c) einer Summe von ¢-Funktionen; 


d) einer Summe von Logarithmen von o-Funktionen. 


§ 5. Additionstheoreme. 


Wir sind bereits einmal am Ende des § 3 der Funktional- 
gleichung begegnet?): 


(1) C(u+v) =C(u) + Cv) = Ook 


Hierdurch wird die ¢-Funktion, gebildet fiir die Summe zweier Argu- 
mente, durch Funktionen der einzelnen Argumente ausgedriickt. Hine 
derartige Funktionalgleichung heiBt allgemein ei Addttionstheorem. 
Differentiiert man (1) partiell nach wu, so kommt 


1 2 9(u)—9'o), 


(2) g(u + v) = e(u) — 2 du e(u)—y(r) 
Nach Umformung mittels der beiden Relationen 

(3) 9’ (u)? = 4¢(u)® — g2.0(u) — gs, 
(4) p" (u) = 6p (u)? — 390, 


erhalten wir die explizite Form der im 10. Satze von Kap. 10, § 7 
rechter Hand stehenden rationalen Funktion, 


— 2L9(u) (v) — t 92] [9(u) + 0(e)]— 9s — 9'(u) 9'(v) 

ION ote a 2[o(u)— vO) 
Indem man g’(w) und g’(v) noch mittels der Relation (8) aus 
dieser Gleichung fortschafft, ergibt sich, daB o(wu+ v), g(u), e(v) 

durch eine algebraische Gleichung mitemander verknipft sind: 


Glo(u + v), e(u), o(v)] = 9. 
Demnach besitzt die Funktion ¢(z), in Ubereinstimmung mit dem 
allgemeinen Ergebnisse von Kap.10, §7, 10. Satz ein algebracsches 
Additionstheorem. 
Aus (2) oder (5) erhilt man ferner durch partielle Differentiation 
nach u oder v das Additionstheorem fiir 9’ (z). 


1) In diesem Paragraphen bedeuten u, v zwei unabhingige komplexe 
Argumente. 
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Man kann aber auch von der o-Funktion aus zum Additions- 
theorem fiir die g-Funktion gelangen. Nach § 4, (8) ist 


p(s) — PO) = Sa 


Differentiiert man hier beiderseits logarithmisch nach uw, sowie auch 
nach v, und addiert, so erhilt man die Relation (1). 

Endlich sei noch bemerkt, daf das Additionstheorem (5) direkt 
aus dem 7. Satze von Kap. 10, § 6 abgeleitet werden kann, ohne die 
¢- und o-Funktionen iiberhaupt zu definieren, wie ja auch in der ersten 
Aufgabe des § 7 ebenda bereits hervorgehoben ist. Sei naimlich a + 0 
ein beliebiger Punkt des Periodenparallelogramms, und man bilde die 
Funktion g(z + @), welche dann in eine gerade und eine ungerade 
Funktion gespalten werden mdége: 


o(2 + a) = 4[e(@ +4) + 9% —a@)] + $y + a) —e@ —a)). 


Die gerade Funktion ist von der 4°" Ordnung und 1liBt sich daher 
als der Quotient zweier quadratischen Polynome in ¢(z) ausdriicken. 
Ferner wberzeugt man sich leicht, da das Nennerpolynom (von 
einem konstanten Faktor abgesehen) nichts anderes sein kann als 
[e(z) —«(a)]*. Setzt man also die Gleichung an: 
a(z) + be(z) +e 
[(z)—p(a)P ” 
wo a,b,c unbestimmte Konstante bedeuten, und entwickelt man 
beide Seiten dieser Gleichung nach Potenzen von z, so ergibt der 
Vergleich der Koeffizienten der ersten drei Glieder geniigende Be- 
stimmungsgleichungen fiir diese Konstanten. 
Indem man weiterhin mit der Funktion 
tlLe(2 + 4)— 9(z—a)] 
y-'(2) 
in ahnlicher Weise verfihrt, gewinnt man schlieBlich das gewiinschte 
Resultat. 


tle (2 + 4) + 9@—a)|= 


§ 6. Unendliche Produkte. 


Unter einem unendlichen Produkte versteht man eine unbegrenzte 
Folge reeller oder komplexer Gréfen, 


Tavideno nny 


womit man folgendermafen verfahren soll: man bilde das Produkt 
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und lasse dann ” ins Unendliche wachsen.') Nun liegt es nahe, in An- 
lehnung an die Definition einer unendlichen Reihe, zu sagen: nahert 
sich p, dabei emem Grenzwerte, so soll das Produkt konvergent, sonst 
aber divergent heiBen. Durch diese Definition wiirden indessen Pro- 
dukte als konvergent zugelassen werden, welche, ohne irgendeinem 
niitzlichen Zwecke zu dienen, sowohl die Beweise als auch die Sitze 
erschweren wurden und aus diesem Grunde durch spatere Festsetzun- 
gen wieder ausgeschieden werden miiBten. Solche Produkte wollen 
wir lieber von vornherein ausschlieBen, und darum fassen wir unsere 
Definition der Konvergenz, wie folgt. 

Definition. Verschwindet héchstens eine endliche Anzahl der 
GroBen f, und konvergiert das Produkt 


ees : lines atid pee 


wo fn + 0 fiir n > m ist, bei festem m und unbegrenzt wachsendem r 
gegen emen von 0 verschiedenen Grenzwert P,,, so heiSt das vor- 
gelegte unendliche Produkt konvergent, und wir legen ihm den Wert 


Be fia ata Po — Un pe 


bei; in allen anderen Fallen heiBt es divergent. Man schreibt das Pro- 
dukt, sei es konvergent oder divergent, in der Form: 


ote baw. UT te. 
Beispiele. Das Produkt 


(5) Gs) Ga) --* 


konvergiert gegen den Wert 4. Dagegen divergiert das Produkt 


3 
ky ee 
gegen 0. 

Ein unendliches Produkt hat hiernach mit endlichen Produkten 
die Higenschaft gemeinsam, daf es nur dann verschwindet, wenn einer 
seiner Faktoren verschwindet. Dagegen ware es ein Irrtum zu glauben, 


daB umgekehrt jedes unendliche Produkt, welches einen verschwin- 


1) Uber den hier in Betracht kommenden Begriff vergleiche man Bad. II, 
Kap. 1, § 18, Anm. In der letzten Instanz ist es doch wohl der Ausdruck 


AT tn, IT tn: fifac+*, usw., 


den man am einfachsten als das unendliche Produkt ansieht. 
Osgood, Funktionentheorio, I. 5. Aufl 85 
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denden Faktor enthalt, den Wert 0 hatte. Dazu muB ja das Produkt 
erst tiberhaupt konvergieren. 

Die theoretischen Entwicklungen tiber unendliche Produkte?) 
stiitzen sich wohl am einfachsten auf den folgenden grundlegenden 
Lehrsatz. 


1. Satz. Hine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die 
Konvergenz eines unendlichen Produkts 


besteht bei passender Wahl des Wertes von log f, in der Konvergenz 
der Hilfsrethe 


log eel Be log jee agen 


wo f, +0 fiir n> m ist. Im Falle der Konvergenz rst auBserdem noch 


log Pm = log fm+1 + log fm42 + °**, 


wo 
Pe = freuen es 


a) Die Bedingung ist notwendig. Nach Voraussetzung konver- 
giert hier das Produkt, und P,,+0. Man setze 


Par = bm+1 ay rei 
und lege log P,, einen bestimmten Wert € + 77 bei. Um den Punkt 
z = P,, beschreibe man ferner einen den Punkt z = 0 nicht umfas- 
senden Kreis A. Dann liegen die Punkte py, r = 1%, bei passender 
Wahl von ry alle in K, und infolgedessen lift are p,,, eine Bestim- 
mung 7, zu, welche sich dem absoluten Betrage nach von 7 um 


weniger als 2/2 unterscheidet. Dementsprechend wird man die Be- 
stimmung bevorzugen: 


log Pm,r = log |Pm,r | ois Nr; r= 1%, 
und im ibrigen log f, so wiahlen, daf 
log Pm,r = log fn+1 SLOP I any ty 


1) Allgemeine Kriterien fiir die Konvergenz und die Divergenz der un- 
endlichen Produkte hat zuerst Cauchy gefunden, indem er sich, wie auch hier 
im Texte geschieht, der Hilfsreihe LY logf, bediente, Analyse algébrique, 1821, 
5.561, Note IX. WeierstraB gab eine direkte Behandlung, ohne eine trans- 
zendente Funktion heranzuziehen, Journ. fiir Math., Bd. 51 (1856), 8.18 
= Werke, Bd.1, 8.173; hieriiber vergleiche man auch Tannery et Molk, 
Fonctions elliptiques, Bd.1. Geschichtliches iiber die unendlichen Produkte, 


welche auf Vieta zuriickgehen, findet man bei Pringsheim, Encyklopddie, 
IA 3, Nr. 41, 8.111. 
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wird. Nun behaupte ich: die linke Seite dieser Gleichung nahert 
sich beim Grenziibergange r = oo einem Grenzwerte, und zwar dem 


Werte log P,, = & + ni: 


lim log Pn, = log (lim Pn,r) =E+ 4. o* 
Re K p 
In der Tat bildet diejenige Bestim- uy 
mung von 
log z = log|z| + varcz ; 
in den inneren Punkten von K, wofiir 5 
Fig. 116. 


4 4 
4g Sarez< nts 


ist, ene in K eindeutige stetige Funktion von z. Die in Rede stehen- 
den Bestimmungen von log p,,, und log P,, fallen aber gerade mit 
den Werten dieser Funktion in den Punkten z= p,,, und z = P,, 
zusammen, womit denn die Richtigkeit der Behauptung dargetan ist, 
DemgemaéB konvergiert auch die bewuBte Reihe, und es ist 


log ts ax log leak ei log las rise ta 


w.z.b.w. Dabei ist dem log fns,, 7 > 19, der Hauptwert beigelegt 
worden, d. h. es ist —a < n (+ log foes) Ee 


b) Die Bedingung ist auch hinreichend. Nach Voraussetzung 
konvergiert also hier die Reihe. Sei 


Sine — log Im-+1 sre log Im 


Sim = log fm41 + 10g fmae + +++ 
Dann ist 


ees 


und da e? eine eindeutige stetige Funktion ist, so mu 


lim Sin, rs 


lim eS” — @” —e™m 


r=0 


sein. Darum konvergiert das unendliche Produkt, und es ist 


bntr* tmeatt? = eSm, 


Zusatz. Damit ein unendliches Produkt konvergiere, ist notwendig 
und hinrerchend, dap 
lim pp, = 1 
35* 
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sei, wenn n ins Unendliche wiichst und r sich dabet in villig will- 
kiirlicher Weise dndert. 

Der Zusatz ist eine unmittelbare Folge des Lehrsatzes nebst 
Theorem 2 von Kap. 1, § 7. 


Indem man he Sets 


setzt, ergibt sich hiermit fiir die Konvergenz eines Produkts als not- 
wendig, daB 


lim a, = 0 
sel. ta 
2. Satz. Die Rethen 
a) Am+y + Omye F's niet ds 
b) log (1 + @m41) + log 1 + Gms) +++, 


wobei dem log (1 + a,,,) stets der Hauptwert beigelegt wird, konver- 
gieren gleichzeitig absolut. 


In der Tat ist, sofern die Reihen nicht schon mit einer endlichen 
Anzahl von Gliedern abbrechen, 


An 

wobei wir uns alle Glieder aus beiden Reihen fortgelassen denken, 
wofiir a, = 0 ist. Konvergiert also eime dieser Reihen absolut, so 
gilt dies auch von der anderen (vgl. §. 525, Anm.), w. z. b. w. 


Zusatz. Das unendliche Produkt 
(1 + a) (1 + a,)--- 
konvergiert stets dann, wenn die Rethe 


a,+a+-- 


absolut konvergiert. 
Mit Hilfe der Relation a 
10g Dn, r = log (1 + a,) 
ergibt sich leicht der Beweis folgenden Satzes. 


3. Satz. Sind die Gréfen a, alle reell und von einerlei Vor- 
zeichen und divergiert ferner die Reihe 


A, + My + Og +s, 


so dwergiert auch das wnendliche Produkt 


Ia + Gn), 
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und zwar gegen + co, falls a, = 0 ist, aber gegen 0, falls —1 <a, <0 
ist. 


Definition. Das unendliche Produkt 
(1 + a) (1 + ay)--- 


heiBt absolut konvergent, wenn das Produkt 


(1 + Ja:|) 1 + las) --- 
konvergiert. Dazu ist notwendig und hinreichend, daB die Reihe 


ay a As + +e. 
absolut konvergiert. 
4. Satz. Dre Faktoren emes unendlichen Produkts kinnen dann 
und nur dann belrebig umgestellt werden, ohne den Wert des Produkts 
zu dndern, wenn das Produkt absolut konvergiert. 


Der Beweis ergibt sich sofort mittels der logarithmischen Hilfs- 
reihe. 

Beziiglich des Produkts zweier oder mehrerer, auch einer unend- 
lichen Anzahl unendlicher Produkte gelten analoge Sitze, wie bei der 
Summe mehrerer unendlicher Reihen. Ebenso la8t sich der Satz be- 
treffend das Hinsetzen bzw. Weglassen von Klammern bei den Reihen 
sofort auf die Produkte tbertragen. 


§ 7. Fortsetzung: funktionentheoretische Eigenschaften. 


Wir wenden uns jetzt zu der Betrachtung unendlicher Produkte, 
deren Faktoren von einer komplexen Verinderlichen z abhingen. 


Definition. Sei 


fi ()fo(z) ++ 


ein unendliches Produkt, dessen Faktoren alle in einem Bereich S$ 
eindeutig erklart sind. Dann hei®t das Produkt gleichmdfig konver- 
gent, falls das Teilprodukt 


Pn,r (2) = fn1(2) ba tie Inae@) 


bei wachsendem n und willkiirlich sich aénderndem r gleichmiafig 
gegen den Grenzwert 1 konvergiert. M. a. W. soll einem beliebig 
vorgegebenen positiven e stets eine feste natiirliche Zahl m ent- 
sprechen, derart, dab 


lin +1 (2) vt a Tanne) a 1| <8 
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bleibt, sobald nur n > m ist, gleichviel welchen Wert r auch an- 
nehmen und welcher Punkt z auch von § sein mége.) 

An Stelle des Bereiches S kann selbstverstiindlich jede andere 
Punktmenge treten. 

DaB die gleichmifige Konvergenz schon die schlichte Konver- 
genz nach sich zieht, erkennt man unmittelbar aus dem Zusatze unter 
dem 1. Satze, § 6. 

Nimmt man etwa « = $ und bezeichnet man einen zugehdrigen 


Wert von m mit yw, so konvergiert das Teilprodukt 


fn +1 (2) fn+2(2) ii 


fiir jeden festen Wert von n => mw gegen einen nicht verschwindenden 
Grenzwert, P,,(z). Wir wollen nun zeigen, daB die Veriinderliche 


s(z,r) = fu+1(2) ca fu+r() 
bei wachsendem r auch im gewodhnlichen Sinne gleichmifig kon- 
vergiert. In der Tat ist 
s(4, 7’) —s8{%,7r) = Pu, r (2) Dien v-r(2) —1], Ste 
Nun ist aber 
| Pue(z) —1| <t, also |Pu,r(2)| < $- 


Nimmt ran jetzt e > 0 beliebig klein an und bestimmt man dann 
einen zugehérigen Wert von m, der mindestens so groB wie mu 
sein soll, so wird 


| Putr, r—r (2) —T| <2 met aos. 
Hieraus folgt, daB 


|s(z, 7’) —s(z,r)|< de, m—usr,r, 
ist, womit denn die Richtigkeit der Behauptung dargetan ist. 


1. Satz. Sind die Faktoren eines unendlichen Produkts 


fi (2) fa(2) >> 


im emem Bereiche S analytisch, und konvergiert das Produkt gleich- 
mifig im S, so stellt es eine in S analytische Funktion F(z) vor. 


In der Tat subsumiert sich nach dem Vorausgeschickten die Ver- 
anderliche 


s(z, r) = fu+1() ae Tupele)s 


1) WeierstraB, Abhandlungen der Kénigl. Akademie der Wissenschaften 
zu Berlin, 1876, § 2—= Werke, Bd.2, 8.199. 
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wo pw die obige Bedeutung beibehilt, unter den 6. Satz von Kap. 7, 
§ 5. Demnach verhialt sich die Grenzfunktion 


im S(z, r) = P,, (2) — fu+1(2) fu+e(2) ae 
analytisch in S, und zwar verschwindet P,, (2) nirgends in S, da 


| Pu, r (2) say =< a also 3 << | Pur (2) |, z = | P.. (2) | 


ist. Hieraus ergibt sich sowohl der soeben ausgesprochene Satz als 
auch der folgende 


2. Satz. Zu den Voraussetzungen des 1. Satzes trete noch die 
weitere hinzu, dap kein Faktor f,(z) tdentisch verschwinde. Dann 
werden die in S gelegenen Wurzeln von F(z) sowohl der Lage als 
auch der Ordnung nach durch die Wurzeln der einzelnen Faktoren 
des unendlichen Produkts bestimmt. 


8. Satz. Ist f,(C) fiir die Punkte einer beliebigen Punktmenge { ¢} 
mit der Héufungsstelle € = lim € definiert, wnd nihert sich f,(f) fiir 
jeden festen Wert von n einem Grenzwert U,, wenn € dem Punkte C 


zustrebt: 

limi (Gye 0 

=e 
konvergiert ferner das unendliche Produkt 
gleichmaBig in {€}; so konvergiert das unendliche Produkt 

Ue Uecae 
und es rst 
lim fi (6) fa@) = UU a 


f=¢ 
Da fiir einen bestimmten Wert von n: n = yw, 8.550 das Teil- 


produkt : 
8(5, 17) = fu+i() fuse(S) ++ fate (?) 


im gewohnlichen Sinne gleichmiéSig konvergiert, so folgt der Satz 
nach dem Theorem von Kap. 12, §10 zunichst fiir letzteres, und nun 
geht man ohne Schwierigkeit zum urspriinglichen Produkt iber. 


4. Satz. Sei 
fi) fl) °° 


ein unendliches Produkt, dessen Faktoren in einem Bereiche S, von 
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einer endlichen Anzahl derselben abgesehen, von 0 verschieden bleiben; 
analytisch, oder gar stetig brauchen sie nicht zw sein. Damit dann das 
Produkt gleichméBig in S konvergiere, ist notwendig und hinreichend, 
daB die Rethe 


> log fn(2); 
n= N 


unter log f,(2) den Hauptwert verstanden, gleichmadpig im S_ kon- 


vergiert, wobei N so groB genommen wird, daf fiir n = N der Faktor 
fn(z) += 0 ist. 


a) Die Bedingung ist notwendig. Aus der Voraussetzung 
Lingala)? Toy (2) | <6, n=2m, 


folgt nimlich, sofern man nur e <1 annimmt, da8 f,(z) + 0 ist. 
Da der Punkt 


w= fail2) °° Laer) 


im Kreise |jw —1|<e liegt, so wird nach Kap. 6, § 15, Auf- 
gabe 5, 8. 270 


|log w| < i + are sin € 
ausfallen, sofern man unter logw den Hauptwert 
—t< x (; log w) ay 
versteht. Hier gilt aber die Beziehung 
log w = log fns1(2) + +++ + logfn+,(2), 


wobei jedem log der Hauptwert beigelegt worden ist, und hiermit 
ist dieser Fall erledigt. 


b) Die Bedingung ist hinreichend. Nach Voraussetzung ist jetzt 


| log fn+1(2) ++++-+ log fas+(2) | Sale n=m. 
Nun ist 


fn+1(2) ee fnxch2) = e tint) + + 1OB Sy 4 9 (2) 


Die Funktion e” ist aber stetig und hat den Wert 1 im Punkte 
Z=0. Demnach entspricht einem beliebig vorgegebenen positiven 
€ eine zweite positive GréBe 7, derart, dab 


|e? —1| <e 


bleibt, sobald nur |Z| <7 genommen wird. 
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Das Weierstra8sche Kriterium fiir die gleichmaBige Konver- 
genz emer unendlichen Reihe, Kap.3, § 4 iibertragt sich auf unend- 
liche Produkte, wie folgt. 


5. Satz. Kriterium fiir gleichmaiBige Konvergenz. Sei 


pe h@)--= TO+e@, fr) =1+ a0), 


em unendliches Produkt, dessen Faktoren in einem Bereiche S ein- 
deutig erklért send. Geniigt dann die Reihe 


dy (2z) + dy (z) ++: 
dem Weterstrafschen Kriterium: 


| dp (2) | Salih n 


IV 
3 


wo L'M,, eine konvergente Rethe positiver Konstanten ist, so konvergiert 
das unendliche Produkt gleichmapig wm S. 
An Stelle von S darf eime belrebige Punktmenge treten. 


Zum Beweise bedienen wir uns des vorhergehenden Satzes und 
haben also nachzuweisen, da8 die Reihe 


(6) > log ule) 
gleichmaBig konvergiert. Man nehme m = N so gro8, da8 


Mie, n=, 


ausfallt, und verstehe ferner unter log[1 + a,(z)], ~ =m, stets den 


Hauptwert. Dann wird nach Kap. 6, §15, Aufgabe 5 
| log (1 + dy (@)) |< 72-87 + are sin Mae. n=>m. 
Des weiteren konvergiert die Reihe positiver Konstanten: 


(7) AN Grate bea het orss toes 


denn J,/M, nahert sich ja emem Grenzwerte, wenn n = oo wird. 
Infolgedessen laBt sich das WeisertrafBsche Kriterium fiir die gleich- 
maiBige Konvergenz der Reihe (6) anwenden, indem man sich eben 
der Reihe (7) bedient. 


Zusatz. Unter den Voraussetzungen des Satzes konvergrert das 
unendliche Produkt auch absolut. 
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In der Tat geniigt das Produkt den Bedingungen des 2. Satzes 
von § 6. 


Aufgabe. Man beweise den folgenden Satz: Konvergiert das 
unendliche Produkt 


F@) =h@he)--:, 


dessen Faktoren in einem Bereiche S analytisch sind und nicht iden- 
tisch verschwinden, gleichmiig in S, so ist dort, abgesehen von et- 
waigen Wurzeln der Funktion f(z), 


F’(z) __ f(z) , fe(2) 
Fe) ~ file) * faz) 1 


§ 8. Unendliche Produkte fiir sin z, 0 (z), usw. 


Aus der Partialbruchzerlegung fiir cot z, §1, erhalt man durch 
Integration ein unendliches Produkt fiir sin 2: 


ott Lath) 


[ cot edz = log sin z = log id peso ee = dz+C 
bs 0 


=logz + >) [log ( — nm) — log (— nz) + |+0. 


Dabei denken wir uns einen endlichen einfach zusammenhingenden, 
den Punkt z = 0 im Innern enthaltenden Bereich S, welcher keinen 
der Punkte z=nz,n=+1, +2,---, umfaBt. Die Funktionen 
log sinz, logz sind in S mehrdeutig, wihrend die wbrigen in der 
letzten Formel auftretenden Funktionen, welche ja aus den Integralen 
der entsprechenden Terme der friiheren Reihe bestehen sollen, in S 
eindeutig und analytisch sind. Im iibrigen ergibt sich die gleichmaBige 
Konvergenz letzterer Reihe in S direkt aus der gleichmafSigen Kon- 
vergenz der urspriinglichen Reihe in S. 

Die vorstehende Relation ist gleichbedeutend mit der folgenden: 


: f Z = 

sing = kz l | E —= |e de 
wo es nur noch iibrigbleibt, den Wert von k = e° zu bestimmen. 
Dies geschieht sofort mittels der Relation 


- ging 
lim —— = 1, 
z=0 a 
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Da nimlich das unendliche Produkt nach §7, 4. Satz in S gleich- 
maBig konvergiert, so schlie8t man daraus, daB k = 1 ist. . 

Im iibrigen konvergiert das Produkt absolut. Schreibt man nim- 
lich den allgemeinen Faktor in der Form 1 + a, und vergleicht man 
die Reihe X'a, mit der Reihe Y1/n?, so stellt sich heraus, daB 


lim 
erste 1/n? 


existiert. DemgemafS kann man die Faktoren des Produkts so um- 
ordnen, da die Exponentialfaktoren sich gegenseitig aufheben. Hier- 
durch gelangt man zu den definitiven Formeln?): 


‘ z —_ . a 
sinz = | | [1 —=|er=z / i [1-3 nt 
Nm 7 N* "3 
n= 


Ersetzt man noch z durch zz, so kommt 


“= TT 2} «Tf -9) 


Wie beim Beweise des 1. Satzes, § 4, so kann man auch hier 
mehrdeutiger Funktionen entraten. 

Aus der letzten Formel erhalt man das Wallissche Produkt 
fir a, indem man z= $ setzt: 


Das unendliche Produkt fiir o(z). Verfahrt man in ahnlicher 
Weise mit der Reihe fiir C(z), § 2, (10), so erhalt man zunichst: 


fro de = loge +>) [loge — 2) —log(— 2) +4 + 4 Z] +0, 


z 1 2 
SS@ dz [T Z Stoo 


Das unendliche Produkt konvergiert absolut fiir jeden Wert von z, 
und in jedem endlichen Bereiche S konvergiert es auBerdem noch 
gleichmiBig. Beides beweist man ohne Mithe mit Hilfe der absolut 
konvergenten Reihe 2’2-%, vgl. § 2. Aus der Bedingung 


o(2) 
z 


1) Die zweite Form des unendlichen Produkts findet sich bei Kuler, 
Introductio im analysin infimtorum, Bd. 1, 1748, Nr. 158, 8. 120. 
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findet man ferner k = 1. Hiermit erhilt man als definitive Formel: 


(1) Ts IT (1 _ a) Ae e w, 


Im voraufgehenden Kapitel habe ich mir es angelegen sein 
lassen, die theoretische Grundlage fiir die periodischen Funktionen 
zu schaffen. Dem Leser sei es jetzt als eine wertvolle Ubung emp- 
fohlen, sich selbstiindig die Theorie der elliptischen Thetafunktionen 
zu entwickeln, und zwar von ihrer funktionentheoretischen Definition, 
nicht von den Reihen und Produkten aus.") Dabei wird man direkt 
zu jenen Formeln gefiihrt, welche die Jacobischen Theta- mit den 
WeierstraBschen Sigmafunktionen verbinden.?) Im wbrigen sei auf 
die mannigfachen Reihen- und Produktentwicklungen fiir die trigo- 
nometrischen Funktionen verwiesen, wie sie sich beispielsweise bei 
Biermann, Analytische Funktionen, Kap. 6 finden. 


Aufgabe. Man zeige, daB die Funktion cos z sich durch das 
unendliche Produkt darstellen liBt%): 


cos z= Tl] (1 — mips nt da _ Tl (1 —more)} 


ra=—oo n =0 
2 Tr 2 
006 = 1A Gay 
§ 9. Die Poincaréschen Thetareihen. 
Sei 
&: Z= z)= ane + Bi ay By as mt : 
fi. (2) Vp2+ Ox Ve Ox i k 0, the obey 


eine unendliche Gruppe linearer Substitutionen, welche das Innere des 
Einheitskreises 


K: jz) <1 


in sich iiberfiihren und einen Fundamentalbereich F im Sinne von 
Kap. 10, §§ 2, 5 zulassen. Seien 


Poel, i, eo: 


1) In dieser Hinsicht vergleiche man wieder das Buch von Weber, Ellip- 
tische Funktionen wnd algebraische Zahlen, sowie Algebra, Bd. 3. Es sei auch 
die Darstellung bei Hurwitz verwiesen, Hurwitz-Courant, Funktionen- 
theorve. 

2) Man vergleiche hieriiber H. A. Schwarz, Formeln und Lehrsdtze zum 
Gebrauche der elliptischen Funktionen. 

3) Euler, ibid. 


§ 9. Die Poincaréschen Thetareihen “HDT 


die Reproduktionen von F durch die Substitutionen der Gruppe. 
Dann sollen diese Bereiche das Innere von K glatt ausfiillen. 


Das formale Verhalten der 9-Rethe. Sei H(z) eine villig be- 
liebige rationale Funktion und man bilde die Reihe 


(1) SA = DH (fi(2)) fu’ (2)™ =>) (EE) ne + 6,)-2™, 


Dann verhalt sich dieselbe vor allen Dingen formal invariant gegen- 
uber den Substitutionen der Gruppe. In der Tat sei 


felfi(2)] = fo). 


Differentiiert man diese Identitat nach z, so kommt: 
fe’ fr (2)] fy’ (2) = fo’ (2). 
Und nun erkennt man, daB 


Afi h@) fi’ Th@I" = A (f,@) to)” t'@-™, 


also 
(2) OfL@) = fi (2)-™ O(). 


Der vortretende Faktor f,'(z)-” verhilt sich im Kreise K 
analytisch und verschwindet dort nicht. Denn die Funktion 


? 1 
I) = Gato) 
hat ja ihre eimzige Unstetigkeit im Punkte = —4,/y,. Dieser 
Punkt wird durch die Substitution 2’ = f,(z) m den Punkt 2’ = oo 
ibergefiihrt, und da nun durch jede Substitution der Gruppe das 
AuBere (wie das Innere) von K in sich iibergeht, so mu’ —6,/y, 
auBerhalb KK legen. 


Konvergenz der 0-Rethe. Sei S ein beliebiger abgeschlossener Be- 
reich, welcher ganz innerhalb K liegt. Dann wollen wir zunachst den 
folgenden Hilfssatz beweisen. 


Hilfssatz. Die Rethe 
> | fe’ (z) kK 
k=0 
konwergiert in S, und zwar ist dort 
fe’ (2)? S My, 


wobet M,, von z unabhingig ist und die Reihe XM; konvergiert. 
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Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt. 

i) Seien M,, m, der groBte baw. der kleinste Wert von |f;’ (2) |? 
in S. Dann ist a 
(3) me =O 


wo G eine von k unabhiingige positive Zahl bedeutet. 


Da nimlich 
1 1 1 


1) = OyeF Ou? 7a @F Sure? 
My _ 1# + Sulvell 
Mx [2 + dx/yx \*” 
wo 2’, 2” zwei Punkte von S sind. Sei Z ein beliebiger duBerer oder 
Randpunkt von K und man bilde die reelle positive Funktion 
lat S| 
|Za+Z |’ 
WO 2, 2, zwei beliebige Punkte von S sind. Dieselbe ist stetig in 
(2,, 2, Z) und nihert sich dem Grenzwerte 1, wenn Z unendlich 
wird. Daher hat sie eine obere Grenze (die sie auch wirklich erreicht), 


ist, so folgt, daB 


dieselbe heiBe /G, und hiermit ist die Behauptung erwiesen, sofern 
¥. +0. Ist aber y, =0, so ist ja M, =m,, und da G sowie- 
so > 1 ist, so bietet dieser Fall keine Ausnahme. 

ii) Der Bereich S mége nun in Fy liegen. Man bezeichne den 
Flicheninhalt von S und dessen kongruenten Bereichen S, unter der 
Gruppe mit C,, C,,.... Dann konvergiert die Reihe 


Co ++ C; ao Ons 
Denn die Glieder sind alle positiv und die Summe von n Gliedern 
derselben betragt ja stets weniger als der Flicheninhalt des Kreises K. 
in) Es ist 


(4) Mreu 


So Cn 


Zum Beweise werten wir C; aus. Es ist zunichst 


Ci, =f fdédn. 
Si. 


Transformieren wir dieses Doppelintegral auf S, so kommt?) 
Y 0(é, ”) 
2 7 da ( 4 
k | B(a, yee ey» 


1) Vgl. des Verfassers Advanced Calculus, S. 263. 
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wo 

E+ yt = f,(2)- 
Im iibrigen ist 

36) | f7(2) 


O(a, y) 
Demgema8 ist 
C, = m, Co, 
und da nun nach (3) 
M, Gm, 
ist, so folgt, daB 
Ms %-C; 


Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, sofern S in F, liegt. Da wir 
ihn nur in diesem Umfange gebrauchen, so wollen wir den Beweis 
nicht weiter fihren, obgleich die Vervollstindigung desselben mit 
leichter Mihe geschieht. 


Die Funktionen H (f,(z)). Kehren wir jetzt zur Reihe 


6) D> (fe) fe 


zuriuck! Die rationale Funktion H(z) hat nur eine endliche Anzahl 
von Polen im Kreise K, und mége keinen am Rande haben. Seien 
@,,..++,4, die Punkte von Fy, welche damit kongruent sind. Um 
jeden dieser Punkte legen wir einen kleinen Kreis und heben das 
Innere desselben aus F, fort. Ebenso heben wir aus F, das Innere 
der in fF’, belegenen kongruenten Kreise. Der zuriickbleibende Teil 
von K bildet emen abgeschlossenen Bereich 2, worin H(z) stetig 
ist, und darum hat |H(z)| dort em Maximum, M: 


|H(z)| S$ M se 
Es ist aber auch 
(6) |H (f,(2))| SM in 2’, 


da H (f,(2)) dieselben Werte wie H(z) dort annimmt. 
Fir eime Funktion H(f,(2)), welche keinen Pol in Fy hat, gilt 
aber ausnahmslos 


(7) H(f(2)| <M in Fy. 


Denn der absolute Betrag einer Funktion g(z), welche in einem ab- 
geschlossenen Bereiche stetig und innerhalb desselben analytisch ist, 
nimmt seinen groéBten Wert am Rande an, vgl. Kap. 7, §5, 2. Satz 
nebst Zusatz, woraus sich der Satz leicht ergibt. 
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Indem wir also eine endliche Anzahl der Glieder der Reihe (5) 
fortlassen, namentlich diejenigen, welche einen Pol in I’) haben, gilt 
fiir den ersten Faktor eines jeden anderen Gliedes die Abschatzung (7). 


Endgiiltiger Beweis der Konvergenz der )-Rethe. Versteht man 
unter m eine beliebige natiirliche Zahl => 2, und bildet man die Reihe 


>” He) fe @, 


wobei der Strich anzeigt, daB diejenigen Glieder aus (5) fortgelassen 
sind, welche Pole in Fy) haben, so konvergiert diese Reihe gleich- 
miBig in S. Denn es ist 


m 
m 


| ‘ , G 2 
| H (fx (2)) fe’ (2)™| <M(G) C.? = M., 


und die Reihe » Nt, konvergiert. 

Daraus geht hervor, dab die Funktion #(z) sich bis auf Pole im 
Kreise AK analytisch verhilt, sowie daB der Hauptteil emes Poles 
von #(z) mit dem Hauptteile des entsprechenden Gliedes der Reihe 
identisch ist.1) — Die Zahl m heiBt die Dimension der #-Reihe.*) 


Die Nullpunkte von 9(z). Die Nullpunkte von #(z) sind zwar 
isoliert, sie kénnen aber denkbarerweise in unendlicher Anzahl im 
Fundamentalraume F’) auftreten, wobei dann selbstverstindlich ihre 
Hiiufungsstellen sich am Rande von K befinden werden. Liegt aber 
F’, insbesondere ganz innerhalb JX, so kénnen ja nur eine endliche 
Anzahl darin vorhanden sein. 


Das identische Verschwinden der )-Funktion. Liegen keine Pole 
von H(z) in K, so wird sich #(z) analytisch in K verhalten. Diese 
Funktion kann aber denkbarerweise identisch verschwinden. 


Automorphe Funktionen. Sind 8,(z) und #2(2z) zwei Funktionen 
von gleicher Dimension m, welche mindestens zwei getrennte Pole 
in Fy haben, und bildet man die Funktion 

»\ — Pr(2) 
BO = aay 
so verhalt sich diese Funktion invariant gegeniiber simtlichen Sub- 
stitutionen der Gruppe G. 


Peta) 20). 


1) Sollten insbesondere zwei Pole von H(z) kongruent miteinander sein, 
so bedarf der Satz einer Modifikation. 

2) Der vorstehende Konvergenzbeweis riihrt von Poincaré her, Acta 
Mathematica, Bd. 1 (1882), S. 193. 
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Hine solche Funktion heiBt nach Klein eine automorphe Funktion. 
Setzt man imsbesondere H(z) = 1/(2 — a) in 9,(z), so hat F(z) einen 
Pol erster Ordnung im willkirlichen Punkte z = a, nur gibt es még- 
licherweise noch gewisse feste Punkte (die Wurzeln von @,(z)), worin 
F(z) auch Pole hat. 


§ 10. Die WeierstraBsche Abhandlung vom Jahre 1876.') 


In der Algebra lernt man eine ganze rationale Funktion in ein 
Produkt linearer Faktoren zerlegen. Die soeben besprochenen Ent- 
wicklungen von sin z und o(z) in unendliche Produkte lassen sich 
als eine Verallgemeinerung dieses Satzes auf ganze transzendente 
Funktionen mit unendlich vielen Nullstellen ansehen. Dabei besteht 
indessen der allgemeine Faktor nicht mehr, wie bei den Polynomen, 
aus einer linearen Funktion, sondern es tritt noch ein Exponential- 
faktor hinzu: 


Zz 2Z 1 2 


— — + — 
zZ nm JN | (PS ERP 0 


Dieser letzte Faktor ist es eben, welcher die Konvergenz des Pro- 
dukts erzeugt. 

Von dieser Bemerkung ausgehend?) warf WeierstraB die Frage 
auf, ob es nicht allgemein bei einer beliebig vorgeschriebenen Ver- 
teilung der Nullstellen, vorausgesetzt nur, daB sich dieselben nirgends 
im Endlichen haufen, stets eine transzendente Funktion gibt, deren 
Wurzeln dieser Verteilung entsprechen. Auch die Ordnung der ein- 
zelnen Nullstellen soll willkiirlich vorgegeben werden. Hs stellte sich 
heraus, daB die Frage in der Tat zu bejahen ist. Das Ergebnis 
sprechen wir, wie folgt, aus. 


1) ,,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen“, Abhandlungen. 
der Kénigl. Akademie der Wissenschaften zu Berlin, 1876, Werke, Bd. 2, 8.77. 

2) Dieser Gedanke geht auf Gau8 zuriick, welcher sich zur Definition 
der J’-Funktion folgender Formel bedient hatte: 


1 | [ z nat" | | ( | —z log — 
—_- = = aa — ‘1 — ne 
I (2) % (1+ =) ( n : 1 : 5 
n=1 n=1 
,,Disquisitiones generales circa seriem infinitam 1 + dy a+ :--“, Commen- 


ly 
tationes soc. reg. sci. Gott. rec., Bd. 2 (1812) = Werke, Bd.3 (1866), S.145; 
Ubersetzung ins Deutsche von H. Simon. Wie Pringsheim, Encyklopddie, 
IA 3, 8.112, bemerkt hat, findet sich das vorstehende Produkt bereits bei 
Euler, Brief an Goldbach, 13. Okt. 1729. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 36 
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Der WeierstraBsche Satz. Gegeben set eine wnendliche Punkt- 
menge d,, @,..., lima, = co. Jedem Punkte a, derselben werde eine 


natiirliche Zahl up Hageordinat Dann gibt es stets eine ganze transzen- 
dente Funktion G(z), welche im Punkte a, (n =1, 2,...) eine Wurzel 
un Ordnung besitzt und sonst nirgends verschwindet. Im tibrigen wird 
die ullgemeinste derartige Funktion (2) durch die Formel gegeben. 


T(z) = &G (2), 


wo G(z) eine spezielle Funktion von der genannten Beschaffenhert und 
q(z) eine ganze (rationale oder transzendente) Funktion ist. 


Es handelt sich hier vor allem um einen Existenzsatz. Indem 
wir uns die Zahlen a,, d,,...so geordnet denken, daB |a,.,| = |a@n| 
ist, nehmen wir eine unendliche Folge natiirlicher Zahlen m,, m2,... 
derart an, da die Reihe . 

z 

(1) ae rtd 
fiir alle Werte von z absolut konvergiert.) Im Falle a, e: = Kr; dae 
— kz ist, geniigt es, wie wir bereits gesehen haben, durchweg m, = 1 
zu setzen, wihrend fir a, = 2 = mw + m'w’, m, = 2 genommen 
werden darf. Bei allen Verteilungen der Nullstellen, welche in der 
Praxis eine Rolle spielen, kommt man schon, wie hier, mit einem 
festen Werte m, =m aus. Hingegen wird m, im allgemeinen Falle, 
wo sich die Nullstellen in der Nahe des Punktes co stiirker ver- 
dichten, zugleich mit » ins Unendliche wachsen miissen. Man erhiilt 
offenbar stets eine brauchbare Reihe von Zahlen m,, indem man ein- 
fach m, =n setzt, denn es wird dann 


° z a n+1 
iin (ta PP Sp, 
n=0o%n+1 On +1 


m Mn+1+1 
lim 2 et anti 


ra=o 


- 2™n| qin +1 
womit denn die Konvergenz erwiesen ist. 

Gehen wir jetzt zur Aufstellung einer speziellen Funktion G(z) 
uber, so wird eine solche durch das unendliche Produkt: 


co 


(2) rs I] fay= 1B! (1 = =) e9ni?) 


definiert, wo mad 
gule) = 2 +5 (Sy 4-0 +o (2) 


an In 


1) Sollte insbesondere a, = 0 sein, so mége die Summe mit n = 2 be- 


ginnen. Beim Produkte wird man dann ebenfalls mit n= 2 anfangen und 
zugleich den Faktor 2“: davor setzen. 
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ist. Dabei denken wir uns zunichst mw, durchweg gleich 1. Dieses 
Produkt konvergiert nach § 7 fiir jeden Wert von z absolut und 
auBerdem in jedem endlichen Bereiche S gleichmaSig. Erinnern 
wir uns ndmlich der Reihenentwicklung: 


log (1 —Z) = —Z —— —= —... . IZ|<1, 
bezeichnen ferner mit @ die obere Grenze von |z| fiir die Punkte von 
S, und nehmen endlich N go, daB 
N, 
N, 


|a,| > Q> 


IV 


ist, so erkennen wir, daf der Hauptwert von logf,(z), 
durch die Formel gegeben wird: 


log fu (2) = log(1 —) + gn (2) 


= 1 Zz \Myt1 1 2\Mnt+2 
reser CH, aes ae aul 


Es handelt sich um die gleichmiBige Konvergenz der Reihe 


INV 


BA log fn(2), und dies wird, wie gewohnlich, vermége des Weier- 
straBschen Kriteriums festgestellt. In der Tat ist 


foe] 


log fn (2)| S Be =F (2) 
= —— : (eet (ey | 
Mn + k=1 | Gn | (m, +1) (1— 2) 


Setzt man daher das letzte Glied dieser Relation gleich M,, so kon- 
vergiert die Reihe 2 M,, wie aus Vergleich mit der absolut konver- 
genten Reihe (1), geschrieben fiir 2 =o, unmittelbar hervorgeht.) 

Ist endlich uw, > 1, so wird man den Punkt a, m,-fach zahlen. 
Oder man darf ihn auch bloB einmal zihlen, indem man die Gréfen 
My, 80 wihlt, daB die Reihe 

aoe a gin 
on > 2 ara 


m=1 n n=1 


1) Wie man sieht, yeniigt es schon, wenn man die Gré8en m,, so nimmt, 
daB die Reihe 


mest (Mn + ija,ces* 
bestindig konvergiert. Im Falle m, endlich bleiben darf, ist diese Bedingung 
mit der fritheren gleichbedeutend. 


36* 
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bestaindig konvergiert.1) Dann wird man noch G(z) und g,(z) durch 
die Ausdriicke des nachstehenden Zusatzes zu ersetzen haben. 

Hiermit ist bewiesen, da8 durch das unendliche Produkt (2) eine 
ganze Funktion G(z) definiert wird, wie sie der Satz verlangt. Sei 
jetzt T(z) eine beliebige Funktion, welche den Bedingungen des Satzes 
geniigt, und man bilde das Verhiiltnis J"(z)/G(z). Dadurch wird eine 
neue ganze I'unktion (2) definiert, welche iiberdies im Endlichen 
nirgends verschwindet. Demgemif besteht die Funktion log &(z) 
aus einer unendlichen Menge ganzer Funktionen. Ist g(z) ee davon, 
so ist G(z) = e?. 

Hieran schlie8t sich noch der folgende Darstellungssatz. Dabei 
wird die Funktion G(z) als schon von vornherein vorhanden ange- 
sehen, und es handelt sich bloB um einen durch einen bestimmten 
unendlichen ProzeB gegebenen Ausdruck fiir dieselbe. 


Zusatz. Jede ganze Funktion G(z) lapt sich durch em unend- 
liches Produkt darstellen ?) : 


co 
G2 = J | (1— ral eon (2) 
. On, A 


n=1 


gn (@) = ten[ e+ 5 (Ze + (2), 


Un, Mn \On 


wo py, die Ordnung der Wurzel a, und mp, eine geeignete natiirliche Zahl 


1) Eine mégliche Wahl wire folgende. Setzt man mn = (n) und bildet 
man den Quotienten zweier aufeinander folgenden Glieder der Reihe, so kommt 


Eats 2 eee | Gn ae 


Hn \On+1 On+1 


Sei 
y(n) =""+1, falls Pn412 bn 
Un 
y(n) = 1, falls pin41< Un: 


Dabei soll Y(") = pys,/b¢, Sein, falls letzterer Bruch ganzzahlig ausfillt; 
sonst sei y(n) gleich der nachst héheren ganzen Zahl. Dann werde y(n) 
durch die Gleichungen definiert, 


p(n + 1) — p(n) = y(n), p(l) = 0; 


p(n) = v(1) + y(2) +--+ + ym—1)). 
Da nun die Zahl 


also 


Nr 


zugleich mit r gegen 0 konvergiert, wie auch immer die natiirliche Zahl N 
varueren moge, so ist der Beweis hiermit erbracht. 
2) Man vgl. die Anmerkung, 8. 562. 
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bedeuten. Das Produkt konvergtert absolut fiir jeden Wert von z und 
gleichmapig in jedem endlichen Bereiche der Ebene. 


Aus dem soeben bewiesenen Hauptsatze schlieBt WeierstraB 
weiter?) : 
Gegeben seten zwet Punktmengen: a,, dg,..., lima,=o, 


n=o 


by, bg,..-, lim by, = 00; dabet soll nur kein Punkt der ersten Menge 


mit emem Punkte der zweiten Menge zusammenfallen. Ferner sei 
jedem Punkte a,, b, eme natiirliche Zahl pn bzw. %» zugeordnet. 
Dann gibt es stets eine eindeutige Funktion, welche im Punkte a, 
een Nullpunkt pn" und im by einen Pol »,‘* Ordnung besitzt, und 
sich sonst im Hndlichen analytisch verhalt und nicht verschwindet. 

Die allgemeinste derartige Funktion f(z) wird durch die Formel 
gegeben: 


wo g(2), Gy(z), Ga(z) ganze Funktionen sind. Daber legen die Wur- 
zeln von G,(z) und G,(z) in den Punkten a, bzw. by, und weisen dort 
je die Multvplizitit un, bzw. r_ auf. 


§ 11. Der Mittag-Lefflersche Satz. 


Nachdem Weierstra8 also gezeigt hatte, daB die Nullpunkte 
und Pole einer eindeutigen Funktion, welche im Endlicchen keine 
héhere Singularitit als Pole besitzt, beliebig vorgeschrieben werden 
k6énnen, indem er die Funktionen durch unendliche Produkte wirk- 
lich aufstellte, tiibertrug Mittag-Leffler den Satz von der Partial- 
bruchzerlegung der rationalen Funktionen auf transzendente Funk- 
tionen, wie folgt. 


Der Mittag-Lefflersche Satz.*) Vorgelegt sei ee unendliche 
Punktmenge a, d,,..., lima, = oo, sowie, dem Punkte a, ent- 


sprechend, em beliebrges Polynom an 1](@ — a,): 
5 ly ae 
tn(— a) =a Se an Cae 1 = "n> A,, +9. 


Dann gibt es stets eine eindeutige Funktion f(z), welche im Punkte a, 


1) Hine oder auch beide dieser Punktmengen diirfen endlich sein, 

2) Ofversigt af Kongl. Vetenskaps-Akademiens Férhandlingar, Bd. 34 (1877). 
Den Beweis hat WeierstraB vereinfacht, Monatsberichte der Berliner Akad., 
Aug. 1880 = Werke, Bd. 2, 8.189. 
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einen Pol mit dem Hauptteil g, besitet wnd sich sonst im Endlichen 
analytisch verhdlt. 
Eine solche Funktion wird durch die wnendliche Reihe gegeben: 


10 = > [n(2a)—m0) 


n=1 
wo 7,(2) ein geeignetes Polynom in z bedeutet. Die allgemeiste der- 
artige Funktion F'(z) erhdlt man dann, ndem man 


F() =f@) +4) 
setzt, wo G(z) eine beliebige ganze Funktion ist. 


Es handelt sich hier wiederum vor allem um einen Eixistenzsatz. 


Die Zahlen a,, a,,... denken wir uns so geordnet, da |an,4| = | an| 
ist. Sei 
i fe = ss, lim R, = "co, 


eine Folge positiver reeller Zahlen und sei ferner 
eine konvergente Reihe positiver Konstanten. Der springende Punkt 
beim Beweise ist nun der, dafi man eine unendliche Folge von Poly- 
nomen: 

vi(2), YalZ),° °° 


so bestimmen kann, daB die Reihe 


° Slt,)-n0 


fiir jeden Wert z-+-a, konvergiert, und zwar so, da’, wenn man 
einen beliebigen endlichen Bereich S ins Auge faSt und diejenigen 
Glieder von (1) fortliBt, welche in S unstetig werden, die dadurch er- 
haltene Reihe in S ausnahmslos analytischer Funktionen gleichmiBbig 
in S konvergiert. Dies geschieht, indem man nachweist, daB die 
Glieder von (1), von einer bestimmten Stelle an, dem Weierstrab- 
schen Kriterium geniigen: 


lgn(—=z-) — rn @) |< Ma, n=m, 


so daf also der durch die Reihe (1) definierten Funktion die Singu- 
larititen der einzelnen Glieder aufgepriigt werden. 
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Um jetzt den Beweis ins einzelne durchzufiihren, sei k eine be- 
liebige natiirliche Zahl, und man fasse diejenigen Punkte a, ins Auge, 
wofiir 

Ry < | a, | S Rey 


ist. Nun kann man g, in eine Potenzreihe entwickeln: 


gn(—-] = Oy + 2 + C22 +---, 


welche im Kreise |z| < |a,| konvergiert und daher iiberdies im Kreise 
|z| = R, gleichmaBig konvergiert. Dementsprechend spalte man so 
viele Glieder von der letzten Reihe ab, z 


Vn (2) = Co f= C12 + TAP TS ste Py her 
daB der Rest 


In(———] — Yn (2) = Cy 41 2?4) + Cyn Z?t? + --- 
im Kreise z| < fh, betrachtet, dem absoluten Betrage nach kleiner 
als M,, bleibt. Sollten Glieder vorhanden sein, wofiir |a,| < R, ist, 
so werden diese ja nur in endlicher Anzahl auftreten, und da werde 
denn das entsprechende Polynom y, (z) identisch gleich 0 gesetzt. LaBt 
man k jetzt sukzessive die Werte 1,2,... annehmen, so erhilt man 
dadurch eine unendliche Folge von Polynomen der gewiinschten Be- 
schaffenheit. Denn, sei S ein beliebiger endlicher Bereich, und man 
nehme m so groB, dab S im Kreise |z| < R,, liegt. Bildet man dann 
die Reihe 


oo N-1 co 
Eales (— | = yn (2) | = >, (Jn — Yn) + 2) (Jn — Yn) 5 
n=1 ; n=1 n= 
wo N so gewahlt wird, dab |a,| > R,, ist, so verhalten sich die 
Glieder der rechter Hand auftretenden Reihe simtlich analytisch in 
S, und die Reihe konvergiert iiberdies daselbst gleichmaBig. Darum 
stellt sie eine in S analytische Funktion vor. — Der letzte Teil des 
Satzes ist evident. 

Wie beim WeierstraBschen Satze ein Konvergenz erzeugender 


Faktor e” sich zu dem linearen Faktor 1—= gesellte, so tritt 
n 
auch hier zum Hauptteil gq, ( ) ein Konvergenz erzeugendes 


Z— Bn 
Glied y,(z) hinzu. 
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Aus dem Mittag-Lefflerschen Satze kann man den Weier- 
straBschen Satz herleiten, indem man 


1 _ __n 
m»(s=a) ~ &— An 


setzt und den Ausdruck bildet: 


[reas 
e° 
wo 
Ae ane 
f@) oy [A — yale], 
Mn ied 
yal) =— Ha Dar 


An den Mittag-Lefflerschen Existenzsatz, wie er oben aus- 
gesprochen ist, schlieBt sich noch der folgende Darstellungssatz. 


Zusatz. Set f(z) eine eimdeutige analytische Funktion von 2, 
welche im Endlichen keine anderen Singularititen als Pole hat. Dann 
laBt f(z) eine Partialbruchzerlegung von der Form zu: 


f(z) = S's. (—=,-) — a] +4), 


wo g, den Hauptteil des Poles a,, y, em Polynom, und G eine ganze 
Funktion bedeuten. 


Im Falle der Funktion cot z kann man beispielsweise a, = mz} 


Gom+1 = — ma setzen. Dann wird 
1 1 1 
tom (5= arn) Fama? VI) — gt ee 
i} 1 1 
dime (5—3 —) =p ae Yom+1(2) = mae m > 0; 
1 if 
91 (—=} = ”1(2) = 0, 


und es bleibt nur noch ibrig, die Funktion G(z) zu bestimmen, um 
eine neue Herleitung des Entwicklungssatzes, § 1, (II), zu gewinnen. 
Nun kann man zuniachst leicht zeigen, daf die Reihe rechter Hand 
die Periode z zulaBt, woraus denn folgt, da die ganze Funktion G(z) 
auch diese Periode besitzt. In den beiden Endpunkten des Perioden- 
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streifens bleibt fernerhin die Reihe (III) endlich. Denn es ist fir 
ly| > 2/2, |x| Sa/2, nm > 1, auf Grund der Relation (IV), S. 222 


2? —n?x?| = ee —2—iy| ae +e+y| 


* (nx — a + |y)) (nt +a2+|y)), 


25 


woraus denn folgt, daB 


ii 


z 
Zz — n* 72 


ie lyl +> yuu 
es (na —F + jai) 2 an EYP : 


wo Y = |y| —z/2 ist. Nach einem bekannten Cauchyschen Konver- 
genzsatz betreffend eine Reihe positiver Glieder ist ferner 


Paes Y-+nu Pek i) 
= (nn - YF Sitepe > ahs 


Da auch cot z in jenen Endpunkten endlich bleibt, so reduziert sich 
G(z) hiermit auf eine Konstante, und diese hat den Wert 0, weil so- 
wohl die Reihe als auch cot z ungerade Funktionen sind. 


§ 12. Verallgemeinerungen der vorhergehenden Sitze. 


Die Satze der beiden voraufgehenden Paragraphen beziehen sich 
. auf eindeutige Funktionen mit einer einzigen wesentlichen singuliren 
Stelle, welche in den Punkt z = oo verlegt wurde. Eine erste Ver- 
allgememerung erhilt man, wenn man eine eindeutige Funktion mit 
einer endlichen Anzahl wesentlicher singulirer Stellen in Betracht zieht. 
Dieser Fall ist auch zugleich von WeierstraB in der genannten Ab- 
handlung vom Jahre 1876 behandelt worden, sofern wenigstens Quo- 
tientendarstellungen in Betracht kommen. Nachdem Picard, Mittag- 
Leffler u. a. spezielle Faille untersucht hatten, wo die Anzahl der 
wesentlichen singuliren Punkte ins Unendliche steigt, gelangte so- 
dann Mittag-Leffler zu einer méglichst weitgehenden Verallgemei- 
nerung seines, sowie auch des Weierstrafschen Satzes, zu deren Be- 
trachtung wir uns jetzt wenden wollen. 


Der verallgemeinerte Mittag-Lefflersche Satz.1) Vor- 
gelegt set eine isolierte unendliche Punktmenge {a}: a,, d2,..-, deren 


1) Acta mathematica, Bd. 4 (1884), S. 32. 
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Ableitung mit {c} bezeichnet werde.1) Jedem Punkte a, werde ferner 
ein Polynom?) in 1/(z2 —a,): 


Yn (—. | ; 


willkiirlich zugeordnet. Dann gibt es stets eine eindeutige Funk- 
tion f(z), welche in jedem den beiden Mengen {a} und {c} nicht 
angehdrigen Punkte 2 analytisch ist und im Punkte a, einen Pol 
mit dem Hauptteil 9n(—— : =) besitzt. Die Funktion f(z) wird durch 


eine unendliche Reithe von oe Gestalt 


oo 


2 [mG=a) - 70] 


n=1 


definiert, wobet y,(z) eine rationale Funktion von 2 ist. 
Wird die Ebene durch die Menge {c} zerstiickelt, so stellt f(z) 
Stiicke verschiedener®) monogener analytischer Funktionen vor. 


y wy Der Beweis des urspriing- 
Yih} I} Hy} HY] Wy) I} 
Wf \ 7) lichen Mittag-Lefflerschen 
Satzes von $11 ttbertragt sich 


Uy] 
auf diesen Satz, indem man 
y] die Cauchy-Taylorsche Reihe 
f < \ 


/) einer linearen Transformation 
unterwirft. An die Entwick- 
MME MM a lnngen-von. Kap. 6,_ $17 uy 
Fig. 117. knipfend, zeichnen wir zwei 

Punkte z = C, ¢ auf, welche 

beide im Endlichen legen médgen, und tben dann die lineare 


Transformation: 


(1) Vie (od 


Veh i 


j 
i/; 
v/, 
vf) 
i 
Uy 


1) Es 1a8t sich leicht zeigen, daB eine isolierte Menge notwendig abzihl- 
bar sein mu. Unter der Ableitung einer Punktmenge versteht man die Menge 
ihrer Haufungsstellen. 

2) Allgemeiner kann eine beliebige ganze transzendente Funktion von 
1/(z —a,,) an Stelle des Polynoms treten. Die Funktion f(z) wird sich dann 
in der Nahe von a,, als die Summe dieser Funktion und einer in a, analytischen 
Funktion darstellen lassen. 

3) Im allgemeinen werden wenigstens die Funktionen voneinander ver- 
schieden sein. Die Frage, ob im besonderen Falle zwei derartige Stiicke nicht 
doch eventuell ineinander analytisch fortgesetzt werden kénnen, sowie auch 
ob ein solches Stiick nicht am Ende einer mehrdeutigen monogenen analyti- 
schen Funktion angehért, mag dahingestellt bleiben. 
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aus. Dadurch geht die Kreisschar ii) in die Schar konzentrischer 
Kreise 
(2) [Z| =A 


tiber, und zwar so, dafi das Innere letzteren Kreises demjenigen der 
beiden Gebiete, in welche die z-Ebene durch den Kreis 


z— 


at 


(3) Sy) 


zerlegt wird, entspricht, in welchem der Punkt z = ¢ liegt. 

Ist nun andererseits eine Funktion g(z) vorgelegt, welche sich 
im Punkte z = ¢ analytisch verhalt, so wird diese in eine Funktion 
@(Z) wbergefiihrt, welche in Z = 0 analytisch ist und sich mithin 
durch die Cauchy-Taylorsche Reihe darstellen la8t: 


(4) @Z) =(O4+¢,24+0C,277+- 
Hieraus folgt: 

ze—C z—l\2 
(5) p(Z) = Cot 0, ==" + 0, (==) 7 ra 


Des weiteren kann man den Geltungsbereich letzterer Reihe sofort 
ablesen. Laf{t man naimlich J, von 0 ausgehend, stetig wachsen, so 
feet der Kreis (8) einen Bereich der z-Ebene aus, worin sich y(z) eine 
Zeitlang analytisch verhalt. Wenn y(z) aber einen von ¢ verschiede- 
nen singulaéren Punkt besitzt, so wird es einen bestimmten Kreis 
kK: iA=A4, dieser Schar geben, welcher den Konvergenz- vom Di- 
vergenzbereiche der Reihe (5) trennt, wie man aus der konformen 
Abbildung (1) erkennt. Im Gebiete 


NG 
ee eA 


Z2— 


(6) 


wird dann die Reihe absolut konvergieren, sie wird auSerdem gleich- 
maBig in jedem Bereiche S konvergieren, welcher nebst seinen Rand- 
punkten ganz innerhalb dieses Gebietes liegt. Insbesondere darf S 
den Punkt z = oo umfassen, falls dieser Punkt 1m genannten Ge- 
biete liegt. 

Wir haben vorausgesetzt, daB ¢ und ¢ beide im Endlichen liegen. 
Um nun nachtriglich die Sonderstellung des Punktes z = co auf- 
zuheben, ersetzen wir die Transformation (1) durch die allgemeinere 
lineare Transformation: 


[Ae lo 
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Soll jetzt zoo an Stelle von z =¢ treten, so kénnen wir dies 
durch einen Grenziibergang erreichen, indem wir 


Sacer 
Zhe 


bee 


setzen und —kt=1 nehmen. Lassen wir ¢ hier unendlich wer- 
den, so stellt sich als Grenzfall die Transformation 


Pees 
2—c 
ein. — In aihnlicher Weise findet man fiir ¢ = co 
Loe e— 


Hiermit erscheinen uns die beiden Reihenentwicklungen von 
Kap. 7, §18 unter emem neuen Gesichtswinkel. Hs sind das eben 
diejenigen speziellen Fille der hier betrachteten Entwicklungen, wo- 
fiir einer der Punkte ¢, ¢ im Unendlichen liegt. 

Wir sind nunmehr in der Lage, an den eigentlichen Beweis des 
Satzes zu gehen. Wir wollen annehmen, daf die Menge {c} im End- 
lichen liegt und daS der Punkt z = co der Menge { a} nicht angehért, 
— beides ist ja stets durch eime lneare Transformation zu erreichen. 
Alsdann sei der Bestimmtheit wegen € = co; wesentlich ist dabei 
nur, daB ¢ weder der Menge {a} noch der Menge {c¢} angehdrt. 
Dementsprechend wird in der Reihenentwicklung (5) 

—s an Stelle von — 
treten, wihrend der Mittelpunkt des Kreises KC in ¢ zu liegen kommt. 
Der Angelpunkt des Beweises besteht nun darin, daf man eine Reihe 


7) > [= (Ga) — 9] 


n=1 
von folgender Beschaffenheit bildet: 

a) yn(z) soll eme rationale Funktion von z sein, deren Pole in 
den Punkten von {c} liegen; 

b) sei S ein beliebiger Bereich, dessen innere und Randpunkte 
nur simtlich von den Punkten der Menge {c¢} verschieden sind; dann 
wird sich die Reihe (7) in zwei Teile zerlegen lassen: 

x N—1 


(8) > |i (=) a yn(2) | i (> +2>))[m C=) ve yn(2) | 


n=1 = 
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derart, daB die Glieder der letzten Reihe sich alle in S analytisch 
verhalten, und nun soll diese Reihe auBerdem gleichmaBig in S kon- 
vergieren. Hiernach stellt sie eine in S analytische Funktion vor. 
Da nun S so gewahlt werden kann, daf es einen beliebigen Punkt a,, 
umfaBt, so folgt, daB die 
durch (7) definierte Funktion 
einen Pol mit dem Hauptteil 
Jn In a, hat, sich aber in 
jedem weder {a} noch {c¢} 
angehorigen Punkte analy- 
tisch verhialt. 

Gehen wir jetzt zur wirk- 
lichen Aufstellung der Reihe 
(7) tiber. Sei 


co 
> M, 
w=1 


eine konvergente Reihe posi- 
tiver Konstanten. Man fasse Fig. 118. 

ferner einen beliebigen Punkt 

a, der Menge {a} ins Auge und bezeichne mit c, denjenigen Punkt 
der Menge {c} (bzw. einen davon, falls es deren mehrere geben 
sollte), welcher a, am nachsten liegt. Dabei brauchen die Punkte c, 
selbstredend nicht alle voneinander verschieden zu sein. Sei endlich 


4, 


| Qn a, Cn| = hy- 
Wie man sieht, ist 
lumi a0 


n=0 


Die Funktion g, werde nun in die Reihe: 


1 Cy C, 

Jn ad ne Z— Cn AR (2— Cp)? avis 
entwickelt. Nach dem voraufgeschickten Satze konvergiert letztere 
auBerhalb des Kreises |z —c,| = h,, sie konvergiert fernerhin gleich- 
maBig auBerhalb des Kreises |z —c,| = 2h,. Demzufolge kann man 
so viele Glieder von ihr abspalten: 


& 


Ci C 
HAD iow remap a eee 


daB die Differenz g, —y, fiir alle auBerhalb des letztgenannten 
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Kreises befindlichen Punkte z dem absoluten Betrage nach kleiner 
als M,, bleibt: 
| 


(9) gn (=) — yale) |< Ma. 


Bildet man daher die Reihe 


«© 


> | 9 (=,,] — yn(e) |, 


n=1 


so geniigt sie den in Rede stehenden Bedingungen. Denn sei H die 
kleinste Entfernung eines Randpunktes von S von emem Punkte 
der Menge {c}. Dann ist H > 0, und man braucht nur N s0 gro8 
zu nehmen, daf 


De sat n=QN, 


bleibt. Fir solehe Werte von n wird S dann innerhalb des Bereiches 
liegen, fiir welehen die Relation (9) besteht, und die rechter Hand 
stehende Reihe der Zerlegung (8) geniigt somit in S dem Weierstraf- 
schen Kriterium fiir gleichmifige Konvergenz. 

An den verallgemeinerten Mittag-Lefflerschen Satz schlieBt 
sich noch eine analoge Verallgemeinerung des Weierstrafschen 
Satzes, welche folgendermafien lautet. +) 


Der verallgemeinerte WeierstraBsche Satz. Vorgelegt set 
eine rsolierte unendliche Punktmenge {a}: a1, d,,...; thre Ableitung 
werde mit {c} bezerchnet. Jedem Punkte a, derselben werde eine natiir- 
liche Zahl pu, zugeordnet.*) Dann gibt es stets eme eindeutige Funk- 
tion F(z), welche in jedem von den Punkten der Menge {c} ver- 
schiedenen Punkte z analytisch ist und iiberdies im Punkte a, eine 
Wurzel u,-ter Ordnung besitzt, sonst aber nirgends verschwindet. 

Die Funktion F(z) wird durch ein unendliches Produkt von der 
Gestalt definiert: 


n=1 
My 
1 1 (dyn — Cn\* 
Sn =) =n > k (=>) 4 
hel 


1) Mittag-Leffler, a.a.O. 

2) An dem Beweise wird nichts geindert, wenn man unter p,, auch eine 
negative ganze Zahl versteht. La®t man diese Méglichkeit zu, so erhalt man 
zugleich die Verallgerneinerung des letzten Satzes von § 10. 


§ 18. Der Mittag-Lefflersche Anschmiegungssatz 575 


WO Cy ernen bestimmten Punkt der Menge {c} und my eine geeignete 
natiirliche Zahl bedeutet. 

Wird dre Ebene durch die Menge {c} zerstiickelt, so stellt F (2) 
Stiicke verschiedener*) analytischer Funktionen vor. 


Man bilde némlich die Funktion f(z), welche der verallge- 
meinerte Mittag-Lefflersche Satz fir die Punkte a, und fir die 
Funktion 


hefert. Hier wird 


fro dz os) 1 
® i Nea) 


00 a Gn — Cn\Kn 8 \z—c 
F(z) =e gil (1 | 
1 : 1 (Qn — Cn\* 
g =) n>, k (==) J 
Rest 


so wird dadurch allen Forderungen des Satzes geniigt. 


§ 18. Der Mittag-Lefflersche Anschmiegungssatz. 


Aus den im vorhergehenden Paragraphen besprochenen Ergeb- 
nissen hat Mittag-Leffler a.a.O. noch eine weitere Verallgemeine- 
rung seines urspriinglichen Satzes hergeleitet, welche den ersten Satz 
jenes Paragraphen als einen speziellen Fall in sich schlieBt. Das 
Theorem lautet wie folgt. 


Anschmiegungssatz. Vorgelegt sev eine rsolerte wnendliche 
Punktmenge {a}: a@,, dg,..., deren Ableitung mit {c} bezerchnet 
werde. Jedem Punkte a, der Menge werde ferner eine Funktion 


Bia) => Mea) , APO, 


k=DPy 


zugeordnet, WO qn eine natiirliche Zahl oder 0 und py Sq, eine 
ganze Lahl bedeutet. Dann gibt es stets eine evndeutige Funktion f(z), 


1) Man vergleiche die entsprechende Anmerkung zum verallgemeinerten 
Mittag-Lefflerschen Satze. 
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welche in jedem den beiden Mengen {a} und {c} nicht angehdrigen 
Punkte z analytisch ist und sich tiberdies in der Néhe des 
Punktes a, so verhdlt, dab die Differenz 


1 


i) os fe =) 
im Punkte a, eine Wurzel mindestens (qn + 1)-ter Ordnung hat. 


Die Funktion f(z) schmiegt sich also den vorgegebenen Funk- 
tionen r, je bis zum (q, + 1)-ten Grade der Kleinheit in den Punkten 
a, an, Wihrend man andererseits eine vorgegebene Funktion F(z) durch 
die beim nachstehenden Beweise explizite dargestellte Funktion f(z) 
an beliebig vielen isolierten Stellen, in denen sie sich analytisch ver- 
halt, je bis zu einem willkiirlichen Grade der Klemheit annihern kann. 

Man bilde zuniichst nach dem verallgemeinerten Weierstraf- 
schen Satze eine Funktion %(z), welche im Punkte a, eine (q, + 1)- 
fache Wurzel hat, sonst aber nicht verschwindet, und fasse den 
Hauptteil g, des im Punkte a, befindlichen Poles der Funktion 1,,/% 


ins Auge: 
: ™n (Oy ) 1 
F@ = nG=a,) +O) 


wo g, eine ganze rationale Funktion von 1/(2 — a,) ist und w(z) sich 
im Punkte z = a, analytisch verhalt. Hierauf stelle man eine Funk- 
tion {(z) auf, welche den Punkten a, und den Funktionen g, nach 
dem verallgemeinerten Mittag-Lefflerschen Satze entspricht. Dann 
liefert das Produkt: 


i) =f &@ 
die in Aussicht gestellte Funktion f(z). Denn in der Nahe des Punktes 
a, ist 
xX — G,+1 = I 
SQ) =@—a)"9@), 2) =I (=7) +20), 


wo g(z) und x(z) sich im Punkte a, analytisch verhalten. Darum 
wird in der genannten Umgebung 


{) = 80 nr (=) + O10) 


1 
= ta (= g,) + @ — an) *[2(@) — oO) 9), 
und hiermit ist der Satz bewiesen. 


Dieser Satz laBt sich als eine Verallgemeinerung der Lagrange- 
schen Interpolationsformel ansehen. In der Tat erhilt man jene Formel, 
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indem man bloB von einer endlichen Menge (a): a,,... dm ausgeht 
und Py = n= 90, 1 = Af? = A™ setzt. Dann wird 


3) =H — Gn), 
1 
Tn (=) AM AMF (a 
mn n n m) 
Q ~~ Mn aa ed —— a a (2) 2 
3) Ties Z— An 
k=1 
= AM 1% (Gin 2 An) 
v= Sem, SM 
n=1 n=1 


Anwendung. Bei gewissen Untersuchungen tiber Funktionen, 
welche durch eine Maclaurinsche Reihe definiert werden, ist folgender 
Satz von Interesse. Sei 

2g (n)z” 

n=1 
eine beliebige (konvergente oder auch bestindig divergente) Maclau- 
rinsche Reihe. Dann gibt es stets eine ganze Funktion g(z), welche 
fir g=1, 2,... den Wert des entsprechenden Koeffizienten der 
Reihe annimmt. Dieser Satz subsumiert sich als spezieller Fall unter 
den soeben bewiesenen Satz. 


§ 14. Eindeutige Funktionen mit vorgegebenem Definitionsbereiche. 


WeierstraB hat den Satz ausgesprochen, da es zu jedem zwel- 
dimensionalen Bereiche TJ eindeutige Funktionen gibt, welche sich 
in 7 analytisch verhalten und in jedem Randpunkte von T eine sin- 
gulire Stelle haben. Indem wir vom uneigentlichen Falle absehen, 
da8 JT aus der ganzen erweiterten Ebene besteht, wobei denn die 
betreffende Funktion eine Konstante wire, bewirken wir nétigenfalls 
durch eine lineare Transformation, daB der Punkt z = oo ein innerer 
Punkt des Bereiches wird. 

Auf Grund des verallgemeinerten WeierstraBschen Satzes von 
§ 12 la6t sich nun der Satz, wie folgt, beweisen. Man teile die Ebene 
in ein Quadratnetz mit der Seitenlinge 2-* ein und zeichne dann, 
indem man k zuerst den Wert 1 beilegt, in jedem Quadrate, welches 
einen Randpunkt von J’ im Innern oder auf seiner Begrenzung und 
gugleich auch innere Punkte von TJ enthialt, einen innerhalb T' ge- 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 37 
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legenen Punkt a, auf. Jetzt schreite man zum Werte k =2 und 
priife jedes der neuen Quadrate, welches innere und Randpunkte 
von T enthilt, darauf hin, ob es bereits einen Punkt a, umfaSt. Wenn 
nicht, so zeichne man einen solehen Punkt in ihm auf, d.h. emen 
Punkt, welcher innerhalb J liegt. Durch fortgesetzte Wiederholung 
dieses Schrittes gelangt man schlieSlich zu einer isolierten unend- 
lichen Punktmenge { a}; @,, @2,..., welche aus lauter inneren Punkten 
yon T besteht und in jedem Randpunkte von T, sonst aber nirgends 
eine Hiufungsstelle hat. 

Bildet man nun eine Funktion F(z) nach dem verallgemeinerten 
WeierstraBschen Satze, welche eine Wurzel in jedem der Punkte a, 
hat und sonst nicht verschwindet, so wird derjenige Teil von F(z), 
welcher zum Kontinuum TJ gehért, eine eindeutige monogene analy- 
tische Funktion mit dem Definitionsbereiche 7’ ausmachen. Da sich 
nimlich ihre Nullstellen in jedem Randpunkte von T hiufen, so wird 
von einer analytischen Fortsetzung tiber T hinaus keine Rede sein 
k6nnen. 


§ 15. Uber die Entwicklung eines Zweiges einer Funktion nach 
rationalen Funktionen bzw. Polynomen. 


Wir wollen noch zum SchluB dieses Kapitels tber eine Unter- 
suchung von Runge?) referieren, welche sich durch die Hinfachheit 
der Methoden, sowie durch die Tragweite der Resultate auszeichnet. 


Satz von Runge. Set T ein beliebiger Bereich der erweiterten 
z-Ebene, und sev f(z) eine Funktion, welche sich bis auf Pole analy- 
tisch in T verhdlt. Dann laft sich f(z) in eine Reihe rationaler Funk- 
ttonen von z entwickeln, welche in jedem nebst seinem Rande inner- 
halb T gelegenen Bereiche S gleichmdBig konvergiert.2) Dabet legen 


die Pole der rationalen Funktionen in den Polen von f(z) bzw. aufer- 
halb T. 


Hdngt T insbesondere einfach zusammen, ohne den Punkt co im 


Inneren zu enthalten, so lassen sich alle Glieder der Rethe nach dem 
ersten durch Polynome ersetzen. 


Wir wollen den Fall vorwegnehmen, da8 f(z) Pole in T besitzt, 


1) ,,Zur Theorie der eindeutigen analytischen Funktionen‘, Acta Mathe- 
matica, Bd. 6 (1884), S. 229. 


2) Sollten Pole von f(z) in S liegen, so miissen diese Punkte erst aus S 
ausgestochen werden. 
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indem wir laut des Mittag-Lefflerschen Satzes, § 11, eine solche 
Funktion 


(2) ae (Jn— Yn)» 
von f(z) abziehen, daB die Differenz 
PF) =f) —¢ 


unter geeigneter Definition von F(z) in den hebbaren Singularitaten 
ausnahmslos in T analytisch wird. Dabei bedeutet g, den Hauptteil 
des Poles a,, waihrend y, eine rationale Funktion von z vorstellt, 
deren Pole nicht in T liegen. Ist nun der Satz einmal fiir die Funk- 
tion F(z) bewiesen, so ergibt sich ohne weiteres, da er auch fiir die 
urspriingliche Funktion gilt. Demgemaf diirfen wir uns auf den Fall 
beschrinken, daB f(z) keme Pole in T hat.) 


Runge geht von der Entwicklung des Bereiches T, welcher zu- 
nichst den Punkt co nicht im Innern enthalten soll — diese EHin- 
schrankung kann ja nachtraglich durch eine lineare Transformation 
aufgehoben werden —, in Teilbereiche T,,, wie dies in Kap. 5, §3 
des naiheren besprochen wurde, aus und stellt f(z) zunichst im Be- 
reiche T,, durch die Cauchysche Integralformel dar: 


_ 1 ffWat 
Ore Reares 
C 


Alsdann bemerkt er, da dieses Integral nichts anderes als der 
Grenzwert einer rationalen Funktion, 
kK 


il t,) At 
(1) s,(2) = gaz >) eee, 


k=1 


ist, wobei, unter Zugrundelegung eines bestimmten Teilungsgesetzes 
der Randkurve C,, u in bestimmte Abhangigkeit von » tritt und zu- 
gleich mit » ins Unendliche wiichst, und da auBerdem s,(z) im Be- 
reiche T,,_, gleichmafig konvergiert. Darauf ersetzt er s,(z), welches 
doch Pole in T hat, durch eine neue rationale Funktion, die keine 


1) Sollte f(z) in isolierten Randpunkten von T Pole haben, so kann man 
auch diese Pole mit in die Funktion g(z) aufnehmen. Dies ist indessen nicht 
notwendig, denn die nachstehenden Entwicklungen biifen selbst in diesem 
Falle nichts von ihrer Beweiskraft ein. Dementsprechend war es auch nicht 
notwendig, die Funktion g(z) vorweg zu bilden und von f(z) abzuziehen. 

37* 
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Pole in T hat, wihrend sie in 7,,_, um beliebig wenig von s,(z) ab- 
weicht. Hiermit ist der Beweis des ersten Teils des Satzes geliefert. 
Wenden wir uns jetzt zur Durchfithrung der Hinzelheiten. 

Um also zuerst festzustellen, da8 s,(z) in T,_, gleichmaBig kon- 
vergiert, nehmen wir etwa als Teilungsgesetz fir den Rand C, von 
T,, dies, da fiir » = 1 jede der x Randkurven in zwei Bogen zerlegt 
werden soll, sowie daB die Teilbogen beim Ubergang von y» zu » + 1 
siimtlich halbiert werden sollen. Hiermit erhilt ~ den Wert x 2”. 

Der Hinfachheit der Darstellung halber nehmen wir x = 1. Um 
die Bezeichnungsweise nicht zu erschweren, verstehen wir hier unter 
i, in (1) den k-ten Punkt, von einem ein fiir allemal festzuhaltenden t, 
aus gerechnet, wenn man den Rand von T in einem bestimmten Sinne 
beschreibt. Demgemif hat man: 


3Y 29 
: 1 f(ti,s) Athy f(te) Ate 
8,4(2) — 8, (2) = 5-5 DS eg Rr ae io 
Reel (fei 


wobei mit &;, 7 =1,...2° —1, die 2° —1 Teilungspunkte des 
Bogens (t,, t.41) gemeint sind und 2. =ti1, t.41 = t ist. Wegen 
der gleichmiBigen Stetigkeit von f(t) lings C, entspricht nun einem 
beliebig kieimen positiven e eine feste Zahl m, derart, daB fiir alle in 
Betracht kommenden Werte von k und 7 


If(t,s) —fh)| <e 
bleibt, sobald » => m genommen wird. Letztere Relation liBt sich 
auch, wie folgt, schreiben: 
f (tes) =f) +, wobei |f| <e. 


Zugleich mége m so groB gewihlt werden, daf die Liinge Al des 
Bogens (t;, t,,) fir alle Werte von k kleiner als ¢ ausfallt. Dann 
wird 

hj =the + C', Oh ihesres 


Diesen Festsetzungen gem&8 wollen wir nun den obigen Sum- 
manden umformen. Da 


ps Cage past i | Ce 
te+O—2 t—2z & —Dh+O—2)’ 


also 
Ses RS | 4 
teyj— 2 te—@ (te — 2) (te, — 8) 
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ist, so findet man: 


E(t) _ ft) Hf 4 f(t, i) o | 


tej; —2 te—2@ t,— 2 (te — 2) (te,; — 21’ 


also 
: f(t, At f(ty) At 2 t (ty )C 
EE se ee fe ky i 
= ty, 7 — 2% ty — 2% 7 bee Z Pen At, ;. 


Indem wir noch die kirzeste Entfernung eines Punktes der Kurve C,, 
von einem Punkte der Kurve C,_, mit D, und zugleich den gré8ten 
Wert von |f(t)| lings C, mit M bezeichnen, ergibt sich, da8 fir 
einen beliebigen Punkt z von T,,_, 


4 f(t, 5) & 
ioe (ty — 2) (tz, ; — 2) <5t+> oe 


ist, woraus man dann die endgiiltige Abschitzung gewinnt: 


D+ M)l 
15, 4.¢(2) — &(2)|< Goa « 
Dabei bedeutet 1 die Gesamtlinge des Randes von 7,,. Hiermit ist 
die gleichmaBige Konvergenz von s,(z) im Bereich T',_, dargetan. 
Behufs der Entfernung der Pole von s,(z) aus T stellen wir fol- 
genden Hilfssatz auf. 


Hilfssatz. Sev R(z) ewe rationale Funktion, welche ihre sémt- 
lichen Pole vm Innern eines endlichen oder unendlichen Bereiches K hat. 
Dann gibt es eine zweite rationale Funktion R,(z), welche thre sémt- 
lichen Pole wm ewmem beliebigen inneren Punkte a von K hat und aufer- 
halb IK beliebig wenig von R(z) abwercht. 


Es genitgt offen- 
bar, den Satz bloB fur 
ein beliebiges Glied der 
Partialbruchzerlegung 
von f(z): 

Ca 
(2—a)*’ 


zu beweisen. Zu dem Fig. 119. 

Zwecke verbinde man a 

mit @ durch eine innerhalb K verlaufende Kurve L, und bezeichne 
den geringsten Abstand eines Punktes dieser Kurve von einem 
Randpunkte von K mit A. Sei e <1 eine beliebig kleine positive 
GréBe. Wir wollen uns vorliufig a, @ und DL als im Endlichen 
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gelegen denken. Die Kurve L mége durch die Punkte a,,... a,_, 

in k Bogen zerlegt werden, deren Liinge je kleiner als A+ ausfallt. 

Dann wird stets fiir alle AuBenpunkte z 

Qy_-1 — & 
Z— 4; 


eee Baril 


bleiben. 
Es sei uns jetzt gestattet, den Ausdruck 


1 @ — &\")]) 4% 
@) oH Fr el shy 
zu bilden, wo , eine sogleich niiher zu bestimmende natiirliche Zahl 


bedeutet. Dann haben wir hierin eine rationale Funktion, welche 
nur im Punkte z = a, einen Pol hat und auBerhalb K den Wert 


oe (ear) 


@—ay 


annimmt, wobei durch gehérige Wahl von n, offenbar erreicht werden 
kann, daf |¢,| in allen AuBenpunkten von K beliebig klein bleibt, 
so daB also insbesondere in solechen Punkten 
C C 
; (1 Ss ay) ant 


be € 
(2— a) z—a)* 


am 
Die Partialbruchzerlegung fiir die rationale Funktion (2) setzt 
sich wieder aus Gliedern vom Typus 
ow 
(2— a4)" 


<a 


zusammen. Dem soeben gewonnenen Resultate gemif kann man 
jeden derselben durch eine rationale Funktion ersetzen, welche nur 
im Punkte z =a, einen Pol hat und auferhalb K um weniger als 
e/kN, von dem betreffenden Gliede abweicht, wo N, die Anzahl 
dieser Glider bedeutet. Hiernach weicht die Summe dieser ratio- 
nalen Funktionen auferhalb K um weniger als 2e/k von der 
Ausgangsfunktion C,/(z — a)* ab. 

Fahrt man so fort, so gelangt man schlieBlich zu einer 
Funktion, die nur in z=d einen Pol hat und aufSerhalb K um 
weniger als ¢ von C,/(z —a)* abweicht. 

Hiermit ist der Hilfssatz bewiesen, falls K im Endlichen liegt. 
Sonst sei z ein duBerer Punkt von K, und man ibe die lineare 
Transformation: : 
ih 
aus. Dann gilt der Hilfssatz fiir die transformierten Variabelen, und 
somit auch fiir die urspriinglichen, 


z 
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Aus dem Hilfssatze ergibt sich nunmehr der Beweis des Satzes, 
indem man als Bereich K das AuBere von T,,_, nimmt und die Pole 
z= t, von s,(z) in die Randpunkte von T verlegt, wodurch dann 
s,(z) durch eine rationale Funktion &,(z) ersetzt wird, welche sich 
in T ausnahmslos analytisch verhalt und in T,_, um weniger als 
etwa 1/y von s,(z) abweicht. 

Im allgemeinen wird der Rand von T aus mehreren getrennten 
Punktmengen bestehen, so daB also die Gleder der Reihe 


R,@) +318 10 — B61 


notwendig Pole im Endlichen haben miissen. Hingt dagegen 7’ nur 
einfach zusammen, ohne den Punkt co zu umfassen, so darf man alle 
Pole gleich in den Punkt z = oo verlegen, womit denn eime Reihe 
von Polynomen zustande kommt. 


Zwolftes Kapitel. 
Die elementaren Funktionen. 


§ 1. Der Logarithmus und dessen Umkehrung.’) 


Zur Definition des Logarithmus fihren wir die reelle Funktion 
der reellen Variabelen a: 


(1) L() =| %, 0<4<0, 
1 
ein und entwickeln die Higenschaften derselben. Wir werden sie dann 
nachtriglich als den natiirlichen Logarithmus von « defi- 
| | nieren, vor der Hand aber wollen wir nur durch die Bezeich- 
nung LZ auf das Endresultat hindeuten. — Es ist vor allem 


| \ LO=0; La@>0, @¢>1; Lia =0, 0 = 7a 


1. Satz. Dre Funktion L(x) 
ist fiir alle positwen Werte von x 
emdeutig und stetig. Sie hat 
Fig. 120. fernerlin eine Ableitung, welche 
durch die Formel 


' il 
(2) 1 Nilay 
gegeben 1st. 


Der Satz ist bloB ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes der 


1) Eine systematische Behandlung der Funktion log 2 auf Grund der 
nachstehenden Definition (1), nebst einer Entwicklung der Higenschaften von 
a” und «” mittels des solchergestalt gewonnenen Logarithmus hat Bradshaw 
in den Annals of Mathematics, 2. Reihe, Bd. 4 (1903), 8.51 gegeben. Wir 
schlieBen uns der Bradshawschen Darlegung im wesentlichen an. — Der 
Gedanke, den Logarithmus zur Definition der Potenzen, sowie der Exponential- 
funktion zugrunde zu legen, ist nicht neu. Es handelt sich blo& um eine ein- 
fache und strenge Durchfiihrung der Hinzelheiten. 
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Integralrechnung, wonach das bestimmte Integral einer stetigen 


Funktion: 
fieae, 


a 


wieder eine stetige Funktion seiner oberen Grenze, F(x), vorstellt, 
und im iibrigen F’ (x) = f(z) ist. 


Zusatz. Aus der Gleichung 


folgt, dap 


ist. 
Denn der Mittelwertsatz ergibt, daB 


L(y) = L(a) + y — a)L'[« + Oy — a)] 


ist, und da die Ableitung von L nie verschwindet, so mu8 y — 2 = 0) 
sein. 
yrL 


Fig. 121. 


Wir kénnen dieses Resultat auch so ausdriicken, da8 wir sagen: 
Die Funktion L(a) ist monoton, und zwar nimmt L(x) stets zugleich 
mit x zu. 


2. Satz. Die Funktion L(x) geniigt der Funktionalgleichung: 
(A) L(x) + L(y) = L(y), 


wo z und y zwet beliebige positive Grofen bedeuten. 
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Man schreibe die linke Seite von (A) in der Gestalt an: 


x y 
dt at 
1 1 


und fiihre darauf im zweiten Integral eine neue Integrationsvariabele 


i an 


fs dt -ft 


woraus sich dann ergibt, daB 
2 i x xy ay 
“dt dt dt dt “dt 
(eee 
L 1 1 x 1 


1.Zusatz. Es ist 


ein. So kommt: 


ist, w. Zz. b. w. 


(3) L (=) =— La); 
(4) L(a") = nL (a), 


wo n eme ganze Zahl*) ist; ferner rst 
(5) L(+ co) =+0o, L(0t) = —oo. 


Setzt man in (A) y = 1/z, so ergibt sich (8). Die Relation (4) 
gilt zunichst fiir n = 0, 1. Vermdge des Schlusses von n auf n + 1 
beweist man sie dann allgemein fiir die natiirlichen Zahlen, um sie 
endlich auf die negativen ganzen Zahlen mittels (8) zu erstrecken. 

Da L(x) eine monoton zunehmende Funktion ist, so geniigt offen- 
bar zur Begriindung des ersten Teils von (5), wenn wir bloB fest- 
stellen, daB fiir eine besondere Menge { «,} 


lim L(a,) = + co 
ist, wobei Z,,,; > z, und lim z, = oo ist. Nun ist aber nach (4) 
L(2") =nbQ), L(2)>0, 


und man braucht mithin nur z, = 2" zu setzen. Unter Benutzung 
von (3) beweist man jetzt sofort den zweiten Teil von (5). 


1) Unter 2~™ (m, eine natiirliche Zahl; 2 =+-0) soll 1/2” verstanden 


werden; auSerdem soll noch 2? =1 sein. Die Erklarung einer gebrochenen 
Potenz setzen wir hier aber nicht voraus. 
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2. Zusatz. Dre Funktion L(x) nimmt jeden beliebigen Wert ein- 
mal an; m.a.W. hat die Gleichung 


Liga, 
wo C belrebig, stets ee und nur eine Wurzel. 


In der Tat kann man zufolge (5) zwei positive Zahlen a und b 
finden, wofiir 
Lia) <C < L(b) 
wird. Nach dem 38. Satze von Kap.1, § 4 schlieBt man dann, daB 
die in Rede stehende Gleichung mindestens eine Wurzel hat, und nach 
dem Zusatze des 1. Satzes gibt es auch keine zweite. 


3. Satz. Dire Umkehrfunktion 
=e (Ge) U0 =o (Y), 


ast endeutig und stetig fiir alle Werte des Arguments: — co < £ < 00, 
und hat durchweg emen ‘positiven 
Wert. Sve besitet fernerhin ewe Ab- 
leitung, welche durch die Formel ge- 
geben rst: ra 
E(t) as (ae) A 


ee) 


Dieser Satz ist wieder bloB ein 
spezieller Fall des bekannten Um- 
kehrsatzes von Kap.1, § 6, Auf- es 
gabe 6. 

Zusatz. Die Funk- 
tion E(x) wt monoton, 
und zwar mmmt sie 
stets gugletch mit x zu. 


Daher folgt imsbesondere ie 
aus oe 
B(x) = By), ve 3 
dap his Fig. 122. 
r=y a 


ist. Im ibrigen nimmt sie jeden positiwen Wert emmal an; m.a.W. 


hat die Gleichung BG) = 00 
i ; 


wo C beliebig, stets eine und nur eine Wurzel. Es 1st 
E(+oc) =+o00, H(0)=1, H(—o)=0. 
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4. Satz. Die Funktion E(x) geniigt der Funktionalgleichung: 
B(x + y) = E(a) By), 
wo x und y zwei beliebige reelle Zahlen sind. 


Sei nimlich 
E(z)= & Ety)= -7 
a =L(é) y = L(y) 


a+y=L(é) + L(y) =Léén), 


E(@ + y) = &n = E(x) Ey), 


Dann ist 
also 


w. Zz. b. W. 
Zusatz. Ls ast 
[E(a)}" = Bina), 


wo n eine natiirliche Zahl ist. 


§ 2. Die g* Wurzel einer positiven Zahl und die allgemeine Potenz. 


Unter der q*" Wurzel einer Zahl a, wo q eine natiirliche Zahl 
ist, versteht man eine Zahl b, welche, in die q‘® Potenz erhoben, 
gleich a wird. 

1. Satz. Jede positwe Zahl a lapt eine und nur eine positive q** 

T gy) 1)\- 
Wurzel b zu}): pas ye Wa. 


Wir wollen zuerst eine notwendige Bedingung fiir eine q”® 


Wurzel z von a suchen: 
i=. 


Eine solche besteht in der Relation: 
Lie — (a), 
Soll « fernerhin positiv sein, so wird nach §1 (4) 
gL (2) = L(a), 
1 
(1) «= E(--L(a))- 


R Sige 

1) Unter dem Symbol a, Ya, wo a eine positive Zahl ist, versteht man 
in der elernentaren Mathematik, sowie in der reellen Funktionentheorie nur 
die positive Wurzel. So ist beispielsweise 


Vc? =—a, falls c<0 
ist. In allen Fallen ist 


Ve=|2]. 
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Hiermit ist x eindeutig bestimmt, und daher gibt es héchstens eine 
positive q’ Wurzel von a. DaB es aber auch wirklich eine solche 
gibt, erhellt daraus, daB man jeden der obigen Schritte eindeutig um- 
kehren kann.?) 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, daB 


(2) L(Va)=-—L(a), (Va) =  L@) 


ist, wo p eine ganze Zahl ist. 
Die Funktion x”, wo nm eine natiirliche Zahl bedeutet, ist ein- 
deutig und geniigt im wbrigen den Relationen: 


A) gms a? == Gert: 
A.) (a™)" = am; (A) 
As) a. b™ = (ab)™. 


Im Anschluf hieran beweist man in der niederen Algebra, unter An- 
nahme des 1. Satzes, die Hauptgesetze fiir die Wurzeln: 


B,) Var =F (Va)?; 
B "Yam = Vas 
Di mq p— 
Bs) VVa="Va; 
By) Va-Vb =Vab; 


woraus sich dann die weiteren Formeln ergeben: 
hae 
il 1 
(8) | yee 
a ya , 
Ce as Q' p's Sanh Dia Pa OU ae, 
(4) Vay Viet Vaya arr, 


wo ~ der groBte gemeinsame Teiler von p und q bedeutet. Dabei sei 
a>0,b>0. Alsdann stellt man die Frage, ob 


(5) a” = p(a, n), 


als Funktion des zweiten Arguments aufgefabt, nicht auch fiir all- 
gemeine rationale Werte dieses Arguments so erklirt werden kann, 


1) Den zweiten Teil des Satzes kann man ja auch auf algebraischem 
Wege beweisen, indem man eine beliebige positive qg-te Wurzel yon a mit D’ 
bezeichnet und sich dann der Identitit: 


ba — hy = (b’ — b) (p'¢-2 + b’7-2h + +--+ $2-1) 


bedient. Die spezifische Leistung der Funktion L(x) besteht eben im HE zistenz- 
heweise, daB es namlich wenigstens eine q-te Wurzel gibt. 
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da die Funktionalgleichungen (A) bestehen bleiben; (Prinzip der 
Erhaltung der formalen Gesetze). Dies gelingt bekanntlich vermoge 
jener Wurzelgesetze. Zur endgiiltigen Ausdehnung der Funktion (5) 
auf allgemeine reelle Werte des zweiten Arguments eribrigt dann 
noch ein Stetigkeitsbeweis, welcher weder der niederen Algebra ange- 
hort, noch mit algebraischen Hilfsmitteln ganz einfach ausfallt. Wir 
gehen jetzt zur Behandlung dieser Fragen, welche sich vermége der 
uns zu Gebote stehenden Funktion L(«) und ihrer Umkehrung F(z) 
aiuBerst einfach gestaltet. 


Gebrochene und irrationale Potenzen. 
Die GrédBe 
Va? 
erscheint zunichst als eine Funktion der drei Argumente a, p, q: 
(6) Va? = f(a, p,q); 
wo a eine beliebige positive und p, q beliebige natiirliche Zahlen 
sind. Aus der Beziehung B, ergibt sich nun, indem man a? an 
Stelle von a treten laBt, da’ 
(7) "Var? = Var 


ist. Damit erweist sich f(a, p,q) als homogen von der 0-ten 
Dimension in den beiden letzten Argumenten, 


(8) [(a,mp,mq) =f (4, p, 9), 

wo m eine beliebige natiirliche Zahl ist. Indem wir 
— pa 

(9) f(a, p, ) = (a, 5) 


setzen, geschieht somit eine Erweiterung der friheren Funktion 
g(a, n) auf (positive) gebrochene Werte des zweiten Arguments. 

Eine weitere Verallgemeinerung dieser Funktion wird noch durch 
die Definition 


pele : 


a? a= | 


gegeben, wo n eine beliebige natiirliche Zahl ist. Demgema8 wird die 
Definition von f(a, p, q) durch (6) auf ein beliebiges ganzzahliges p 
ausgedehnt. Wegen (3) bleibt (7) in Kraft, womit denn (8) bestitigt 
wird. Jetzt lat sich die Definition von y(a, n) durch (9) erweitern, 


derart, da das zweite Argument eine beliebige rationale Zahl 
sein darf. 
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Vermodge der Relationen (4) beweist man jetzt, daB (a, n) 
den Funktionalgleichungen (A) geniigt, wobei n, m beliebige ratio- 
nale Zahlen sind. Fassen wir das Ergebnis in einen Satz zusammen 
so kénnen wir sagen: 


2. Satz. Die GréBe 


’ 


f(a, P; q) = Va", 
wo a eme belrebige posite, q eine natiirliche und p eine ganze Zahl 
bedeuten, ist eme homogene Funktion der beiden Argumente p und q 
von der 0°" Dimension: 

f(a, mp, mq) = f(a, p, ) = 9 (a, %), 
wo m eme willkiirliche natiirluche Zahl ist. Die Funktion y(a, n), als 
Funktion des zweiten Arguments aufgefaBt, geniigt den Funktional- 
gleichungen (A), wober n, m nun belrebige rationale Zahlen sind. 


So viel aus dem HExistenzbeweis einer Wurzel und den Sitzen 
der elementaren Algebra. Es eriibrigt noch, die Funktion g(a, n) 
auf irrationale Werte des zweiten Arguments auszudehnen und zu 
zeigen, daB die hiermit endgiiltig hergestellte Funktion 


g(a, 2), —o<2“4<+o, 


stetig ist und den Funktionalgleichungen (A) geniigt. 
Dies geschieht sofort, indem man g(a,n) durch die Funktio- 
nen L und HL auswertet. In der Tat ist nach (2): 


L(Va")=2L(@), va? = H(E La), 


also 
g(a, n) = E(nL(a)). 


Da nun endlich, wegen der Stetigkeit von E(x), auch die Funk- 
tion 
E(aL(a)) 


stetig ist (und zwar, iiber die gegenwiartigen Bediirfnisse hinaus, sogar 
stetig in den beiden unabhingigen Variabelen a und z, wo 


0O<a=<+o0, a OO me CO 


ist), so ist der ersten Forderung entsprochen worden. Die zweite 
Forderung erweist sich vermége der bereits konstatierten Higen- 
schaften der Funktionen L(x), E(x) ebenfalls als erfiillt. Hiermit 
sind wir zu folgendem Satze gefiihrt worden. 
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8. Satz. Indem wir die Funktion y(a, x) nunmehr fiir ein be- 
liebiges reelles x durch die Gleichung: 
(10) g(a, 2) = E(aL(a)) 
erkléren, erhalten wir eine Funktion, welche unumschrinkt den 
Funktionalgleichungen: 
p(a, 2) pa, y) = p(a, x+y) 
(A) elp(a, e), y) = 9a, ry) 
p(a, x) p(b, 2) = (ab, 2) 
geniigt, wobei also x und y zwei beliebige, a wnd b zwer positive, reelle 
Zahlen bedeuten. Da fiir jeden rationalen Wert des Arguments x = p/q 
die Funktion (a, p/q) mit Va” zusammenfiillt, so subswmieren sich 
die Wurzelgesetze (B) als ein spezieller Fall unter (A). Im tibrigen ist 
g(a, 2) eine stetige Funktion der beiden Argumente a, x, wo 
OMas0s<a-t-1co,, —oo<¢@<+o. 
Hiermit sind wir berechtigt, p(a, x) als ee Potenz aufzufassen?): 


(11) g(a, 2) = a®. 


§ 3. Fortsetzung: Folgerungen aus den Hauptsitzen. 


An der Definition der Potenz mittels der Funktion H(z), § 2, 
Formeln (10), (11): 
(12) a® = (x L(a)) 


lesen wir alle weiteren Higenschaften dieser Funktion unmittelbar ab. 
Insbesondere heben wir noch folgende hervor: 


4. Satz. Die Funktion a*, als Funktion von «x allein betrachtet, 
ist fiir alle Werte von a posit, eindeutig wnd stetig, und laBt eine 
Ableitung zu, welche durch die Formel: 


(13) oa = a*L(a) 


gegeben ist. Sie ist ferner stets monoton, wnd zwar nimmt sie im 
Palle a > 1 mit wachsendem « bestindig zu; die Ableitung ist hier 
durchweg ‘positw, und es ist 


at?” = +00, ate 1 as 


_ 1) DaB die Gleichungen (A) zur Definition der Potenz a® geniigen, haben 
wir gesehen. Wie weit diese Gleichungen voneinander unabhiingig sind und 


ob sie auch andere stetige Lésungen zulassen, mag vorliufig dahingestellt 
bleiben. Hierauf kommen wir noch in § 4 zurtick. 
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Ist dagegen 0<a<1, so nimmt die Funktion bestindig ab; die 
Ableitung ist jetzt negatiw, und es ist 


Of c= (Nar, a-* = + co. 


DemgemaB hat dre entsprechende Kurve y = a* im ersten Falle den 
Charakter der zur Funktion y = E(x), Fig. 122, gehdrigen Kurve, 
wihrend sie sich im zweiten Falle an das Spiegelbild dieser Kurve in 
der Geraden x = 0 anlehnt. 


Fahren wir jetzt fort, indem wir die Funktion H(z) als eine 
Potenz darstellen. Ich behaupte, daf 
Li(e\e=- 15 Ei l\e=¢ 
ast, wo e, wre tiblich, als der limes: 
; 1\4 
erkldrt wird. Man setze naimlich pw =1/z, |u| >1, dann wird 
wegen (12) 


ale 


i+ 2)ar0"= afte) 

Beim Grenziibergange lim « =0 konvergiert L(1-+ 2)/x gegen 
L’'(1) =1, und da H(z) stetig ist, so konvergiert auch die ganze 
rechte Seite der letzten Gleichung gegen einen Grenzwert, und zwar 
gegen H(1). Hiermit ist die Behauptung bewiesen und zugleich 
folgender Satz gewonnen: 


5. Satz. Hs ast 


Hay 76%, 
wo 
. 1\#« 
e=lim (1 +7) 
ast. 


Durch diesen Satz hat man auch Anschlu8 an die gewohnliche 
Definition des natiirlichen Logarithmus erreicht: 


pe) =e", y = L(£)-= log a. 


Daran gliedert sich noch die itibliche Definition von log,z, a> 0, 


a+ 1: 


(15) z=a’, y = log, 2, 
sowle der Satz: 
(16) log, z = log, x - log,b, 


Osgood, Funktionentheoric. I. 5. Aufl. 38 
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wo auch b > 0, b+1 ist, nebst dem Zusatze: 


1 
(17) logab = eet 
Im iibrigen ist 
(18) gq = Pha bab 
(19) log, 27 = yilog, 2, Ole aoe 


Endlich werden die Reihenentwicklungen: 


2 3 
(20) log(i+2)=2—F+y— 
(21) @=1tet spate, 


nach dem gewdhnlichen Verfahren der Infinitesimalrechnung auf- 
gestellt. Aus der letzten erhilt man einen rasch konvergierenden 
unendlichen Proze8 zur numerischen Berechnung der Zahl e1): 


e=1+14+ 545 +--+ =2, 718261 828.... 


6. Satz. Die Funktion 
x, Oise ee Gig 


als Funktion von « allein aufgefaBt, ist posit, emndeutig und stetrg, 
und es ist 


Die Umkehrfunktion ist folgende, sofern n + 0 ist: 
1 


— wo x£=y". 
Der Satz folgt aus der Definition: 


ia enrloga. 
Danach ist 
dam — e” logz . We “2t3 nger-1, 
dz Py 


1) Der Leser wolle bemerken, daf wir bei allen den bisherigen Entwick- 
lungen niemals nétig hatten, die Zahl e naher zu berechnen — bestimmt wurde 
sie ja schon durch die Formel (14). Eine besondere Untersuchung zur Erhaltung 
der in Rede stehenden Reihe wire deshalb itiberfliissig gewesen. An dieser 
Stelle ergibt sich die Reihe schon von selbst. Hierin ist auch fiir den Unter- 
richt in der Infinitesimalrechnung ein Fingerzeig mit enthalten. 
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Zusatz. Die Funktion x", 0 < £ < oo, ist monoton, und zwar 
mimmt sie zugleich mit x bestiindig zu oder ab, je nachdem n positiv 
oder negativ ist. 


Fig. 123. 


Die Ungleichungen, welche die Funktionen a* und z” erfiillen, 
lassen sich nun nachtriglich vermége des Wertes der Ableitung her- 
leiten. 


§ 4, Uber Funktionalgleichungen. 


Im vorhergehenden Paragraphen sind wir einer Reihe von Funk- 
tionalgleichungen begegnet, welchen die Funktionen log x und a* ge- 
niigen. Indem wir jetzt zweien dieser Gleichungen naher treten, be- 


weisen wir das 
38* 
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Theorem.) Die allgemeinste, in einem einzigen Punkte stetige 
Lésung der Funktionalgleichung 


ie f(x) + f(y) = f(xy), 


ast 


ea 
oh 


f(%) = C log x; 
diejenige der Funktionalgleichung 


{00 <= os 
IL. Fety) =POEW). coy eee 
ist 

F(z) =e" bew. F(z) =0. 


Sei f(x) zuniichst eine beliebige Lésung von I. Dann schlieBt 
man vor allem, indem man 2 = y = 1 setzt, daB 


f(1) = 0 
ist. Ferner erhailt man, aihnlich wie in § 1, 
1 
t(=) =—f@), 


Ve 1 
f(a") =nf(2),  {V2)=>f@), 
wo n eine ganze, q eine natiirliche Zahl ist. Setzt man hier n = 7, 


q = 
= Va, wo a> 0 ist, so kommt: 


f(a?) =F f(a). 
So viel, ohne die Stetigkeit von f(z) zu verlangen. Ist nun 
f(x) in einem einzigen Punkte z = yp stetig, 


Ha f(y) = F (Yo), 


so folgt daraus, daB f(x) in einem beliebigen Punkte 2 = 2, auch 
stetig ist. Denn, sei 


XY, =; AY = %. 
Dann wird X > 0 sein. Ferner wird 


f(X) + f(y) = f(Xy) = f(a). 


1) Cauchy, Cours d’analyse, 1821, Chap. 5. Die Forderung der aus- 
nahmslosen Stetigkeit der Funktion durch die geringere Forderung der Stetig- 


keit in einem einzigen Punkte ersetzt zu haben, ist Darbouxs Verdienst ; Math. 
Ann., Bd. 17 (1880), S. 56. 
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Nahert sich x jetzt dem Werte 2,, so strebt y dem Werte y, zu, 
woraus denn folgt, da f(x) gegen einen Grenzwert konvergiert, 
und zwar ist 
lim f(a) = f(X) -+ lim f(y) = f(X) + f(yo) = f(a). 
c= 2 ¥=Yo 
Hiermit ist bewiesen, da insbesondere die ausnahmslos stetige 
Funktion f(e*) fiir alle rationalen Werte des Arguments x mit der 
stetigen Funktion xf(e) ibereinstimmt, woraus denn folgt, daB all- 
gemein 
i (6°) = a7 (2), alleen nett hese tro 
ist. Fihrt man also noch 
i= ee, * = log y 
ein, so wird 
f(y) = fle) log y, Oy, w. Z. b. w. 


Um den zweiten Teil des Satzes zu beweisen, bemerken wir zu- 
naichst, daB F(x) kemen negativen Wert annehmen kann. Denn 
wire F(a) < 0, so wiirde die Relation 


a a 
aa es) 
zu einem Widerspruch fiithren. Auch zieht das Verschwinden von 


F(z) far einen einzigen Wert «=a: F(a) =0, das identische 
Verschwinden von F(x) nach sich, da dann 


0 = F(a)F(z —a) = F(z) 


wird. Hiermit ist dieser Fall erledigt, und wir diirfen hinfort voraus- 
setzen, da durchweg 
H(z) > 0 
ist. 
Wir wollen jetzt neue Variabelen einfiihren: 


xz = log &, y = logy, 
und zugleich auch 
F (log t) = ®(t) 


setzen. Alsdann geht II. in 
@(E) D(n) = P(En) 
uber. Daraus findet man weiter: 


log &(£) + log (7) = log (én). 
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Dies ist aber nichts anderes als die Relation I., und darum ist: 
log ®(&) = C log &, 
@(é) = ellos Eo, 
F(a) =e". 


Hiermit ist der Beweis des Theorems vollstiindig gefihrt. 

Die Frage, ob die Funktionalgleichungen I. und II. auBerdem 
noch unstetige Lésungen zulassen, ist noch nicht entschieden. Wil- 
son) hat gezeigt, daB, wenn es iiberhaupt eine Lésung F(z) 
von II. gibt, die nur in einem einzigen Punkte unstetig ist, F’, () 
dann in jeder Umgebung eines jeden Wertes des Arguments jedem 
vorgegebenen positiven Werte beliebig nahe kommt, so daf also der 
Ort der Gleichung y = F(x) eine in der oberen Halbebene y > 0 
iiberall dichte Punktmenge bildet. 


Aufgabe 1.*) Die allgemeinste in einem einzigen Punkte stetige 
Lésung der Funktionalgleichung 


p(x + y) = y(z) + ply), 
ist 
p (x) a Cz, 
wo C eine Konstante bedeutet. 


Aufgabe 2. Man ldse die Funktionalgleichung: 
f(xy) = f(x) fy). 


§ 5. Die trigonometrischen Funktionen. 


In der Elementarmathematik werden die trigonometrischen 
Funktionen vermége eines rechtwinkligen Dreiecks geometrisch de- 
finiert, wodurch denn auch ihre Beziehung zum Kreise von vornherein 
an die Spitze gestellt wird. Demgegeniiber begegnen wir gleich zu 
Anfang der Mechanik einem Problem der allerersten Wichtigkeit, 
welches uns ebenfalls zu diesen Funktionen fiihrt. Handelt es sich 
nimlich um die kleinen Schwingungen eines materiellen Systems um 
dessen Gleichgewichtslage — denken wir etwa an das gewohnliche 


1) Annals of Math., 2. Reihe, Bd.1 (1899), p.47. Das Wesentliche an 


diesem Resultat ist bereits in der vorhin zitierten Mitteilung von Darboux 
enthalten. 


2) Cauchy, ibid. 
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Pendel —, so wird in den meisten Fallen eine erste Annaherung 
zur Bewegung des Systems durch die Differentialgleichung 
CA. 
FEY ee, ny 
reguliert, wobei t die Zeit und y eine geeignete Koordinate bedeuten. 
Durch Hinfiihrung einer neuen unabhiangigen Variabelen, 


Cis 


geht die Differentialgleichung dann in die Normalform: 
(A) et ene a 0 


tiber. Auf der Theorie letzterer Differentialgleichung ruht daher 
ein wesentlicher Teil der Mechanik. 

Wir wollen eine Lésung von (A) vermége einer Potenzreihe in 
£ zu gewinnen suchen. IJndem wir diese mit unbestimmten Koeffi- 
zienten ansetzen: 

(1) Y=a +4,2 + a0? +--+, 
erhalten wir zunichst: 
PENS oA to. OaytityA Ba, ete on 
und somit durch Vergleich mit (1) folgende formale Relation zwischen 


den Koeffizienten: 
On = —(n + 1)(m + anys, 


algo 
1 1 ret 
Co =o; 10» Ag = 7%» OG A fet O09 ane 
il 1 ii 
Sag ds = 5) 41> LE Bima, (Ld CC BT 


Hiermit werden wir zu den fiir alle Werte des Arguments konver- 
gierenden Reihen gefihrt: 


DaB die hiernach definierten Funktionen s(x), c(x) der Differential- 
gleichung (A) in der Tat Geniige leisten, erkennt man nun sofort.?) 
Fassen wir das Ergebnis in einen Satz zusammen. 


1) Damit hier das Raisonnement mit aller Schiirfe hervortritt, sei uns 
doch folgender kleiner Riickblick gestattet. Wir warfen die Frage auf, ob nicht 
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1. Satz. Die Differentialgleichung 


(A) vit y=0 


dx 


lat zwei spezielle Lésungen zw, welche durch dre bestiindig konvergie- 
renden Rethen: 


(2) a ig 
oa) 1G tg) 


gegeben werden. Daraus setzt sich ferner eine allgemeine Lésung im 
der Form: 


(3) y = as(2) + be(2) 


zusammen, wo a, b willkiirliche Konstante bedeuten. Wire man sieht, ist 


(4) s(0) = 0, (0) =1, 
(5) s (2) = e(@), c' (x) = —s(a), 
(6) s(— 2) = —s(a), c(— x) = c(z). 


Fahren wir fort, indem wir bemerken, da sich jede der Funktio- 
nen s(x), c(z) nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickeln lat. 
Es ist nimlich 


s(x) = e(z), 
s(x) = — s(a), 
s'”" (a) = — e(2), 
s(t) = 8(a), 


woraus erhellt, daB bei fortgesetzter Wiederholung der Differentiation 
diese vier Funktionen sich immer wieder in gleicher Reihenfolge 
einstellen werden. Sei = 2, ein beliebiger Punkt, um den wir auch 


vielleicht durch eine Potenzreihe eine Lésung zu erzielen sei. Indem wir dann 
annahmen, daf dies wirklich zutrife — daB es also m. a. W. eine konvergente 
Potenzreihe gabe, welche, in die linke Seite von (A) eingetragen, diesen Aus- 
druck identisch zum Verschwinden bringt —, untersuchten wir zuniichst, wie 
die Koeffizienten der Reihe beschaffen sein miiBten. Damit stellten sich die 
beiden Reihen fiir s(x), c(x) ein, welche augenscheinlich fiir alle Werte des 
Arguments konvergieren. Und nun stand uns frei, entweder durch Hintragen 
in die linke Seite von (A) direkt nachzuweisen, daf dies auch in der Tat Lisungen 
sind, oder andererseits auf Grund des Umstandes, da sich diese Reihen nun 
einmal als konvergent erwiesen haben, uns zu tiberlegen, daf jeder der obigen 
Schritte deshalb umkehrbar sei, womit wir denn bereits am Ziele sind. 
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ein willkirliches Intervall 4 —h <a <2, +h legen wollen. Da 
s(x), c(a) stetig sind, so bleiben sie endlich in diesem Intervalle. 
Daher konvergiert das Restglied in der Taylorschen Formel: 


hr+i 


(n+1)! 


mit wachsendem n gegen 0, wenn f(x) gleich s(x) oder c(z) gesetzt 
wird. Wir haben mithin folgende Entwicklung gewonnen: 


f(%o + h) = f(%) + f(a) h +--+ + f (a) “+ #9 (ar9+ UDG are 


h2 3 4 
8 (219 +h) = 8 (a9) + 6(a9)h — 8(@9) 9) — (m0) + 8 (4) + 


ND ced 
at) meni tet 


Die in den Klammern stehenden Reihen sind aber nichts anderes als 
die Funktionen ¢(h) und s(h), daher ist 


S(o + h) = 8 (ao) e(h) + ¢(a) s(h). 
Verfahren wir in ahnlicher Weise mit der Funktion ¢(z), so gelangen 
wir zu folgendem Satze: 


2. Satz. Die Funktionen s(x), c(x) lassen sich um einen be- 
lebigen Punkt x = x nach dem Taylorschen Lehrsatze in eine be- 
stindig konvergierende Reihe entwickeln. Sie besitzen fernerhin em 
Additionstheorem, welches folgendermapen lautet: 


s(e + y) = s(2) ¢(y) + ¢(2)s(y), 
o(e + y) = o(2) ¢(y) — (a) s(y). 


Wir wenden uns jetzt zu einer weiteren Eigenschaft dieser Funk- 
tionen. 


3. Satz. Hs 1st 
(8) $7(2) + (2) 1. 


In der Tat bilde man die Funktion: 
p(x) = s(x) + ¢?(a). 
gy’ (a) = 2s(x)e(~) — 2c(a) s(x) = 0, 


8?(x) + ¢2(“) =k. 


(7) 


Dann ist 


also ist 
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Setzt man noch hierin z = 0, so kommt: 

1 =e. 
und hiermit ist der Beweis geliefert.*) 


Die Wurzeln von s(x), c(x). Wir wollen zuerst zeigen, daB ¢(z) 
eine positive Wurzel hat.?) Die Kurve 


y = ¢(2) 
hat ein Maximum im Punkte z = 0, da hier 
e'(z) = —s(z) = 0, ce’ (2) = —e(z) < 0 


ist. Lassen wir x nun wachsen. So lange c(x) > 0 bleibt, mu8 auch 
s(x) > 0 sein, denn s(x) nimmt ja stets zu, solange s’(x) = c(x) > 0. 
Wenden wir jetzt den Mittelwertsatz in der Form an, 


c(x) = c(a) — (a — a)s(X), Oe ek ee ae 
Wiirde nun c¢(z) bestiindig positiv bleiben, so miBte 


s(a) < s(a), i Rw 
und somit 
c(x) < c(a) — (x — a)s(a) 


sein, was zu einem Widerspruch fihrt. 

Sei p/2 die kleinste positive Wurzel von c(x). Wegen der zweiten 
Relation (6) wird dann — 7/2 die (algebraisch) gréBte negative 
Wurzel von c(z) sein. Im Intervalle — p/2 < x < p/2 erweist sich 
c(x) somit als positiv. 

Da s(z) im Intervalle 0 S x S p/2 bestiindig wichst, so ist, 
neben 


(9) (4) =0, auch s(4) =. 


Setzt man in (7) y = p/2, so kommt: 
{10) s(« + 4) = ¢(27), o(a + t =— (2). 


Daraus geht hervor, daf die Funktion s(x) im Intervalle0 <2 <p 
positiv ist und im Punkte = p (sowie in 2 = 0) verschwindet. Mit- 


1) Man erhalt die Formel (8) auch dadurch, wie Godefroy bemerkt hat, 
indem man in der zweiten der Relationen (7) y= —<@ setzt und sich dann 
der Relationen (6) bedient; Théorie élémentaire des séries, 8. 150. 

2) Godefroy beweist direkt aus den Reihen (2), daB s(x) im Inter- 


valle 0S 2S 2 positiv bleibt, wihrend c(x) dagegen im Punkte 2 = 2 negativ 
wird, 
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hin hat s(x) auch eine positive Wurzel, und zwar ist p die kleinste 
solche. 

Das Ergebnis wird durch beigefiigte Figur veranschaulicht. Beide 
Kurven sind kongruent, sie sind nur in bezug auf die Koordinaten- 
achsen verschoben. 


LY Cj) ie SIL) 


Je 
2 


Fig. 124. 


Die Perrodizitit von s(x), c(x). Ersetzt man 2 in (10) durch 
x+p/2, so ergibt sich, daB 


(11) s(z + p) = —s(z),  e(a@ + p) = —e(a). 
Ersetzt man a darin wieder durch x + p, so kommt: 
(12) s(e -- 2p) = s(a), c(z + 2p) =c(z). 


Hiermit erweist sich 2p als eine Periode beider Funktionen, und zwar 
ist 2p eine primitive Periode. Sonst gibe es nimlich eine kleinere 
positive Periode w: 

(13) s(@ +) = s(2), 0<a < 2p. 


Das trifft aber nicht zu, wie aus der graphischen Darstellung der un- 
geraden Funktion s(x) unmittel- Y=|S@) 
bar hervorgeht. 

Analytisch kann der Beweis 
so gefihrt werden. Setzt man 
x = —p in (13), so kommt: Fig. 125. 


s(o —p) = 0, =p <0 —p <p. 


Nun hat s(x) aber nur eine Wurzel im Intervalle —p < xz <p, 
nimlich « = 0. Darum mite w = p sein, und p ist keine Periode, 
wie aus (11) erhellt. 


Fig. 126. 


Da endlich ¢(x) = s(x + 1/2) ist, so ist auch zugleich hiermit 
die Periodizitit von c(x) erledigt. Wir erhalten so den 
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4. Satz. Die Funktionen s(x), ¢(x) sind periodisch mit der pri- 
mitiven Periode 2p. 

Aus den vorangehenden Entwicklungen kann man einen SchluB 
auf die gegenseitige Anderung von s(a) und c(z) machen. Wir 
setzen die graphische Darstellung dieser Funktionen im Intervalle 
—p<«<>p her und entnehmen 
daraus ohne Miithe den folgenden 
Satz: 

5. Satz. Die Funktionen s(x) 
und c(x) nehmen jeden willkiir- 
lichen Wert —1<a<1 in zwer 
getrennten Punkten des Intervalls —pSa< p an, dagegen die 
Werte 1 und —1 nur in einem einzigen Punkte. Sind ferner a 
und b irgend zwei an die Bedingung 


a2? +>? =1 


gekniipfte Zahlen, so lassen die simultanen Gleichungen: 


Y *| S620), CL) 


$(z) = a, C(h) = 0, 
stets eine und nur eine Lisung wm genannten Intervalle zu. 


Der analytische Beweis dieses Satzes wird auch durch jene 
Kurven nahe gelegt. 

Wir wurden zu den Funktionen s(x), c(x) gefithrt, indem wir 
Lésungen der Differentialgleichungen (A) aufsuchten. Dabei ergab 
sich, daf die ganze Funktionsklasse 


y = as(x) + be(z) 
Lésungen liefert. Wir wollen jetzt den Beweis erbringen, daf& weiter 
keine Lésungen von (A) vorhanden sind. 
6. Satz. Jede Lésung von (A) laBt sich in der Form: 
y = as(x) + be(z) 
darstellen, wobet a und b Konstante sind. 


Erklaren wir vor allem, was wir unter einer Lésung von (A) 
verstehen. Wir setzen ein beliebiges Intervall a < « <b und eine 
darin eindeutige Funktion f(x) voraus. Dann heift f(a) eine Lisung 
von (A) in diesem Intervalle, wenn f(x) in jedem Punkte von (A) 
eine Ableitung erster, sowie eine zweiter Ordnung besitzt, und 


auBerdem der Differentialgleichung (A) in jedem Punkte des 
Intervalls geniigt. 
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Zum Beweise des Satzes gehen wir von folgendem evidenten 
Satze aus: Sind f(x), m(x) zwei mit Ableitungen zweiter Ordnung 
ausgestattete Funktionen, so ist 
f(a) f(2) f(x) f(a) | 
g(x) v(x) p(x) (2) 
Verschwindet daher erstere Determinante in jedem Punkte eines 
Intervalls, so mu8B dort ausnahmslos 


f(z) f(a) 
Y (2) (a) 


d 


~ da 


= f (2) p(x) — f (2) ¢' (a) = const. 


sein. — 
Betrachten wir nun eine beliebige Liésung y von (A), und be- 
zeichnen wir noch die speziellen Lisungen s(x), ¢(x) baw. mit y,, Ys: 


Y. = S(&), Yo = c(2). 
Dann folgt aus 


Une + y —_ OF 
Yo" “1 Uy > 0, 
daB 
mes 
Ya, U2 
ist, und hieraus weiter nach der obigen Bemerkung, daf 
| : S = y' Yo — Y Yo’ = const. = a 
Gs Ya 


ist. Ahnliche Beziehungen finden statt, wenn wir die drei Buch- 
staben y, Y1, Y2 zyklisch miteinander vertauschen: 


yy —yy =); 
Yo Yi — Yor. = — 1. 


Multiplizieren wir diese drei Gleichungen bzw. mit y,, y2, y und ad- 
dieren dann die so resultierenden Gleichungen zusammen, so kommt: 


| 


0=ay, + by, —y, w. Z. b. w. 
Der Satz ist ein spezieller Fall des allgemeinen Satzes, da die 
Loésung einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
By dy ie 
qe t P(2) Gg, tay =9, 


deren Koeffizienten im Intervalle z, < # S 2, stetig sind, durch 
Angabe des Wertes der Funktion nebst demjenigen der ersten 
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Ableitung in einem Punkte des Intervalls vollstindig bestimmt wird. 
Hier ist 
b=Yle-0 = Y'leno- 


Im iibrigen ist die Behandlungsweise in einem allgemeinen Verfahren 
enthalten, wonach die lineare Abhingigkeit von » Funktionen aus 
dem identischen Verschwinden ihrer Wronskischen Determinante 
geschlossen wird.*) 


Zweiter Beweis des Additionstheorems. Aus dem vorstehenden 
Satze ergibt sich noch ein zweiter Beweis des Additionstheorems 
(7). Es ist nimlich offenbar s(#@ + a) eine Lésung von (A). Nach 
diesem Satze muS also 

s(a@ + a) = as(a) + be(z) 


und daher ferner 
s'(@ + a) =c(@ + a) = ac(x) — bs (2) 
sein. Setzt man hierin « = 0, so kommt: 


sa) =, e(¢c) =a, 
also: 


s(x + a) = 8(x)c(a) + c(x)s(a), 
c(x + a) = c(ax)c(a) — s(x)s(a). 


Ww. Z. b. W. 


1) Hieriiber vergleiche man Bécher, ,,Certain Cases in which the Vanish- 
ing of the Wronskian is a Sufficient Condition for Linear Dependence“, Trans- 
actions of the American Mathematical Society, Bd. 2 (1901), S. 139, woselbst 
auch die beziigliche Literatur zitiert wird. 

Wir bemerken noch im Voriibergehen, daf in der Mechanik von diesen 
Eindeutigkeitssitzen vielfach stillschweigend Gebrauch gemacht wird. Bei der 
Integration der Differentialgleichung, welche das zweite Newtonsche Be- 
wegungsgesetz zum Ausdruck bringt: 


dy 
mae ts 
— um blo8 den einfachsten Fall zu erwihnen —, begniigt man sich nimlich 


damit, eine Lésung aufzustellen, welche den Anfangsbedingungen gerecht wird, 
indem man dann ohne weiteres annimmt, daB diese Lésung die Bewegung des 
Systems notwendig regulieren miisse. Koénnte indessen eine lineare Differential- 
gleichung singulare Losungen haben, so hatte man doch keinen Beleg dafiir, 
daB gerade diese Lésung diejenige wire, welche dem vorgelegten Problem ent- 
spricht. In der Tat kann es vorkommen, wenn man von der Energiegleichung 
ausgeht, daB die Lésung der Differentialgleichung durch die Anfangsbedin- 


gungen nicht eindeutig bestimmt wird; vgl. des Verfassers Advanced Calculus, 
8. 351. 


§ 6. Fortsetzung: Identifizierung der Funktionen s(x), c(x) mit sin z,cosz 607 


§ 6. Fortsetzung: Identifizierung der Funktionen s(z), c(z) mit 
sin x, COs Zz. 


Um die beiden Funktionen, deren Haupteigenschaften wir im 
vorhergehenden Paragraphen entwickelt haben, 
mit den trigonometrischen Funktionen sin z, 4 
cos x zu identifizieren, kniipfen wir an die De- 
finitionen von Strecke, Halbstrahl und Winkel 
an, wie sie in Kap. 5, § 4 gegeben sind, und 
ordnen nun einem vorgelegten Winkel als MaB tae a Ad, aa 
diejenigen Zahlen ¢ zu, welche durch die fol- Fig. 128. 
genden Gleichungen bestimmt werden: 


> 


e(t) =x fi Yo 4 aig) 


, , , , 

Ly — Xo Y1 — Yo 

Ly — Xo Y1 — Yo 
Ages , , , ae 

| ty’ = ae Y1 — Yo 


wo 


woh V (a4 to)" (Yi Yo) V (ay — to) Yi — Io)? 


ist. Nimmt man nun insbesondere den in beigesetzter Figur 
gedeuteten Winkel x AOP, so kommt: 


oaea= 03 Sr Ue 


Nun wird aber andererseits die Linge eines von A aus ge- 
messenen Bogens AP des Hinheitskreises 


a? + y2 = 1 
durch das Integral 
(P) (P) 
| Vat dy =f Vat = 41 
(A) (A) 


gegeben, wobei das obere Zeichen zu nehmen ist, falls die in der 
Nahe von A gelegenen Punkte des Bogens positiven Werten von t 
entsprechen; im anderen Falle, das untere. Hiermit fallt ¢ mit der- 
jenigen Zahl § zusammen, welche in der Trigonometrie dem Winkel 
x AOP als Ma8 zugeordnet wird, und zugleich erweisen sich c(t) 
und s(#) als cost und sint. Nachtriglich ergibt sich auch, da8 die 
Periode 2p mit der Zahl 27 iibereinstimmt, also ist 


p=. 
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SchluBbemerkungen. Was die iibrige Theorie der trigonometri- 
schen Funktionen inklusive der Definitionen: 


nebst der Besprechung der inversen Funktionen anbetrifft, so ist die 
iibliche Behandlungsweise entweder bereits analytisch oder sie laBt 
sich doch sofort in eine analytische umsetzen. Hieran schlieSt sich 
noch eine Reihe interesssanter Fragen, deren Besprechung indessen 
auBerhalb des Rahmens dieses Werkes liegt; es sind das u. a. a) die 
Zahl x, Transzendenz und Berechnung, sowie auch die Zahl e; b) die 


Bernoullischen Zahlen und die Reihen = k-"; c) die Kulersche 


Zahl; d) einiges tiber die trigonometrischen Reihen; e) die hyper- 
bolischen Funktionen. Wir verweisen deswegen auf die gebriiuch- 
lichen Lehrbiicher, etwa Godefroy, Théorie élémentaire des séries, 
4. und 5. Abschn.; Stolz und Gmeiner, Theoretische Arithmetik. 
Dagegen werden wir uns noch ausfiihrlich mit gewissen [‘unktional- 
gleichungen, als hinreichende Bedingungen aufgefaBt, sowie mit 
einigen Reihen- und Produktentwicklungen zu beschiftigen haben. 


§ 7. Uber die Bestimmung der Funktionen sin x und cos 2 
auf Grund ihres Additionstheorems. 


Theorem.) Sewn S(a), C(x) zwet Funktionen, welche fiir 
alle Werte von x evndeutig erkldirt sind und das Additionstheorem: 


S(a + y) = 8(a)C(y) + C(a) Sy), | 
O(a + y) = C(x) Cly) — S(a)S(y), 
besitzen. Gibt es dann einen einzigen Wert von x, woftir beide Funk- 


tionen stetig sind, so sind sie ausnahmslos stetig, und zwar ist, sofern 
sie nicht beide identisch verschwinden, 


(A) 


S(a) = e%* sin wx, C(x) = e** cos pa, 


wo a und w Konstante bedeuten. 
Verlangt man auferdem noch entweder, dap 


(By) 82(2) -- O8lz) =4; 
oder dap 
(B,) C(— 2) = C(a), 


1) Cf. Tannery, Fonctions d’une variable, 1886, S. 147. 
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oder endlich, daB 
(Bs) lim a = 0) 


z=0 
sei, so ist wm ersten und im dritten Falle 
S(z) =sinusx, C(x) = cospe. 
Im zweiten Falle tritt noch zu dieser Lisung die weitere hinzu, daB 


beide Funktionen identisch verschwinden. Hiermit sind aber auch alle 
Lésungen erschipft. 


Wir schicken die Bemerkung voraus, daB das gleichzeitige Ver- 
schwinden von S(x) und C(z) fiir einen einzigen Wert x =a das 
identische Verschwinden dieser Funktionen nach sich zieht. Zum 
Beweise braucht man bloB in (A) y =a zu setzen. 

Aus dem Additionstheorem schlieBen wir nun vor allen Dingen, 
indem wir 7 = y = O setzen: 


[2C (0) —1]S(0) = 0, 
C?(0) — C(0) — 82(0) = 0, 
also, da dem Verschwinden des Faktors 2C(0) —1 keine Lésung 
der zweiten Gleichung entspricht: 
(1) a) $(0) =0, (0) =1; 
b) S(O) =a, CACO 
Nach der obigen Bemerkung hat b) das identische Verschwinden 
von S(az), C(x) zur Folge, womit denn dieser Fall erledigt ist. 
Sei S,(x), C,(x) ein beliebiges Losungssystem von (A), wofiir 


diese Funktionen nicht gleichzeitig identisch verschwinden. Setzt 
man 


Sy? (a) + Cy? (2) = f(z), 


so ergibt sich aus (A), indem man beide Gleichungen ins Quadrat 
erhebt und sie dann zusammenaddiert, daB 


f(a + y) = f(2) f(y) 
ist. Da nun aufSerdem f(x) nie verschwindet und mindestens fiir 
einen Wert von 2 stetig ist, so folgt nach § 4, daB 
f(a) = ore 


ist. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 39 
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Aus diesem Lisungssystem bilden wir uns noch ein zweites, wie 
folgt: 
S(x) = e-** 8,(2), 
C(x) = 6-9" C; (a). 


Dann la8t das neue Funktionspaar S(x), C(x) ebenfalls das Ad- 
ditionstheorem (A) zu, und auferdem ist 


(By) S?(x) + C7 (a) = 1 
Wir wollen zeigen, daB 
S(x) = sin pe, C(x) = cos wx 
ist. 
Zu dem Behufe weisen wir zuerst die ausnahmslose Stetigkeit 
der in Rede stehenden Funktionen S(x) und C(x) nach. Aus dem 
Additionstheorem (A) ergeben sich folgende Relationen: 


S(a +h) — S(2) = 2C(a ne 3)S(3)> 


i C(a +h) — C(a) = —28(« + 5) 8(3)- 


Verstehen wir hierin zuniichst unter x jenen Wert, wofiir beide 
Funktionen S(c), C(x) nach Voraussetzung stetig sind, so finden 
wir, da wegen (B,) 
|S(z)| + |C(#)| 24 
ist, daB 
|S(a + h) —S(a)| + |C(@ +b) —C(@)| = 


2[|O(e+2)|+|S(@+ 3)|]- |S (z)|=2|5(a)| 


ist, und folghch ist 
. h 
lim $ (5) =0. 
ora 
Aus (2) folgt nun ferner, indem man z jetzt einen beliebigen 
Wert beilegt und auch dabei der Endlichkeit von S(zx), C(z) fiir alle 
Werte des Arguments eingedenk wird, daB diese Funktionen aus- 
nahmslos stetig sind. 
Fahren wir jetzt weiter. Jedem Werte von « entspricht wegen 
(B,) ein Punkt des Hinheitskreises, wodurch denn andererseits der 
Zentriwinkel 6 bis auf ganzzahlige Vielfache von 27 festgelegt wird: 


S(x) = sin 6, C(x) = cos 6. 
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Hierdurch wird 6 als vieldeutige Funktion von z bestimmt, und zwar 
so, daB sich die Funktionswerte im Kleinen zu einer Reihe von ein- 
deutigen stetigen Funktionen zusammenfassen lassen, deren Werte 
sich blo&S um ganzzahlige Vielfache von 2x voneinander unter- 
scheiden. Dem 2. Satze von Kap. 1, § 11 gema8 ist dann eine 
solche Zusammenfassung auch im Grofen fiir das ganze Inter- 
vall — oo < 4 < + co méglich. 
Sei 
0 = 9(2) 
derjenige Zweig, welcher im Punkte «= 0 verschwindet. Dann 
wird 
O(2) = sin p(a),, C(x) = cos y(2). 


Dem Additionstheorem (A) zufolge hat man jetzt 


sin p(x + y) = sin (x) cos p(y) + cos p(x) sin p(y) 

= sin [p(x) + 9(y)], 
cos p(x + Yy) = cos w(x) cos p(y) — sin p(z) sin p(y) 

= cos [p(x) + p(y)]. 
Hieraus schlieBt man zunachst, dab 


p(z + y) = v(z) + p(y) + 2ka 


ist. Fir « = y = 0 ist aber k = 0, und wegen der Stetigkeit der 
Funktion gy(z) mu8 k diesen Wert bestiandig beibehalten. Daher ist 


p(z + y) = v(z) + vy), 


woraus sich nun vermdége der Aufgabe von § 4 ergibt, daB 


p(t) = pe. 
Hiermit ist der Beweis des ersten Teils des Satzes geliefert, 


wonach also S(x), C(x) entweder beide identisch verschwinden oder 
aber von der Form 


(fr) = 6? sn 2, Ci) et COs ee 


sind. Aber auch der Fall (B,) ist miterledigt. Der Beweis der 
weiteren Fille (B,), (Bs) liegt nun auf der Hand. 
Wie man sieht, umfassen die Funktionalgleichungen (A) sowohl 
die trigonometrischen Funktionen sin x, cos z, indem man a = 0, 
yw =1 setzt, als auch die Exponentialfunktion e*, indem man 
a=1, un» =0 setzt. 
39* 
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a 


Van Vleck?) hat eine einzige Funktionalgleichung gefunden, 
nimlich: 
f(e —y+ 4) —f(@+y +t 4) = 2f(2) fy), 
deren allgemeinste stetige Lisung in der sinus-Funktion besteht: 
f(a) = sin-pe, 
und welche darum eine charakteristische Higenschaft dieser Funktion 


ausdriickt. 
§ 8. Entsprechendes fiir tan 2. 


Theorem. Set f(x) eine Funktion, welche fiir alle Werte von 
x, hdchstens mit Ausnahme isolierter Stellen, eindeutig erkldrt ist und 
das Additionstheorem: 
_ f(#)+fy) 
Ke + Y) = 4 Fay f(y) 
besitzt, wo x, y und x + y argend dret Punkte des Definitionsbereiches 
sind. Ist f(x) dann in einem einzigen Punkte stetig und iiberdres vm 
Punkte « = 0 definiert, so ist f(x) wm yedem Punkte thres Definitions- 
bereichs stetig, und zwar kann f(x), sofern man hebbare Unstetigkeiten 
ausschlieBt, nichts anderes als die Funktion tan wax sem: 


f(z) = tan wo. 


Den Beweis wollen wir nur kurz andeuten. Zunichst erkennt 
man, dab 


f(0) = 0, 


sowie daB f(z) in jedem Punkte des Definitionsbereichs stetig ist. 
Ist ferner f(w) = 0, w+0, so ist 


f(a + o) = f(z), 
also ist w eine Periode. Hieraus folgt, daB, sofern f(x) nicht iden- 
tisch verschwindet, die Wurzeln von f(x) isoliert sind. — Im iibrigen 


ist f(z) eime ungerade Funktion, wie sich aus der Substitution 
y=-—vw in der Funktionalgleichung sofort ergibt. 


1) Annals of Mathematics, 2. Reihe, Bd.11 (1910), 8.161, sowie ibid., 
Bd. 13 (1912), 8.154. Hine ahnliche Gleichung, nimlich 


P(Y+ 2) + 9 (y— 2) = 29(2) p(y), 
kommt schon bei d’Alembert, Mémoire sur les principes de la mécanique, 
1769, vor und wird auch von Cauchy, Cours d’analyse, 1821, behandelt; 
cf. Pincherle, Encyklopddie, II A 11, 8.789. Diese Gleichung liBt aber auBer 


der Lésung cos wax noch die Lésung ch yx zu, und definiert somit im Bereich 
der reellen Verinderlichen nicht ausschlieBlich eine trigonometrische Funktion. 
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Damit die Kurve 
Up == y (a) > 


wo y(z) im Intervalle a < « < b stetig ist, stets konkav nach oben 
sel, ist notwendig und hinreichend?), daB 


(1) p(x +h) —29(2) + ole —h) > 0 

sei, wo & ein beliebiger innerer Punkt des Intervalls und h nur so be- 
schrankt wird, da& die Punkte «+h, « —h auch im Intervalle 
liegen. Soll die Kurve konkav nach unten sein, so wird das Ungleich- 
heitszeichen umgekehrt. 

Wie eine leichte Rechnung zeigt, ist die vorliegende Kurve, 

y =f (2), 
in der Umgebung eines jeden Punktes x, welcher nur keine Wurzel 
ist, konkav nach oben, falls f(x) > 0 ist; im anderen Falle ist die 
Kurve konkay nach unten. 

Hieraus schlie8t man ferner, daf diese Kurve in der ganzen 
rechtsseitigen Umgebung des Punktes 2 = 0 konkav nach oben 
ist, falls lim f(x) = 0+ ist; im anderen Falle ist sie konkay nach 

a2=0 


unten. 
Nun ist es nicht mehr schwer, nachzuweisen, dab 


existiert, und da 


ist, so folgt auch ferner, daB 
._ f(h) 
lim 1) 
hA=0 h 
existiert. Dieser Grenzwert sei mit uw bezeichnet. 
Jetzt ergibt sich, dai die Funktion f(x) in jedem Punkte des 
Definitionsbereichs eine Ableitung zulaBt, sowie daB 


f(a) = ell + f(2)*) 


ist, und hiermit ist der Satz bewiesen. 


1) Diese Bedingung findet sich bei Stolz, Allgemeine Arithmetik, Bd. 1, 
§.1938, sowie bei Stolz u. Gmeiner, Funktionentheorie, 1. Abteil., S. 61. 
Beim arithmetischen Beweise wird indessen nur von der Relation (1), als ana- 
lytische Beziehung aufgefaBt, nicht aber von der soeben erwihnten geometri- 
schen Deutung derselben, Gebrauch gemacht. Wegen der Hinzelheiten des 
Beweises sei auf die erste Auflage dieses Werkes, Bd. 1, Kap. 12, § 7 verwiesen. 
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§ 9. Andere Definitionen der elementaren Funktionen. 


a) Algebraische Definition der Exponentialfunktion. Vor allem ge- 
denken wir der Definition von a?/* und a*, welche auf der q*™ 
Wurzel der Zahl a beruht. Hieriiber vergleiche man die gebriuch- 
lichen Lehrbiicher, etwa Stolz und Gmeiner, Theoretische Arith- 
metik; Tannery, Introduction a la théorie des fonctions d’une variable, 
1886, sowie Legons d’algébre et d’analyse, Bd. 1, 1906. Dabei wird die 
Kenntnis keines speziellen unendlichen Prozesses vorausgesetzt, was 
zur Folge hat, daB sich die Behandlung dementsprechend umstand- 
lich gestaltet. 


b) Definition der Exponentialfunktion auf Grund des Additions- 
theorems.) Es gilt folgendes Theorem: Sei f(x) eine Funktion, die 
fiir alle Werte von 2 eindeutig erklirt ist und das Additionstheorem: 


(1) f(x + y) = F(x) f(y) 


besitzt. Indem wir fortan vom besonderen Falle absehen, dafi f(a) 
identisch verschwindet, ist stets f(z) > 0, und zwar stimmt f(a) fiir 
jeden rationalen Wert x = p/q mit Va itberein, wo f(1) = a gesetat 
ist. Verlangt man iiberdies, da8B f(a) fiir einen einzigen Wert von 
x stetig sei*), so erweist sich f(x) als ausnahmslos stetig. Sodann 
nihert sich der Quotient (f(z) —1)/x eimem Grenzwert, wenn «x 
gegen 0 abnimmt: 


Endlich hat f(z) eine Ableitung und geniigt der Differentialgleichung 
(2) f(x) = wf (2). 


Um den Existenzbeweis fir eine derartige Funktion f(x) zu 
fiihren, kann man eine Potenzreihe mit unbestimmten Koeffizienten 
ansetzen und dieselbe dann entweder in (1) oder in (2) eintragen. 
Dieses Verfahren ist sofort auf den Fall komplexer Verinderlichen 
anwendbar. Die Abelsche Untersuchung iiber die binomische Reihe 


1aBt sich auch zu diesem Zwecke verwenden. Man vergleiche ferner 
unter d). 


1) Cauchy, Cours d’analyse, Bd. 1, 1821, S. 106. 
2) Diese Bedingung kann weiter gefaBt werden. Nach den von Darboux 
und Wilson erhaltenen Resultaten (§ 4, Ende) geniigt es nimlich, zu ver- 


langen, daB es einen Wert von a geben solle, in dessen Umgebung f(a) bloB 
endlich bleibt. 
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c) Die Definitionen von Kap. 6, §§ 12—15. Diese sind durchaus 
elementaren Charakters. Sie beruhen auf den bekannten Higenschaften 
der reellen elementaren Funktionen und entraten jedes doppelten 
Grenziiberganges. 

d) Definition der Exponentialfunktion auf Grund der Differential- 
gleichung: 

dw 
Setzt man in (2): 

ae Page PON Gf 
wpe, fa) =f(F)=f(0), 
so wird (2) auf die Normalform 
f(a’) = f(z’) 

gebracht. Es hegt jetzt nahe zu fragen, ob diese Differentialgleichung 
nicht auch fiir komplexe Werte des Arguments eine Lisung zulaBt. 
Diese Frage hat Demartres+) mit elementaren Hilfsmitteln erledigt. 


Er setzt 
w = R(cos®+ r18n 9D), 


wodurch (3) die Gestalt annimmt: 
(me oi ins) (cos ® + isin D®) = R(cosP + isin ®). 


Hieraus folgt: 
aR aD 
Oa = R ) R On = 0 . 
Andererseits findet man aus den Cauchy-Riemannschen Differential- 


gleichungen: 


Ow 1 dw 
Ce oy’ 
daB 
OR_ pd 9R__ poe 
Ou Oy’ Oy Ox 
ist. So kommt: 
OR aR 
ae aa 
also: 
os hee =e"; 


1) Demartres, Cours d’analyse, Bd. 2, 8.11. Sein Ausgangspunkt war 
indessen nicht die Differentialgleichung (3), sondern das Additionstheorem (1), 
fiir komplexe Werte geschrieben, woraus er erst jene Differentialgleichung 
ableitet. 
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sofern w fiir reelle Werte von z mit e® iibereinstimmen soll. Ferner 
schlieBt man: 


—— =), Thimeia ®=yto=yt+2nz. 
Hiermit ist w eindeutig bestimmt: 
w = e*(cos y + 28Iin y/), 


und da bleibt dann nur noch iibrig, ebenso wie in Kap. 6, § 18, nach- 
zuweisen, da diese Funktion in der Tat eine naturgemife Hrweite- 
rung der reellen Funktion e* fiir komplexe Werte des Arguments 
liefert, indem sie der weiteren Funktionaleigenschaften dieser Funk- 
tion teilhaftig wird. 

e) Unmotivierte Definitionen vermége willkiirlicher wnendlicher Pro 
zesse. Hierzu zihlen wir vor allem die Definitionen von e?, sin 2, 
cos « mittels der entsprechenden Potenzreihen. Sodann erwihnen 
wir die Definitionen :) 


(4) lim (1 Ai ay e, 
(5) lim n (Vx — 1) = log a. 


Der Grenziibergang (4) ist ja bereits einmal fiir den Fall eines kom- 
plexen Arguments besprochen worden, Kap. 8, §9. Dieser Formel 
setzten wir damals auch entsprechende Ausdriicke fiir sin z und cos z 
an die Seite. 


Kehren wir noch zur Definition der Exponentialfunktion ver- 
mdge der Potenzreihe zuriick und setzen 


8) =1t2+54+254..., 


so erhalten wir zunichst eine ganze transzendente Funktion von 2. 
Diese genigt der Differentialgleichung 


8’ (z) = &(2) 
und lat fernerhin das Additionstheorem (1) zu: 
&(z, + Z) = & (4) E(z9), 


1) Euler, Miscellanea Berolensia, Bd. 7 (1748), S. 177, und Introductio 
um analysin infinitorum, Bd. 1, 1748, Cap. VII. 
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wie man nach dem zum Beweise des 2. Satzes von § 5 angewendeten 
Verfahren sofort erkennt; denn es ist 


8 (z) = &(2), nak ee ae 
Setzen wir insbesondere z, = 2, 2 = yt, so kommt: 
&(z) = e*(cos y + isin y), 
wobei wir die Taylorschen Reihenentwicklungen fir die reellen 


Funktionen e?, sin 2, cos als bekannt vorausgesetzt haben. 
Zur Rechtfertigung der Definition 


§(z) = e 
ist jetzt nur noch ein kurzer Schritt. 


f) Definition vermdge Integration durch komplexes Gebiet. Endlich 
erwahnen wir noch die Definitionen:+) 


loge = f aretane = f 4%, are sin Z = Sa == 
; ea , 1+ 2’ rs 


Danach werden wir die Exponential- und die Paden omenieiiicn Funk- 

tionen als die Umkehrungen dieser Funktionen anzusehen haben. 
Bei der Integration reeller rationaler Funktionen im reellen 

Gebiete stellt sich neben dem Logarithmus noch die Funktion 


a 


eee 
1+ 2? 
0 


ein, und zwar kommt man bereits mit diesen beiden Funktionen aus. 
Darum liegt es nahe, die Theorie letzterer Funktion auf reeller Grund- 
lage vollstaéndig zu entwickeln, was auch nach den vorausgehenden 
Methoden leicht durchzufihren ist. 


§ 10. Uber einige Reihen- und Produktentwicklungen. Ein Satz 
betreffend gleichmaBige Konvergenz. 


In Kap. 11 haben wir Reihen- und Produktentwicklungen fir 
die trigonometrischen Funktionen aufgestellt, indem wir von den 
Higenschaften der periodischen Funktionen im komplexen Gebiete 
ausgingen. Wir wollen in diesem Paragraphen eine Methode kennen 
lernen, welche sowohl auf komplexes als auch auf reelles Gebiet an- 
wendbar ist. Beginnen wir mit der Funktion cot 2. 


1) GauB, Brief an Bessel vom 18. Dez. 1811, Briefwechsel zwischen GauB 
und Bessel, S. 157 = Werke, Bd. 8, 8.90. 
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Reihenentwicklung fiir cot 2.1) Indem wir an den Moivre- 
schen Satz, S. 220, (8) ankniipfen, finden wir: 


2 se 
cot Mp = G(tan 9) 


Dabei mége m eine ungerade Zahl sein: m = 2u + 1. Dann wird 
die rechte Seite ein echter Bruch, wie man vermége des Grenziiber- 
gangs lim m = 2/2 sofort erkennt, da die linke Seite dabei gegen 
0 abnimmt, tang aber unendlich wird. Wir wollen diesen Bruch 
in Partialbriiche zerlegen. Der Grad des Nenners ist jedenfalls 
nicht hdher als m. Andererseits kénnen wir m getrennte Werte 
yon —2/2 <p <a2/2 angeben, wofiir cot mm unendlich wird, 


niimlich: 
Qn 


— ees aL Ya) lth ah 
g=0,45, +3, tO 


Demnach ist 
Y(t: sat fT ae Lh oe alee 
G (tan gy) = C tan» (tan @ — tan | (tan + tan =| : 
Hiermit erhalten wir als Partialbruchzerlegung: 


Ax 


cotmap = 


k=—p tan giectan 2 


Zur Bestimmung von A, multiplizieren wir beiderseits mit sin mp 
und lassen g dann den Grenziibergang lim my = kx/m ausfiihren. 
Dabei konvergieren alle Terme rechter Hand bis auf den mit A, 
gegen 0, welch letzterer die unbestimmte Form 0/0 annimmt. Sein 
Grenzwert wird durch das gewohnliche Verfahren der Differential- 
rechnung ermittelt. So finden wir denn: 


A;,m cos kz 1 kn 
coska = —= ee A, = — sec? - 
sec? — is 
™m 


Indem wir noch mp = = setzen, erhalten wir als Resultat: 


a sect 1 
1 0) 
(1) ee ZL kan?’ 
k=—y mtan——m tan 
™m 
oder auch: 
M 2 sec? bay m tan fa 
(2) cot 7 = es Us 


x L ; kn 
m tan. k=1 m* tan? — — m* tan? — 
™ m m 


1) Man vergleiche die in Kap. 11, § 1 und § 8 gegebenen Zitate auf Euler. 
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Bei diesen Formeln angelangt, wire Euler schon am Ziele ge- 
wesen. Denn beim Grenziibergange m = oo nihert sich ja das all- 
gemeine Glied dem Grenzwerte 1/(z Livi baw. 22/(2? — k?x?), 
womit sich denn aus (2) die Reihe von Grenzwerten 


ey = 7? — i 


ergibt, und zwar konvergiert diese Reihe absolut fiir jeden Wert von 
x, wofir nur kein Nenner verschwindet. Wir wissen aber, daB es 
keineswegs selbstverstindlich ist, daB die Reihe der Grenzwerte und 
der Grenzwert der Reihe ttbereinstimmen sollen. Um diese Frage zu 
erledigen, wollen wir nun ein allgemeines Theorem beweisen, welches 
den eigentlichen Kern bei derartigen doppelten Grenziibergingen ent- 
halt. Wir fassen den Satz zugleich etwas weiter, als zum gegen- 
wirtigen Zwecke gerade nétig ist.) 


Theorem. Sev s,(m) eme Funktion der beiden unabhdngigen 
natiirlichen Zahlen n, m, welche folgenden Bedingungen geniigt: 
a) S,(m) strebt einem Grenzwerte zu, wenn n = co wird: 


lim s,(m) = f(m); 


n= 
b) s,(m) strebt emem Grenzwerte zu, wenn m = co wird: 


lint. 3;, (7) == as. 


c) s,(m) konvergiert gleichmafig, wenn n = co wird: 
| S_(m) —- Sy(m)| <e, WIS Dy Tae 
wo v nicht von m abhingt.2) Dann schleBen wir: 
1) f(m) strebt einem Grenzwerte zu, wenn m = co wird: 
lim f(m) = A; 


mao 
2) S, strebt einem Grenzwerte zu, wenn n = co wird: 
linn S,, =_b= 


n=o 


3) beide Grenzwerte sind gleich: 
AB: 


1) Zum leichteren Verstindnis des Inhalts dieses Satzes wird dem Leser 
empfohlen, sich zuerst in die zweite Formulierung desselben als Reihensatz 
hineinzudenken. 

2) Es geniigt schon vorauszusetzen, daB diese Relation bloB fiir groBe 
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Beweis. Aus 


¢) |sn(m) — Sw(m)| <e, nz, 27, 
folgt zuvorderst vermége des Grenziibergangs m = co: 
(2) IS, — Sy] Se, n2zv, n>», 
womit denn 2) bewiesen ist: 

lim os, 6. 


Lat man in (a) n = co werden, und setzt man ferner n’ = », 
so kommt: 


(i) IB —8,| Se. 


Lai&t man andererseits in ¢c) n’ = oo werden, und setzt man n = , 
so wird fiir alle Werte von m, baw. sobald m = uw ist, 


(i) Is, (m) — f(m)| Se. 
Endlich ist nach b) 
(iii) |S, —s,(m)| <e, m= M. 


Aus den drei Relationen (i), (ii), (iii) ergibt sich nun, dab 
|B —f(m)| < 8e, m= M, 


ist, womit denn zugleich 1) und 38) bewiesen sind. 

Hiermit ist der Satz bewiesen. Wir haben ihn zwar nur fir 
den Fall ausgesprochen, dafi die Argumente n, m natiirliche Zahlen 
sind. Er gilt aber offenbar allgemein unter geeigneter Abinderung 
der Formulierung fiir eine Funktion s(x, y) von zwei beliebigen reellen 
oder komplexen Argumenten xz, y, welche je eine endliche oder un- 
endliche Hiufungsstelle lim « = Z, lim y = 7 besitzen. 

Wir wollen noch diejenige Formulierung des vorstehenden Satzes 
hinzufiigen, welche sich auf die unendlichen Reihen bezieht.*) 


Der entsprechende Reihensatz. Sei 
f(m) = u(m) + Uy (m) + - 


eine unendliche Rethe, deren Glieder Funktionen der natiirlichen Zahl m 
sind und die folgendermafen beschaffen ist: erstens konvergiert jedes 


Werte von m gelte, m= M. Alsdann lassen sich die Zahlen », v’ so 
wahlen, da8 sie auch fiir alle Werte von m erfiillt wird. 

1) Der Leser wolle beachten, daB es sich hier doch bloB um eine andere 
Form des Theorems handelt; inhaltlich sind ja beide Sitze gleichbedeutend. 
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Glied der Rethe bewm Grenziibergange lim m = co gegen einen Grenz- 
wert; zweitens konvergiert die Reihe gleichmdfig. Dann strebt die durch 
die Rethe defimerte Funktion f(m) einem Grenzwerte zu, wenn m = co 
wird. Ferner konverqiert die Rethe der Grenzwerte der einzelnen Glieder, 
und endlich stummen diese beiden Grenzwerte iiberein: 

lim f(m) = lim u,(m) + lim u.(m) +---. 

Diese Formulierung hat namentlich den Vorzug, da8 wir bereits 
im Besitze eines brauchbaren Kriteriums zur Feststellung der gleich- 
maBigen Konvergenz in einem gegebenen Falle sind, da sich das 
WeierstraBsche Kriterlum von Kap.3, §4 hier ohne weiteres an- 
wenden abt. 

Kehren wir nunmehr zur Erginzung der vorhin bezeichneten 
Liicke zuriick! Nach dem soeben bewiesenen Theorem handelt es 
sich bloB noch um die gleichmiaSige Konvergenz der Reihe (2). Wir 
suchen deshalb ein M, zu bestimmen, welches den Bedingungen 
des WeierstraBschen Kriteriums Geniige leistet. Zu dem Behufe 
formen wir das allgemeine Glied der Summe (2), wie folgt, um:?) 

2m tan = 


jp 


ka 2 \2 . ka\?’ = py 
cos? — (m tan =) = (m sin =2) 
m m m 


Sei ct+nna, n=0, £1, +2,..., eine willkirliche Zahl, und 
sei A >|a|. Dann wird 


|mtan =| <A, m= WM. 


Andererseits iiberzeugt man sich leicht, daB 


sin x 2 es et 
2 = GA ’ 0 << x <— a) ’ 
ist.2) Daher dirfen wir 
2A 2A 
M,= = ee 
k2 x2 (=)-4 4h? — A®? k oS Oe. 
" Ag 


setzen, und hiermit ist der Beweis fertig. 


1) Das allgemeine Glied, u;,(m), der bewuBten unendlichen Reihe wird 
durch diese Formel gegeben, falls k<4(m—1) ist. Ist dagegen k >}(m—1), 
so ist u;,(m) =0. 

2) Es geniigt ja, daB sin a/a bloB eine positive untere Grenze K im ge- 
nannten Intervalle hat, was noch leichter festzustellen ist. 
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An die vorstehende Entwicklung fiir cot 2 schlie&t sich noch 
die andere Form derselben, vgl. Kap.11, §1: 


noob =~ +> (5+ ~) = t+ Sats. 


sowie auch die durch die Integration daraus zu erhaltende Produkt- 
entwicklung fiir sin @: 


nse TT (1-2) = 2] 1—2)- 


Andererseits la8t sich aber letztere Produktentwicklung direkt auf- 
stellen, woraus dann umgekehrt jene Reihenentwicklungen abgeleitet 
werden kénnen. Zu dieser Betrachtung wollen wir uns jetzt hin- 
wenden. 


Produktentwicklung fiir sina. Wir gehen wieder vom 
Moivreschen Satze aus, wonach 
sin mm = G(sin g), m=2u+1, 


ist, und zerlegen das Polynom rechter Hand, ahnlich wie vorhin, in 


lineare Faktoren: 
(sing) =C Il (sin yp — sin- 2). 


k=— 


Zur Bestimmung des Faktors C dividieren wir beiderseits durch p 
und lassen dann g gegen 0 abnehmen. So kommt: 


“ 
; ‘ u 
m=C ff (— sin £2), 
k=— | 
wobei der am Produktzeichen angebrachte Strich, wie wblich, 
anzeigt, daB der Wert k = 0 iibergangen werden soll. Indem wir 
noch mp = « setzen, erhalten wir die endgiiltige Formel: 


ee 
*s ly sin — He aint ame: 
sin =m sin — | | tere eel | / 4 esp eel 
m ee m . Kn 
k=— sin rear sin? —- 


HMiermit ware Euler wieder am Ziele gewesen, denn der all- 
gemeine Faktor nahert sich offenbar 1 —2z/ka baw. 1 — a?/k?x. 
Indessen bleibt noch der Beweis, daB das Produkt der Grenzwerte 
der Faktoren konvergiert, und zwar gegen denselben Grenzwert wie 
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das Produkt der von m abhangigen Faktoren. Beides wird in ganz 
aihnlicher Weise, wie im Falle der Reihenentwicklung fiir cot 2, ver- 
moge des vorstehenden Theorems bewiesen. Die Durchfiihrung der 
Kinzelheiten wird dem Leser itiberlassen. 


Definition der Exponentialfunktion vermége des 
Grenzwertes 


lim (1+ =)". 


mao 


Auf Grund des obigen Konvergenztheorems beweisen wir zuerst, daB 


2 3 
lim (14S) mates 4g 
ist, woraus sich dann die Ableitung der Grenzfunktion sofort be- 
rechnet. Setzt man ferner 


Cras aa Bes el 


und wendet man jenes Theorem auf die rechte Seite dieser Gleichung, 
nachdem sie erst nach dem binomischen Lehrsatze entwickelt ist, 
von neuem an, so ergibt sich, da’ die Grenzfunktion das Additions- 
theorem 


f(x + ¥) = f(2) f(y) 


zulaBt. Hiermit ist die Grundlage fiir die Theorie der Exponential- 
funktion und des Logarithmus wieder auf eine andere Weise geschaffen 
worden (vel. § 9, e). 


Aufgabe 1. Indem man vom Moivreschen Satze ausgeht 
und my = « setzt: 


. zx ° x m(m—1 m—2 
sin 2 = mcos™-1 © gin = —™ )( ) 
mm 31 


5] 


tit Sey Hr) 
COS as —= cine == tana 
m m 28 


z _ m(m—1) 


z x 
cos £ = cos™ ie cog” =4— m Si” —.. 


2! m a? 
leite man durch den Grenziibergang m =oo die Taylorschen 


Reihen fiir sin zc und cos z her. 


Aufgabe 2. Unter den Voraussetzungen des Theorems von 

S. 619 beweise man, da s,(m) gleichmaéBig konvergiert, wenn 
m= oo wird: 

| 83, (m) — Sy (m’) 


wo mw nicht von n abhingt. 


Vierter Abschnitt. 


Das logarithmische Potential. Uniformisierung. 


Dreizehntes Kapitel. 
Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials. 


$1. Physikalische Grundlagen. 


Durch verschiedene Probleme der mathematischen Physik war 
man schon frith auf harmonische Funktionen gefiihrt worden, d. h. 
auf Funktionen, die der Laplaceschen!) Differentialgleichung: 


ou 


sa! 


Cu , C2u 
Au=Fatgat 


Geniige leisten. Diese Probleme wollen wir vorerst der Reihe nach 
besprechen. 
a) Stationire Warmestromungen.?) 


Wir denken uns eine metallene Platte, deren Hauptbegren- 
zungsflichen aus zwei parallelen Ebenen bestehen. Die Ausdehnung 
dieser Flichen soll groB im Vergleich zur Dicke der Platte sem. Wir 


1) Bei Laplace kommt die Differentialgleichung in Polarkoordinaten 
als Bedingung fiir das Potential einer Massenverteilung in den Histoires der 
Pariser Akademie 1782 (85), S. 185 — Oewvres, Bd. 10, S. 302 vor, Spiter gab 
er auch die im Texte stehende Form derselben fiir rechtwinklige Koordinaten, 
ibid. 1787 (89), S. 252 = Oeuvres, Bd. 11, 8. 278. Die Differentialgleichung 
tritt bereits bei Lagrange in einer hydrodynamischen Untersuchung auf, 
Miscellanea Taurinensia, Bd. 3 (1760/61), Nr. 42—= Werke, Bd. 1, S. 444. 
Weitere Zitate bei Burkhardt und Meyer, Encyklopddie, ILA 7b, Nr. 2. 

Die Bezeichnung harmonische Funktion riihrt von Thomson und Tait 
her, Natural Philosophy, 1873, Appendix B, b. Vgl. auch Burkhardt und 
Meyer ibid. 

Hinsichtlich der Literatur dieses Kapitels sei allgemein auf den Bericht 
von Burkhardt und Meyer, Encyklopddie, Il A 7b, verwiesen. 

2) Wegen einer etwas ausfiihrlicheren Behandlung dieses Gegenstandes 
vgl. man des Verfassers Advanced Calculus, S. 241. 
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schmelzenden Schnees auf 0° erhalten wird. Dann findet 
zunichst ein unregelmaBiger Warmeaustausch statt, welcher 
alsbald einen bestimmten Grenzzustand immer noch mehr 
anstrebt. Fa8t man einen im mittleren Teil der Platte 
gelegenen Bereich ins Auge, so werden die Strémungs- 
linien dort beim Grenzzustande annahernd gerade — im 
Falle sich die Platte nach allen Richtungen hin ins Un- 
endliche erstreckt, so werden diese Linien ja wirklich 
gerade sein, — wiahrend die Temperatur w in einem 
inneren Punkte P im direkten Verhiltnisse zur Entfer- 
nung «x dieses Punktes von der wirmeren Seite abfallt: 


i= A00 100" 
a 
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wollen die eine Seite auf die Temperatur 100° bringen, indem wir 
Dampf dagegen strémen lassen, wihrend die andere Seite mittels 


Fig. 129 


wo a die Dicke der Platte bedeutet. Ist allgemein u, die Tem- 
peratur an der kiihleren, u, diejenige an der wirmeren Seite, so 
wird die Temperatur im Innern durch die Gleichung gegeben, 


Uy— U 
U =U, — een 


Wie man sieht, ist w eine harmonische Funktion. Wir denken 
uns nadmlich die x-Achse als mit einer Strémungslinie zusammen- 
fallend (und zwar positiv nach der Richtung hin, wonach die Stré- 
mung stattfindet), wihrend die y- und z-Achsen in die Ebene gelegt 


werden, wo wu = U, ist. 


Die Warmemenge, welche einen ebenen innerhalb der Platte 
gelegenen Bereich o vom Flaicheninhalt A in der Zeiteinheit passiert, 
werde mit Q bezeichnet. Unter einer isotropen Platte von konstanter 
innerer Wirmeleitungsfihigkeit K versteht man eine solche, wo- 
fiir Q beim Grenzzustande nur von A, a, K und von der Richtung 
einer Normale von o, sonst aber nicht von der Gestalt und Lage 


von o abhingt, und zwar so, daB 


ceca 


Q= aa (Uy — Up) 


wird, wo @ den Winkel zwischen der Strémungsrichtung und der 
Normale bedeutet. Wir werden uns iibrigens auf solche isotropen 
Substanzen beschrinken. Fiir den einen Sinn der Normale wird 
Q eine positive, fiir den entgegengesetzten Sinn eine negative GriBe 


Osgood, Funktionentheorie. I, 5. Aufl. 40 
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sein. Dem entspricht die Auffassung, daB die Wirmemenge Q als 
positiv oder negativ angesehen werden soll, je nachdem die Warme 
nach derjenigen Seite hinstrémt, oder nicht, nach welcher die 


Normale hinzeigt. Bezeichnet man mit ge die nach der Normale 


genommene Richtungsableitung von wu, so ist 


du du 9 Ae cos 0 mele 
an 9a 08 6= a (ua — Uo) » 
und wir haben: 
epee Ooh 
on 


Hin allgemeines Problem der stationiiren Wirmestromung ist 
nun folgendes. Man denke sich irgendeinen wiirmeleitenden Kérper, 
dessen Oberfliche Wirme zugefiihrt bzw. abgezogen wird, und zwar 
so, daB die Temperatur in jedem einzelnen Punkte der Oberfliche 
in bezug auf die Zeit konstant bleibt. Die Verteilung der Tempe- 
ratur auf der Oberfliche soll im allgemeinen eine stetige sein, in ver- 
einzelten Punkten und liings gewisser Kurven darf jedoch eine Un- 
stetigkeit eintreten. Die Temperaturwerte am Rande seien mit U 
bezeichnet. Eine Wairmestrémung tritt nun ein. Beim weiteren Ver- 
lauf derselben wird ein stationirer Strémungszustand angestrebt, 
welcher, wie folgt, charakterisiert ist: wiirde man alle Punkte des 
Kérpers gleichzeitig auf die angestrebte Temperatur bringen, so 
wurden sie diese Temperatur auch weiterhin beibehalten, und die 
Strémungslinien wiirden sich nicht mit der Zeit andern. Bezeichnet 
man noch mit wu den Wert der Temperatur beim stationiren Stré- 
mungszustande, so ist w eine im ganzen Kérper stetige Funktion, 
welche sich den Randwerten U stetig anschlieBt und im Innern des 
Kérpers harmonisch ist: 


Ou , OU , OU 
Au=7o4+55+75.=0 
Ox oy? On 


Der Beweis der letzten Behauptung stiitzt sich auf folgende 


Physikalische Hypothese.!) Ist X eine beliebige, im Be- 
reiche einer stationdren Strémung gelegene berandete bezichungsweise 
geschlossene Fiche, und bezeichnet man die Richtungsableitung der 
Temperatur u nach der Normale mit cujén, so wird die Wérme- 


1) Was die Stetigkeitsvoraussetzungen anbetrifft, so nehmen wir in der 


Folge an, daB die Temperatur wu stetige Ableitungen erster und zweiter Ord- 
nung besitzt. 
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menge (), welche X im der Zeiteinheit passiert, durch das iiber die 
ganze Flache hin erstreckte Doppelintegral 


g-—K { [as 
= 


Ist 2 insbesondere eine geschlossene, keine Begrenzungsfliche 
oder sonstige Randpunkte des Kérpers umfassende Flache, so ver- 
schwindet Q, und man erhalt mithin die Relation: 


i Ab Seo: 
on 
ee 


Aus dem Greenschen cei 


SLI GE + a+ oy? + 2) ava ff es, 


wobei sich auf die innere Normale bezieht, ergibt sich dann zu- 
nachst der Beweis fir die Notwendigkeit der Bedingung Au = 0. 
Wirde naimlich die stetige Funktion Aw in einem inneren Punkte 
von S etwa einen positiven Wert annehmen, so kénnte man diesen 
Punkt mit emer kleinen geschlossenen Fliche umgeben, in deren 
Innerm Aw durchweg positiv bleibt, und das dreifache Integral 
wirde dann fiir das Innere dieser Fliche nicht verschwinden. 


dargestellt. 


1) Der Gedanke, Raumintegrale durch Oberflichenintegrale auszudriicken, 
tritt schon bei Lagrange auf, Miscellanea Taurinensia, Bd. 2 (1760/61), 
Nr. 45 = Oeuvres, Bd. 1, S. 263, und war auch Gau®8 gelaufig, Commentationes 
soc. reg. sci. Gott. rec., Bd. 2 (1813) = Werke, Bd. 5, S. 1. Auf die prinzipielle 
Bedeutung der Methode ist die Aufmerksamkeit der Mathematiker erst durch 
Green gelenkt worden, welcher das Verfahren mit vollem Bewuftsein an die 
Spitze seiner Untersuchungen iiber die Blektrizitéit und den Magnetismus 
stellte; An Hssay on the Application of Mathematical Analysis to the Theories 
of Electricity and Magnetism, 1828 = Mathematical Papers, 8. 1. Insbesondere 
leitete Green die Identitaét her — und hierin bestand eben seine spezifische 
Leistung — 


Sf (wAv—vAu)dV = lee oan on) ds. 


Zum Beweise eae verschaffte er sich durch partielle Integration den 
Hilfssatz 


(se oe + Ou ov oe 
SSS 02 02 dad eae) A Ai eee are: Ins 


B obel u, v zwei beliebige Funktionen sind, nee nebst ihren recta Ab- 
leitungen der beiden ersten Ordnungen im abgeschlossenen Bereiche V stetig 
sind. 


40* 
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Um zweitens zu beweisen, da die Bedingung hinreicht, er- 
weitern wir vor allem die obige physikalische Hypothese, indem wir 
sagen: Bei einer beliebigen Warmestrémung wird die Geschwindigkeit, 
womit die Wérme eine gegebene Flache X passiert, d.h. die nach der 
Zeit genommene Ableitung der die Fldche X passierenden Warme- 
menge Q, durch die Formel gegeben: 


0 Ou 
(A) LE Ufc 


wobei Q also jetzt die Wdrmemenge bedeutet, welche in der verdnder- 
lichen Zeit t durch X hindurchflieBt. 


Hierzu tritt noch ein zweites physikalisches Gesetz. Wird eine 
Substanz der hier zu betrachtenden Beschaffenheit mit dem Raum- 
inhalte V von der gleichmifigen Temperatur wu auf die gleichmaBige 
Temperatur u’ gebracht, so wird die dazu verbrauchte Wiirmemenge Q 
durch die Formel 


Q=C(w' —u)V 


gegeben, wo C eine der besonderen Substanz eigene physikalische 
Konstante, ihre sogenannte spezifische Warme in bezug auf das Volu- 
men bedeutet. Wir beschrinken uns nimlich auf soleche Substanzen, 
wofiir C eine Konstante ist. Dieses Gesetz wird dann auf den Fall 
ausgedehnt, dai die Temperatur wu baw. w’ eine beliebige stetige 
Funktion des Ortes ist, und lautet dann folgendermafen: 


ag=of f fw—way, 


wo AQ der Zuwachs der Wirmemenge ist. Im vorliegenden Falle 
hingt wu auch von der Zeit t ab, u(a, y, z, t). Demgemi8 ist 
nach dem Mittelwertsatz 


u' —Uu = Uy (2, Y, 2, ty + OAt) At, 0 =< Cis 
also 


wo der Integrand fiir den Punkt P: (a, y, 2, t) + OAt) gebildet wird. 
Durch den Grenziibergang lim At = 0 ergibt sich dann die Relation 


6Q Ou 
@ -of {tar 
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wo Q (bzw. Q + const.) die zu einer verainderlichen Zeit t in V ent- 
haltene Warmemenge bedeutet. 


Physikalisches Gesetz. Alle friiheren physikalischen Voraussetzun- 
gen, welche sich auf diesen Fall beziehen, diirfen nun durch die end- 
giiltige Formel (B) ersetzt werden, welche dann als das gewiinschte 
physikalische Gesetz hingestellt wird. 


Herleitung der Wérmegleichung. Im Falle einer geschlossenen 
Flache haben die beiden durch (A) und (B) gegebenen GréBen @Q/ét 
den gleichen Wert. Mittels des Greenschen Satzes wollen wir noch 
die erste derselben umformen. So kommt: 


@ Kf f fauav. 
Hieraus folgt, daB a 
[ff {oe — Kau) av =o 
ot 
V 


ist, wobei V ein beliebiger, ganz im Raume der Warmestrémung ge- 
legener Bereich ist. Demnach mu8 der Integrand in jedem Punkte 
jenes Raumes verschwinden, und daher ist?) 


ou Kew , fu , dw 
fi a fe ( oa oy? ze ak 

Dies ist die partielle Differentialgleichung, welche die Stromung 
der Warme im allgemeinen Falle reguliert. 

Aus diesem Resultat erhellt sofort, da& die Laplacesche Glei- 
chung Au =0 eine hinreichende Bedingung fiir eine stationire 
Strémung ist. Aber auch fiir die notwendige Bedingung lefert diese 
Formel einen direkten Beweis, welcher schirfer als der vorhin ge- 
gebene ist. Unter den allgemeinen Wirmestrémungen, wofiir also 
die Temperatur wu von allen vier GréBen z, y, z, t abhangt, werden 
nimlich die stationaren Strémungen dadurch ausgezeichnet, daB u 
in einem beliebigen Punkte des Korpers sich nicht mit ¢ andert, 
d.h. es ist hier durchweg 


pte On 

1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, 1822, Nr. 128 = Oeuvres, 
Bd. 1, S.105. Von seinen Untersuchungen iiber die Warme hat Fourier be- 
reits im Jahre 1807 der Pariser Akademie eine erste Mitteilung gemacht, und 
das Manuskript einer ausfiihrlichen Darlegung seiner Theorie ist auch im Jahre 
1811 bei ihr deponiert worden. Dieses Manuskript, welches mit dem ersten 
Teil des oben genannten Werkes im wesentlichen identisch war, lie} Fourier 
1824 drucken, 
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Der zweidimensionale Fall. Fir die Funktionentheorie kommt 
nur der Fall einer zweidimensionalen Bewegung in Betracht. Dar- 
unter versteht man folgendes. Wir denken uns den KGérper, in wel- 
chem die Wirmestrémung stattfinden soll, als einen unendlich langen 
Zylinder, dessen rechtwinkliger Querschnitt aus einer bzw. aus meh- 
reren geschlossenen Kurven bestehen soll. Auf der Oberfliche soll 
die Temperatur in allen Punkten ein und derselben Erzeugenden 
stets den nimlichen Wert haben, sonst aber beliebig vorgeschrieben 
werden, sofern man sie nur im allgemeinen als stetig annimmt. Hs 
gibt dann stets einen entsprechenden stationiéren Strémungszustand, 
wobei der Wert der Temperatur in jedem Punkte ein und derselben 
innerhalb des Kérpers befindlichen, den Erzeugenden parallelen 
Geraden auch stets konstant bleibt. Wahlt man als z-Achse eine den 
Erzeugenden parallele Gerade, so verschwindet damit éu/éz, und die 
Laplacesche Differentialgleichung nimmt also die Form an: 


Je eet ea 


Hine dieser Differentialgleichung geniigende Funktion nennt man ein 
logarithmisches Potential, wihrend eine allgemeine von allen drei 
Argumenten z, y, 2 abhiingige harmonische Funktion wohl als ein 
Newtonsches Potential bezeichnet wird.*) 

Anstatt den Korper, in welchem die Wirmestrémung vor sich 
gehen soll, als einen unendlich langen Zylinder zu denken, kann man 
sich auch auf eine diinne Platte oder Lamelle beschrinken, welche 


1) C. Neumann, Journ. fiir Math., Bd. 59 (1861), 8S. 835. — Der Beleg 
fiir die Behauptungen des Textes besteht im Existenzbeweis fiir eine Liésung 
der mit zwei Veranderlichen z, y geschriebenen Laplaceschen Gleichung, welche 
am Rande des durch die (a, y)-Ebene gebildeten Querschnitts des Zylinders 
vorgeschriebene Werte annimmt, vgl. Kap. 14. Interpretiert man nun die 
also gewonnene Funktion von zg, y als eine Funktion aller drei Veranderlichen 
z, y, 2, so hat man offenbar ein Raumpotential vor sich. 

Es ware indessen ein Irrtum, zu glauben, da die Lésung des dreidimen- 
sionalen Problerns in diesem Falle durch die genannten Randbedingungen 
eindeutig bestimmt wire. In der Tat gibt es im Falle eines Kreiszylinders 
r= /Vz2*+ y*=1 noch unendlich viele andere Lésungen, welche zum ‘Teil 
aus den Funktionen 


u = (Ae+#+ Be-**)J, (Ar) 


bestehen, wobei / eine positive Wurzel der Besselschen Funktion J,(a) ist. 

Fiigt man noch die Forderung hinzu, daB das Raumpotential im Zylinder 
endlich bleibe, so wird das wahrscheinlich geniigen, um ein logarithmisches 
Potential zu sichern. 


Ahnliches gilt auch von den am Eingang des Paragraphen betrachteten 
Warmestrémungen. 
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durch zwei ideale, zu den Erzeugenden senkrechte Ebenen aus dem 
Zylinder ausgeschnitten wird. Durch diese beiden Begrenzungs- 
flachen der Lamelle wird dann kein Warmeaustausch stattfinden. 
Es wirde also am stationiren Strémungszustande innerhalb der 
Platte nichts ausmachen, wenn diese Oberflichen von vornherein 
mit einer Masse umgeben wiirden, welche keine Wirme durchlaBt, 
wahrend am ibrigen Rande die gleichen Bedingungen wie im Falle 
des unendlichen Zylinders herrschen. Erstreckt man nun das Flachen- 
integral iiber einen beliebigen geschlossenen Zylinder, dessen Er- 
zeugende denjenigen der Platte parallel laufen, so reduziert sich das 
Flachenintegral sofort auf ein Kurvenintegral, und zwar wird 


On ds — 0 ; 
wo C der Schnitt der (x, y)-Ebene mit dem betreffenden Zylinder ist. 


Die Gleichung 
Ue = Const. 


definiert eine Schar sogenannter rsothermischer oder Nweaukurven. 
Die zu denselben rechtwinklige Schar gibt die Strémungslinien ab 
und wird, wie folgt, erhalten. Wir wollen vorliufig annehmen, daB 
der Bereich S, in welchem das logarithmische Potential betrachtet 
wird, einfach zusammenhingt und im Endlichen liegt. Seien (a, b) und 
(x,y) zwei Punkte desselben, welche wir durch eine regulire Kurve L 
miteinander verbinden. Unter der Wiairmemenge, welche L in der 
Zeiteinheit passiert, verstehen wir zunichst diejenige Menge, welche 
im dreidimensionalen Falle die auf L errichtete, zwischen den Ebenen 
z=0 und z=1 gelegene Zylinderfliche passiert, um nun nach- 
traglich alles in die Ebene z = 0 zu verlegen und uns die Vorstellung 
einer bloB in dieser Flache stattfindenden Wairmebewegung zu bilden. 
Indem wir zum dreidimensionalen Falle zuriickgreifen, wird die 
Warmemenge v, welche jene Zylinderfliche in der Zeiteinheit pas- 


siert, durch das Integral 
(xy) 


vo=—K it ae ds, 
on 
(a, b) 
erstreckt iiber die Kurve L, gegeben, und nun denken wir uns wieder 
einmal alles in die (x, y)-Ebene verlegt, wobei also jetzt die die 
Kurve DL passierende Wirmemenge durch das vorstehende Integral 
definiert wird. Dabei ist diejenige Normale gemeint, welche so gegen 
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die positive Tangente, wie die positive y- gegen die positive x-Achse 
orientiert ist. Und nun erkennen wir, daB diese Wirmemenge v 
allein von den Endpunkten (a, b) und 
(x, y), nicht aber von der dieselben 
verbindenden Kurve LZ abhingt. In 
der Tat sei DL’ eine zweite solche 
Kurve, und sei v’ die entsprechende 
Wirmemenge. Dann beweist man, daB 
» =v’ ist, indem man dieselbe Uber- 
legung wie in Kap. 4, § 2 beim Be- 
Fig. 130 weise des 1. Satzes anstellt. Im wbri- 
gen werden wir meist AX = 1 setzen. 
Das vorstehende Integral wollen wir noch einer leichten Um- 
formung unterwerfen. Bezeichnet man mit », t den Winkel zwischen 
der gemeinten Normale bzw. der positiven Tangente und der posi- 
tiven az-Achse, so ist »y = t + 2/2, und wir haben: 


ie Ow ato in pean 
én =O oy 


Ou 
* 


P Ou 
ag At + ty 


Demnach wird 


(x,y) 
* Ou ou 
tds are canter Pa 


Nun fallt aber dieses Integral unter den Typus [Pde + Qdy, 
Kap. 4, § 2, und da seim Wert nicht vom Integrationswege abhingt, 
so mu8, dem 3. Satze jenes Paragraphen gemi8, 
ere ed 
Cy? oa 
sein, Hiermit haben wir also eine Bestitigung bzw. einen neuen 
Beweis der Tatsache, da8 die Funktion w harmonisch ist. 
Des weiteren folgt aus demselben Satze, dak 
dvs ou dv dw 
_ oy Oa 
ist. Das sind aber nichts anderes als die Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen, womit denn auch Anschlu8 an die Funk- 


tionentheorie erreicht wird. Hierin liegt zugleich der Beweis, daf 
die beiden Kurvenscharen 


u = const., v = const., 
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rechtwinklig gegeneinander sind, denn man hat offenbar 


Ou av 
Oe) ey 
ian oes 
oy 0a 


Die solchergestalt erhaltene Funktion v heiBt zu wu konjugiert. 
Gleich einer Konstanten gesetzt, liefert » die Strémungslinien der 
Warmebewegung. Wie man sieht, geniigt auch v der Laplaceschen 
Differentialgleichung Av = 0, und ferner: ist v konjugiert zu u, so 
ist — w wieder konjugiert zu v. Hieraus geht hervor, daB jede Lésung 
eines WarmestrOmungsproblems die Lisung eines zweiten solchen 
Problems mit sich fithrt, welche durch Vertauschung der isothermi- 
schen und der Strémungslinien erhalten wird. 


b) Stationére Elektrizitatsstrd6mungen.!) 


Das Problem der Strémung von Elektrizitit in einem Leiter 
ist mit den soeben besprochenen Problemen der Warmeleitung vom 
mathematischen Standpunkte aus betrachtet im wesentlichen iden- 
tisch. Man braucht nur im vorhergehenden die Wérter Wdrme und 
Temperatur durch Hlektrizitdt bzw. Potential zu ersetzen. 


c) Str6mung einer inkompressibelen Flissigkeit.?) 


Hier wollen wir uns von vornherein auf den zweidimensionalen 
Fall beschriinken, wobei also die Flissigkeit zwischen zwei parallelen 
Ebenen strémen soll, und zwar so, a) da die Bahnkurve jedes ein- 
zelnen Punktes der Fliissigkeit in ener den Begrenzungsebenen paral- 
lelen Ebene liegt; b) daS& je zwei zu irgendeinem Zeitpunkte in ein 
und derselben, auf den Begrenzungsebenen senkrechten Geraden be- 
findliche Punkte immer noch in einer solchen Geraden bleiben. Die 
Bewegung aller auf einer solchen Geraden gelegenen Punkte der 
Fliissigkeit wird also durch die Bewegung eines einzigen derselben, 
etwa durch diejenige des Schnittpunktes der Geraden mit eimer der 
Begrenzungsebenen, vollstiindig dargestellt. In dieser Ebene legen 
wir daher ein rechtwinkliges Koordinatensystem zugrunde und be- 


1) Im Anschlu8 ar. Ohm, welcher 1827 das Gesetz der stationiren Stré- 
mung von Elektrizitat in Draihten veréffentlicht hatte, erkannte Kirchhoff, 
da eine allgemeine dreidimensionale stationére Elektrizitiatsstrémung von der 
Laplaceschen Differentialgleichung reguliert wird; Annalen der Physik und 
Chemie, Bd. 75 (1848), S. 189 = Gesammelte Abhandlungen, 8S. 36. 

2) Man vergleiche das Zitat auf Lagrange am Hingang dieses Para- 


graphen. 
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zeichnen die Geschwindigkeitskomponenten des Punktes (2, y) lings 
der Koordinatenachsen bzw. mit X, Y. Diese Funktionen kénnen 
beliebig von a, y,t abhangen, wobei wir ihnen nur solche Stetigkeits- 
bedingungen auferlegen wollen, welche zur Betonung des wesentlichen 
an dem Problem beitragen — also insbesondere die Existenz und 
Stetigkeit der ersten Ableitungen. 

Als zweidimensionale Dichte @ bezeichnen wir dann das Pro- 
dukt 9 =ho’, wo h den Abstand der beiden Begrenzungsebenen 
yoneinander bedeutet und 9’ die riiumliche Dichte ist. 

Im Bereiche der Strémung denke man sich eine Zylinderfliche S, 
deren Erzeugende auf der Koordinatenebene senkrecht stehen und 
diese Ebene in einer Kurve C schneiden. Es ergibt sich dann, daB 
die nach der Zeit genommene Ableitung der Flissigkeitsmenge Q, 
welche S passiert, durch das Integral dargestellt wird:+) 


(1) 00 _ [ o(¥dx —Xdy). 
C 


Die Kontinuwitiitsgleichung. Es wiire nun denkbar, daB der Be- 
reich oder das Feld, in welchem die Strémung stattfindet, mit Quellen 
von positiver oder negativer Ergiebigkeit versehen sei, und zwar so, 
daB diese Quellen eine zweidimensionale Ausbreitung besitzen, wo- 
bei die Ergiebigkeit eine stetige Funktion des Ortes wire. Diesen 
Fall wollen wir indessen ein fiir allemal ausschlieBen, indem wir 
folgende Voraussetzung machen. Sei 2 ein beliebiger Bereich im 
Strémungsfelde, welcher sich mit der Zeit nicht aindert. Dann soll 
der Zuwachs der in 2’ befindlichen Flissigkeitsmenge stets gleich der 
Menge sein, welche im bewuSten Zeitintervalle iber die Grenze I” 
von 2 hereingestrémt ist. Nun ist aber die erste Menge 


Q= feds, 
= 

5 9 f fitas, 
ms 


Das Integral (1) 148t sich nach dem Greenschen Satze um- 
formen: 


1) Diese Formel la8t sich auf Grund der Lagrangeschen Definition einer 
Strémung mit aller Strenge herleiten; man vergleiche des Verfassers Advanced 
Calculus, 8. 279. — Im iibrigen wird der positive Sinn der Strémung iiber C 
weg durch Fig. 130 angedeutet, wo C der Kurve L entspricht. 
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jf e(¥az— Xay = =) ees ice 


Setzt man nun den Wert (2) von éQ/ét gleich dem also um- 
geformten Werte, so schlieBt man daraus, daB 


Jie eX) + He ag — 0 
oy er 


ist. Der Bereich X ist aber véllig willkirlich. Mithin mu8 der 
Integrand, welcher doch eine stetige Funktion ist, identisch ver- 
schwinden, 


de , 0(eX) 


ot 


a(eY) 


Oy == ()). 


(A) 


Dies ist die Kontinuititsgleichung. Eine zweite Form derselben 
ist folgende: 


(A,) R+xX 5 e+¥s °+0(Z +55) = 
Verfolgt man ein Flissigkeitsteilchen lings dessen Bahn, und 
betrachtet man @ auf dieser Kurve, so hat man dort 


ge 00 de 
Ss ery, 


Somit erhalt man noch eine weitere Form der Kontinuitatsgleichung: 


do Lp a) ae 
a + 2 (32 + ay) =9- 

Die Kontinuitaitsgleichung gilt fiir alle weiterhin in Betracht 
gezogenen T'lissigkeitsstromungen. 

Inkompressibele Fliissigkeiten. Damit eine Flissigkeit amkom- 
pressibel sei, ist notwendig und hinreichend, daB 


(Az) 


do __ 
tres 
also auch 
Gseeeey hs 
(3) rane es 


Dabei kann o jede Funktion von 2,y,¢ sein, welche der Diffe- 
rentialgleichung cee 


(3;) ge x Ze 4 y Ze =i(). 
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Die einfachste Losung derselben ist eine Konstante, @ = ¢. In 
diesem Falle stellt das Integral 


[vae—Xay 
C 


bis auf einen konstanten Faktor (@ =) die Geschwindigkeit dar, 
womit die Flissigkeit eine Kurve C passiert. Ist C insbesondere 
eine einfache geschlossene Kurve, und ist @=c, so mu8 das In- 
tegral verschwinden, was mit der Bedingung (8) ja tbereinstimmt. 


Stationdre Strémungen. Hine Strémung heiit stationdr, wenn 
X, Y, o alle von t unabhingig sind. Hier reduziert sich die Konti- 
nuititsgleichung auf die Form 


(4) Mee) 4 20) 0, 
oder auch A . rattles 

Ce @ = 
(41) Xt V5 +e(55t gy) = 


Soll die Flissigkeit insbesondere inkompressibel sein, so muB @ 

jetzt der Differentialgleichung 
00 OQ 

(5) x ant os re 0 
genigen. Wie man sieht, fallen die Kurven o = const. mit den 
Strémungslinien zusammen. Sonst ist aber 09 eine beliebige Funk- 
tion von z, y, sofern die Stetigkeitsvoraussetzungen erfiillt sind. 

Hine notwendige und hinreichende Bedingung fir eine stationire 
Strémung einer inkompressibelen Flissigkeit besteht also darin, 
i) daB X, Y der Bedingung 


= 0 


genugt. Dabei sollen X, Y, 9 nebst ihren partiellen Ableitungen 


erster Ordnung stetig von 2, y abhingen. Wie man sieht, braucht 
o keine Konstante zu sein.) 


1) Man k6énnte indessen auch solche Strémungen als stationir bezeichnen, 
wofiir X, Y von ¢ unabhingig sind. Dann wiirde an der Form der Kon- 
tinuitatsgleichung (A,) nichts geindert und (4,) wiirde somit in Wegfall 
kommen. Jetzt wird g im Falle einer inkompressibelen Flissigkeit aus (3,) 
bestimmt und kann insbesondere von t mit abhingen. 
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Geschwindigkeitspotential. Sind X, Y die partiellen Ableitungen 
einer Funktion u von z, y,¢ nach & resp. y, 
_ ou _ Ou 
x = Oz ) cS, ay’ 
so heibt uw ein Geschwindigkeitspotential. Dafiir ist notwendig und 
hinreichend, da8 
aY ax 
(6) =F 
sel. Es handelt sich hier um eine sogenannte irrotationale Strémung. 
Soll die Flissigkeit auBerdem inkompressibel sein, so muB (3) 


gelten, und darum ist 
al ee i 


Au = gaa + aye = 


0. 


Ist umgekehrt w eine Funktion von 2, y,t, welche sich fiir 
jeden festen Wert von ¢ in einem Bereiche S der (z, y)-Ebene 
harmonisch verhalt, und setzt man 

ce ery os 
Oy Oy 
so wird hierdurch eine irrotationale Strémung einer inkompressi- 
belen Flissigkeit definiert. Insbesondere darf die Dichte o als 
konstant angenommen werden; sei g@ =1. Dann wird die Ge- 
schwindigkeit, womit die Fliissigkeit eine gegebene Kurve C 
passiert, durch das Integral 


Ou 
[vax —Xay = f Mas 
C g 


dargestellt, wobei die Normale n gegen die positive Tangente ebenso 
gerichtet ist, wie die positive y- gegen die positive z-Achse. 

Nun wird aber andererseits die zu u konjugierte Funktion v 
durch das Integral 

(zy) 
v ={- Ydua-+ Xdy + const. 
(a, b) 

dargestellt, und man erkennt sofort, da die Niveaukurven der 
Funktion v eben die Strémungslinien abgeben, denn die Neigung 
jener ist ja 


~. Y . 
Gv ou xX 
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Existenzfrage. In den vorhergehenden Betrachtungen ist von 
der Bewegung einer materiellen Fliissigkeit gehandelt worden, ohne 
daB von den Kriiften die Rede war. Kénnen letztere stets so be- 
stimmt werden, da& die gewtinschte Bewegung wirklich zustande 
kommt ? 

DaB diese Frage in der Tat zu bejahen ist, geht aus den hydro- 
dynamischen Differentialgleichungen') unmittelbar hervor. Letztere 
lauten, wie folgt: 

(7) 2 =o Fe—Ja Fe =eFy—), 

nebst der Kontinuititsgleichung. Dabei sind J,, J, die Kompo- 
nenten der Beschleunigung eines beliebigen Punktes (#, y) im Stré- 
mungsfelde, und F,, F, sind ebenso die Komponenten der spezifi- 
schen Kraft, wihrend p den spezifischen Druck bedeutet. 

Im Falle einer irrotationalen Strémung einer inkompressibelen 
Flissigkeit darf man insbesondere g@ = 1 setzen. Des weiteren wird 

udu , du Ou Ou 
Je= 2 Dat t Oy Oyou T 5GG@? 


Jo = UE. 


sein. Wahlt man nun p = 0 als eine beliebige, mit stetigen Ablei- 
tungen erster Ordnung ausgestattete Funktion, so lassen sich F,, 
F, durch (7) als stetige Funktionen eindeutig bestimmen, womit 
denn nachgewiesen worden ist, dafi die Bewegung wirklich realisiert 
werden kann.?) 

Der letzte Schln8 beruht auf einer Annahme, welche von den 
Physikern nicht immer geniigend betont wird. Hs ist nimlich ent- 
schieden eine physikalische Voraussetzung, da umgekehrt jeder 
mathematischen Lésung der dynamischen Gleichungen (7) nebst der 
Kontinuitatsgleichung ein physikalischer Vorgang entspreche, der in 


1) Appell, Mécanique rationelle, Bd. 3, Kap. 84. 

2) Im allgemeinen Falle eines vorgegebenen stationiren Stromungsfeldes 
wird zunichst g aus der Kontinuitatsgleichung bestimmt. Nun muB aber 9 >0 
ausfallen. Andererseits lat sich jene Gleichung in der Form schreiben, 


d loge Gloge: |, jOX._,. oY yn 
ee a + (Fe + Fy) = 2 


On oY 


Hieraus erkennt man, daB, wenigstens im Kleinen, nur die Staupunkte 
(wo also gleichzeitig X—0, Y=0O wird) zu Schwierigkeiten fiihren kénnen. 
Sonst l48t sich die Gleichung nach log 9 auflésen, und jede Lisung fiihrt dann 
von selbst zu einem positiven g. Darauf wird dieser Wert von g in (7) ein- 
getragen und p = 0 willkiirlich gewahlt. Jetzt lassen sich die Kraftkompo- 
nenten F',, Fy, direkt aus (7) ablesen. 
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emer Flissigkeitsstromung besteht, welche durch die genannten 
Gleichungen reguliert wird. 

Fassen wir das Ergebnis noch einmal in Worte zusammen, so 
kénnen wir sagen: Jede analytische Funktion einer komplexen Varia- 
belen, 


w = fle), 


gibt die Lésung zwerer hydrodynamischen Probleme ab, indem man 
Rf (2)] dew. R(Z- f(@)) mit einem Geschwindigheitspotential identifi- 
zert. So wird man denn zu eimer wrrotationalen Strémung einer 
inkompressibelen Flissigkeit gefiihrt. Und umgekehrt gibt jede zwei- 
dvmensionale irrotationale Strémung eimer inkompressibelen Fliissigkeit 
zu emer analytischen Funktion emes komplexen Arguments Anlaf. 

Héngt f(z) nur von z, mcht aber von t ab, so wird jede der 
beiden Strémungen eine stationdre sein. Ist wmgekehrt jede der be- 
wupten Stromungen stationdr, so wird u+ vt =f (z) + p(t), wo f(z) 
analytisch ast, und nicht von der Zeit abhdngt. 


Hieran kniipfen wir noch eine wichtige Bemerkung: Auf Grund 
der analytischen Formeln lafBt sich ber einer stationdren Wdrme- oder 
Hlektrizitdtsstromung die Wdrme bzw. Hlektrizitét als eme mkompres- 
stbele Fliissigkeit von konstanter Dichte auffassen, welche so strémt, 
a) dab der Bewegungszustand stationdr bleibt; b) dap iiberdies ein Ge- 
schwindigkettspotential vorhanden ist. 


d) Gravitation und statische Hlektrizitat, 
nebst Magnetismus. 


Nach dem allgemeinen Newtonschen Gravitationsgesetze ziehen 
sich zwei Massenpunkte gegenseitig mit einer Kraft an, welche pro- 
portional der Masse eines jeden derselben, und umgekehrt proportio- 
nal dem Quadrate ihrer Entfernung voneinander ist. Im zweidimen- 
sionalen Falle wirkt die Kraft dagegen umgekehrt proportional der 
Entfernung. Einem beliebigen Massensysteme entspricht eine Funk- 
tion u, das sogenannte Potential der Massen, deren partielle Ab- 
leitung nach einer willkirlichen Richtung in einem auSerhalb der 
Masse des Systems gelegenen Punkte P den Komponenten der Kraft 
nach jener Richtung angibt, womit das System einen in P befind- 
lichen materiellen Punkt von der Masse 1 (den sogenannten Aufpunkt) 
anzieht. Beschreibt der Aufpunkt einen beliebigen Weg, der das 
System nur nicht durchsetzt, und langt so im Punkte P’ an, so 
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wird die von den Kriaften des Systems geleistete Arbeit durch die 
Differenz up — wp gegeben. Das Potential w geniigt der Laplace- 
schen Gleichung in allen auSerhalb der Masse des Systems belegenen 
Punkten. 

Ahnliches gilt auch fiir das Kriiftefeld, welches durch eine be- 
liebige Verteilung positiver und negativer statischer Hlektrizitat 
erzeugt wird, sowie fiir magnetische Kriiftefelder. 


Aufgabe. Durch Einfiithrung von Polarkoordinaten bringe man 
das Integral 
Ou 
an ds 
C 


auf die Form f Par + Qao und erhalte so die Laplacesche 
C 


Gleichung: 
0 [ew ctu 


te (ae) + 7a = O° 


§ 2. Beispiele von Strémungen.') 


Da der reelle Teil einer analytischen Funktion der Laplace- 
schen Gleichung geniigt, so liefert eine solche Funktion die Lésung 
eines physikalischen Problems von je einer der im vorhergehenden 
Paragraphen besprochenen Klassen. Hierzu tritt noch auf Grund der 
letzten Bemerkung unter a), § 1 die Lésung eines zweiten derartigen 
Problems, wobei die Niveaukurven und die Strémungslinien ihre 
Rollen wechseln. 


ot Beispiel 1: 


AREA 
ean bata 1) in = { (2) = az-+ b, 


wo a+0 und b reelle Konstante sind. Hier 
ist 


u=ar+b. 


Fig. 131. 


Durch geeignete Wahl von a, b list man 
hiermit das Problem der Warmestrémung in einer rechteckigen La- 
melle, wobei zwei gegeniiberliegende Seiten derselben auf die kon- 


1) Man vgl. Klein, Uber Riemanns Theorie der algebraischen Funktionen 
und ihrer Integrale, Leipzig 1882. Kirchhoff hat bereits als Student die Stré- 
mung von Elektrizitat in kreisformigen Platten experimentell untersucht; 
Poggendorff, Ann. der Physik wu. Chemie (3) 4= 64 (1845), S. 497. Im 
Anschlu8 daran sehe man B. O. Peirce, Proceedings of the Amer. Acad. of 
Arts and Sci., 26 (1891), p. 218, wo weitere Literaturangaben sich finden. 
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stante Temperatur u, bzw. uw, gebracht und die beiden anderen Seiten 
mit einer adiabatischen Substanz begrenzt sind. Dieser Fall deckt 
sich mit der am Hingange des § 1 besprochenen Strémung. 


Beispiel 2: 
w=—alogz+(b+ci), also u= —alogr-+b. 


Durch diese Funktion wird das Problem der Verteilung der Tempe- 
ratur in einem dicken Dampfrohre gelést. Teilt man die Differenz 
U, — Uy in n gleiche Teile und bezeichnet man die Radien der ent- 
sprechenden isothermischen Flaichen bzw. mit 


Co = 70» OC12+++On-1» On = 11; 


so bilden diese Gréfen eine geometrische Reihe. 

Insbesondere kann man den Radius ry des inneren Kreises ver- 
schwindend klein denken, ohne daf dadurch der Strémungszustand 
auBerhalb einer bestimmten Umgebung des Punktes gestért wird. 
Man gelangt so zum Begriffe einer 
Punkiquelle, aus welcher die Wirme 
hervorstrémt. Die Hrgiebigkett der- 
selben soll durch das Integral 


1 “Ou 
gf Hae, 
Cc 


wobei sich » auf die duBere Nor- 
male der Kurve C bezieht, also 
hier durch 


27 


il a 
27, 77d Pail Fig. 132. 
0 


definiert werden und kann sowohl positiv als negativ ausfallen. 
La8t man andererseits den duferen Kreis unendlich werden, so 
entsteht eine Strémung ins Unendliche, welche auf der Kugel bequem 
zu ibersehen ist. Da nimlich die stereographische Projektion eine 
konforme Abbildung ist und da ferner eine harmonische Funktion 
gegeniiber einer solchen Transformation invariant bleibt+), so geht wu 
in eine Funktion auf der Kugel iiber, welche derjenigen elektrischen 


1) Der Satz wird fiir ebene konforme Abbildungen im folgenden Para- 
graphen bewiesen; er gilt aber auch fiir krumme Flichen, wenn sie konform 
aufeinander bezogen werden. 

Osgood, Funktionentheorio. I. 5. Aufl. 41 
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Strémung entspricht, die entsteht, wenn die beiden Pole eines galva- 
nischen Elementes bzw. an zwei einander gegeniiberliegenden Punkten 
einer leitenden Kugelfliche aufgesetzt werden. Dabei strémt die 
Elektrizitiit lings der Lingenkreise, wihrend das Potential lings 
der Breitenkreise konstant bleibt. 

Mittels des imaginiren Teils der Funktion: 


v= —aé+e, 


erhilt man noch die Lésung eines zweiten in Fig. 1383b angedeuteten 
Problems. Um diese Strémung auf elektrischem Wege zu realisieren, 


Cc 


Fig. 138 a. Fig. 183). 


kann man den Strémungsbereich aus einer diinnen metallenen Platte, 
etwa aus Staniol schneiden und die Rinder AB und CD derselben 
mit zwei dicken Stiicken Kupfer in Verbindung setzen, an welch 
letzteren man dann die beiden Pole eines galvanischen Elements 
aufsetzt. Auch hier kann man den Bereich der entsprechenden 
Strémung auf der Kugel unbegrenzt erweitern, indem man die 
schlichte Kugel durch eine unendlich vielblittrige Riemannsche 
Kugel mit Windungspunkten in den beiden Polen ersetzt. Da es 
sich narnlich hier weniger um die mathematische Physik als um die 
physikalische Mathematik handelt, so bietet die Vorstellung einer 
Stromung in einer mehrfach itherdeckten Fliche keine Schwierig- 
keit. Man kann die Strémung aber auch auf der schlichten Kugel 
bzw. in einer schlichten Ebene vor sich gehen lassen. Dann wirbelt 
die Warme bzw. Elektrizitit um den Punkt z=0. — Durch 
Fig. 132a wird die konjugierte Strémung veranschaulicht, welche 


entsteht, indem die Kupferstiicke lings der Riinder AD und BC 
angebracht werden. 
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Beispiel 3. 
w= + (b+ ci), 


a cos é 


de aeer +b= +b, 
_ = ay ee 
ey +¢= +6 


Hiermit ist das Problem der Warmestrémung in 
einer viereckigen Lamelle gelist, deren gegeniiber- 
liegende Seiten’ Bogen von einander beriihrenden 
Kreisen sind und deren Hcken itbrigens rechte 
Winkel aufweisen. Das eine Seitenpaar wird auf die Temperatur uo 
und u, gebracht, waihrend das andere adiabatisch begrenzt wird. 
Insbesondere kann man ahnlich wie vorhin einen Grenziibergang 
vornehmen, wodurch der Bereich der Strémung den ganzen zwischen 
zwei einander beritthrenden Kreisen gelegenen Raum ausfiillt. Dieser 
Raum wird adiabatisch begrenzt, wihrend aus der einen Spitze 
Warme hervorstrémt, um in der anderen wieder absorbiert zu 
werden.1) Lassen wir jetzt den Strémungsbereich sich noch weiter 
ausdehnen und eventuell die ganze Ebene umfassen; Fig. 135. 


Fig. 134, 


Entstehung eimes Poles durch Zusammenriicken zweier Punkt- 
quellen. Die soeben betrachtete Strémung léBt sich auch durch 
Grenziibergang aus zwei Strémungen mit einfachen Punktquellen 
(d. h. mit logarithmischen Unstetigkeiten erster Art) erzeugen, 
welche entgegengesetzt gleiche Ergiebigkeit haben. Betrachten wir 
namlich die durch den reellen Teil?) der Funktion 
ae 


w = — alog = ; 
— Zo" 


a, reell; 0<a, 
also durch 


ip , \ 
uw=—alog5. r=|z—4|, 1=|z=2, 


dargestellte Strémung. Die Figur der Niveaukurven und Strémungs- 
linien ist eine bekannte*), vgl. Fig. 69, 1386. Lassen wir jetzt die 


1) Die Strémung wird auf elektrischem Wege realisiert, indem man den 
Stromungsbereich aus Staniol schneidet und die beiden Pole eines galvani- 
schen Elements bzw. an den vorher noch ein wenig auseinander geriickten 
Spitzen aufsetzt. 

2) Strémungen des zweiten Typus kann man auch zu diesem Zweck ver- 
wenden, vgl. Klein, a. a. O., S. 11, Fig. 7. 

3) Die Sache hingt folgendermafen zusammen. Mittels der Transforma- 
tion Z = (z — 2,)/(2 — 2) wird die Z-Ebene bzw. -Kugel ein-eindeutig und kon- 

41* 
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Punkte z,, 2, zusammenriicken. Ist P ein beliebiger fester, von der 
Grenzlage von 2), 2, getrennter Punkt der Ebene, so ist lim r/r’ = 1, 
so daB also, falls a konstant bleibt, lim wu = 0 wird. Um diesem 
Ubelstande abzuhelfen, lassen wir a zugleich ins Unendliche wachsen, 
d.h. wir lassen die Ergiebigkeit der Quelle immer stirker und stiirker 


Fig. 135. 


werden. Die Notwendigkeit dieser MaBregel leuchtet schon physika- 

lisch ein, denn es liegt ja auf der Hand, daf die meiste Wirme 

direkt aus der positiven in die negative Quelle hiniiberstrémen wird. 
Zur analytischen Ausfiihrung des Grenziibergangs sei 


Zo = coust., 2, = 25 + he',. a=Alh, O0<—AG 
Dann wird 
aif 
—log (1— =) : 
earl ee Z—%/ Aer 1 Aetaus >. 
— a log Z—2Z A h  £—Zy + 2 pra ene ‘ 


form auf die z-Ebene bzw. -Kugel bezogen, und zwar so, daf die Punkte 
Z=0 und oo in die Punkte z= 2, bzw. z, iibergehen. Dabei wird die dem 
zweiten Beispiele entsprechende isothermische Schar konzentrischer Kreise 
|Z |= const., in die eine Kreisschar der Figur 69, 8. 280, iibergefiihrt. Und 
nun erhalt man das vorgelegte logarithmische Potential u—=—alogr/r’, 
indem man den Kreisen dieser Schar denselben Wert von wu erteilt, wie ihn 
die entsprechenden Kreise jener Schar aufweisen. 
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also oe 
. i ext 
lim — a log oes . 
&— & zR— Ro 


a, >=% 


Setzt man insbesondere 2) = 0, a = 0, so erhalt man (bis auf die 
additive Konstante) die Funktion des 8. Beispiels. Wie man sieht, 


Fig. 136. Fig. 137. 


unterscheidet sich hiervon der allgemeine Fall nur um eine Ver- 
drehung um den Punkt z,. Durch die GréBe A wird die Stdrke des 
Quellpaares oder Poles 


A exit 
 2— Zo 


gemessen, wihrend a die Richtung der Achse derselben angibt. Wir 
bemerken noch, da die Funktion uw in einer Punktquelle unendlich 
wird, dagegen nimmt sie in der Nihe eines Poles jeden Wert an. 
Die Flache u = u(a, y) ist fir die Umgebung eines Poles modelliert 
worden, vgl. die Schillingschen Modelle. 

Hs empfiehlt sich durchweg, auch auf der Kugel die entsprechen- 
den Strémungen in Betracht zu ziehen. Insbesondere erscheinen 
dann die Strémungen von Beispiel 1 und 3 unter ein und demselben 
Gesichtspunkte. In der Tat geht die eine Funktion mittels der line- 
aren Transformation z = 1/z’ in 
die andere iiber, dieser Trans- 
formation entspricht aber an- 
dererseits bloB eime Umdrehung 
der Kugel. 


Entstehung von Polen hoherer 
Ordnung durch Zusammenriicken 
einfacher Pole. Wir wollen zu- 
nichst zwei Pole von gleicher 
Stirke, deren Achsen in die durch 
die Pole gehende Gerade fallen 
und auSerdem entgegengesetzte Fig. 138. 
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Richtungen haben, in Betracht ziehen. Denken wir uns diese Pole 
vorliufig bzw. im Nord- und Siidpole der Kugel gelegen, waihrend 
ihre Achsen lings des Lingenkreises gy = 0 hin zeigen. Alsdann 
wird die Warme, wegen der Symmetrie, in der nérdlichen Halbkugel 
genau so strémen, wie in der siidlichen Halbkugel. Dabei wird ins- 
besondere der Aquator eine Strémungslinie sein. Aber auch lings 
des Lingenkreises p = 0, a wird die Wiirme strémen, denn sie wird 
offenbar in symmetrischer Weise nach der einen Seite y = 0 ab- 
gegeben und von der anderen Seite y =a wieder aufgenommen. 
Zum Beweise projiziert man stereographisch auf die Ebene; so 
kommt: 


1 
w=a(>+z2+0), (7 ee 
ax 
7 Pry -ac+ac, 
“were Gd 
Page ew 


wobei c eine reelle Konstante bedeutet, iiber welche wir sogleich noch 

verfiigen werden. Daraus erkennt man in der Tat, da8 die reelle 

Achse y = 0, sowie der Hinheitskreis 2? + y2 =1 zu den Stré- 
mungslinien gehéren. 

Hiermit gewinnt man also eine Vorstellung der Strémung auf 

der Kugel. In der einen Hilfte der oberen Halbkugel findet nimlich 

eine abgeschlossene Strémung statt, welche sich 

weiter durch Spiegelungen an den beiden Be- 

yy, NS grenzungsebenen in den drei iibrigen Kugelawei- 

= H 


“— ~~ ecken wiederholt. Dabei ziehen zwei Punkte 


rt unsere besondere Aufmerksamkeit auf sich, 

on ii nimlich diejenigen, in welchen die vier Kugel- 

xh zwelecke zusammenstoBen. In der Nihe eines 

derselben strémt die Fliissigkeit so, wie in der 

Fig. 189. beigesetzten Figur angedeutet ist, wihrend fir 

den anderen die Pfeilspitzen umgekehrt werden 

miissen. Das ist aber offenbar nur so méglich, daf im betreffen- 

den Punkte selbst die Geschwindigkeit auf Null herabsinkt — die 
Fliissigkeit staut in diesem Punkte. 

Nehmen wir nunmehr eine lineare Transformation der Ebene 
vor, wodurch die Punkte z = 0, oo baw. in 2’ =h, —h (h> 0) 
iibergehen, und iiberdies der Sinn der Achse des Poles z = 0 un- 
geindert bleibt: 


z’—h 


a= AoH 


A>0O. 
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Der Einfachheit halber setzen wir noch 4 = 1; so kommt: 


il 2h 2h 
dls Ate) =a leg 775) 
indem wir ¢ = — 2 setzen. Daraus erwachst eine Stromung, welche 


unter Weglassung des Striches durch die beiden Funktionen: 
ye 2Uh(@—h) _ 2ah(a+h) 
(2— hgh | (a -P hye gy?’ 

_ —2ahy Qahy 
~ (oh TERE ye? 
reguliert wird. Aus ahnlichen Symmetriegriinden wie vorhin iiber- 
zeugt man sich hier, daB sich die Geraden « = 0, y = 0 unter den 
Strémungslinien finden miissen, was man auch direkt durch die 
Formeln bestiatigt. Die Staupunkte fallen jetzt in die Punktez = 0, co. 

Fahren wir fort, indem wir die beiden Pole zusammenriicken 
lassen. Dabei mu8 ihre Stirke in entsprechender Weise wachsen. 
In der Tat ist 


Vv 


4h? a 

eee Te 
und daher geniigt es, wenn wir 4h?a = const. = A setzen. So wird 

; A 

lim 1 = —- 

h=0 o 
Hiermit haben wir ein Resultat erreicht, welchem wir gleich 
eine etwas allgemeinere Fassung geben wollen: Durch das Zusammen- 
riicken zwerer Pole erster Ordnung von gleicher 
Starke, mat entgegengesetzten Achsen, entsteht ber 


passender Vergréfperung der Stdrke em Pol 
zwerter Ordnung. Daber geht en Stawpunkt ein. Ze 


In ahnlicher Weise kann man auch das Zu- 
sammenricken zweier Staupunkte zur Bildung 
eines Staupunktes héherer Ordnung verfolgen. 
Sei etwa w= 2° — 3h2z, dw/dz =3(z2? —h?), Fig. 140. 
und man lasse h gegen 0 abnehmen. Figuren 
zur Veranschaulichung dieses Falles finden sich bei Klein, a.a.O., 8.4. 


Aufgabe 1. Hin gréBter Kreis der Kugel sei durch die Punkte 
A, B, C in drei gleiche Teile zerlegt. In diesen drei Punkten bringe 
man Pole gleicher Starke an, deren Achsen alle senkrecht zu diesem 
Kreise stehen und iibrigens in ein und dieselbe Halbkugel gerichtet 
sind. Man zeichne die Niveaukurven und Strémungslinien auf. 
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Aufgabe 2. Man lasse diese drei Pole in symmetrischer Weise 
zusammenriicken und erhalte so einen Pol dritter Ordnung. 


Fingerzeig: Man projiziere auf die Ebene und nehme die Pole 
227i 


in den Punkten h, wh, w?h an, wo wo =e 3 ist. 


Aufgabe 8. Man verallgemeinere die vorhergehenden Aufgaben 
und erhalte so einen Pol n-ter Ordnung durch Zusammenriicken von 
mn Polen erster Ordnung.?) 


Aufgabe 4. Man zeichne die Niveaukurven und die Strémungs- 
linien fiir den Fall eines Poles erster Ordnung, welcher in einem 
Verzweigungspunkt 1-ter, 2-ter,..., n-ter Ordnung liegt: 


L 1 1 
Vz—Z V/2— 20 (2— &) 1/n 


Die Aufgabe werde dann auf einen Pol m-ter Ordnung verallgemeinert, 
der in einem solchen Verzweigungspunkte liegt. 

Bisher haben wir nur einige typische Beispiele verfolgt und 
sind dabei auf eine Reihe von Singularititen gefiihrt worden: 


a 
log (2 — 9), $F eee 

die, wie wir noch nachtriglich bemerken wollen, bis auf einen Zahlen- 
faktor durch sukzessive Differentiation nach dem Punkte z, ent- 
stehen. Dem physikalischen Prozesse des Zusammenriickens zweier 
Motoren gleicher Ordnung und Stirke und entgegengesetzter Orien- 
tierung entspricht danach analytisch geradezu der Grenziibergang 
des Diffenrentiierens. Nunmehr erhilt man durch Uberlagerwng 
von Stromungen, welche verschiedenen Motoren entsprechen, den 
Hauptteil 

An 
Gay 


A 
Ag log(z — z) + eas Spee 
0 
der allgemeinsten Singularitit, welche eine rationale Funktion von z 
oder deren Integral besitzen kann. Dabei setzt sich sowohl der reelle 


’ :D) In physikalischer Weise verfolgt Klein a. a. O. auch das Zusammen- 
riicken einfacher Staupunkte. Da8 allgemein in einem Staupunkte n-ter Ord- 
nung, wo also 


f'(@o)=0,-.-, fM@%)=0, ft) (z) +0 


ist, die Strémungslinien n-+- 1 regulire Kurven bilden, welche sich unter glei- 
chem Winkel schneiden, besagt ein spiterer Satz, vel. § 5, 4. Satz. 
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als auch der imaginire Teil von A,,/(z — 2)” linear aus 
cos m0 sin m0 
ym ? ym 
zusammen. Mit den bereits besprochenen Motoren kommt man 
also mit Riicksicht auf die 4. Aufgabe in der Theorie der algebraischen 
Funktionen und ihrer Integrale schon aus. 


Weiteres Beisprel. Zum Schlusse noch ein interessantes Bei- 
spiel! Wir sind nimlich in der Lage, folgendes Problem zu lésen: 
Durch die Punkte A, B, C, D werde der Rand einer leitenden Kreis- 
scheibe in vier Bogen zerlegt. Die Bogen A B und CD mégen auf der 
Temperatur wu, bzw. u, erhalten werden, waihrend die beiden anderen 
adiabatisch begrenzt sein sollen. Der diesen Randbedingungen ent- 
sprechende stationire Stromungszustand werde bestimmt. 

Die Auflésung ergibt sich aus der konformen Abbildung eines 
Rechtecks auf einen Kreis, Kap.8, § 16. Bezeichnet man nimlich 
mit A,...D die vier Punkte des Kreisrandes, in welche die vier 
Ecken des Rechtecks tibergehen, und erteilt man den Punkten der 
Kreisscheibe diejenigen Werte u, welche bei der Lésung des ent- 
sprechenden Problems fiir das Rechteck (vgl. oben Beispiel 1) den 
Abbildungen dieser Punkte zufallen, so ist die Sache fertig, soweit 
wenigstens diese besondere Gruppe von vier Punkten in Betracht 
kommt. Ks bleibt nur noch zu zeigen wbrig, daB man durch passende 
Wahl des Rechtecks jede beliebige Gruppe von vier Punkten auf 
dem Kreisrande erhalten kann. Nun gilt aber der Satz1), daB vier 
Punkte eines Kreisrandes durch lineare Transformationen der Ebene 
in vier soleche Punkte whbergefiithrt werden konnen, welche die Ecken 
eines dem Kreise. einbeschriebenen Rechtecks bilden, oder auch, was 
auf dasselbe hinauskommt, wenn man sich den Kreis auf die reelle 
Achse projiziert denkt, daB vier beliebige reelle Punkte in die Punkte 
+1, +1/k (0<k <1) geworfen werden kénnen. Andererseits 
kann man k im elliptischen Integral 


ye i dz 
“ah Va—#@)d—k2) 


stets so bestimmen, daB das Verhiltnis K’/IX jeden vorgegebenen 
positiven Wert annimmt (vgl. Kap.8, § 16). Hiernach 1laSt sich 
ein Rechteck von beliebiger Gestalt in der gewiinschten Weise auf 
den Kreis abbilden. 


1) Man vgl. Kap. 10, § 6, 8. 505, sowie Burkhardt, Elliptische Punk- 
tionen, § 65. 
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§ 8. Allgemeine Sitze tiber das logarithmische Potential. Erste 
Gruppe, direkt auf der Laplaceschen Gleichung fuBend. 


Wir wollen jetzt zu einem systematischen analytischen Aufbau 
der Theorie des logarithmischen Potentials ibergehen. 

Vor allen Dingen erinnern wir an die Higenschaft einer linearen 
homogenen Differentialgleichung, daB ein Vielfaches cw einer Lé- 
sung u, sowie die Summe wu, + uv, zweier Lisungen u, und Ug, 
und hiermit auch allgemein jede lineare Funktion 

Cy Uy + Cote ++*° + CyUn 
der Lésungen u,,..., WU, wieder eine Lésung ist. 

Indem wir in diesem Kapitel unter einem Bereich S einen ab- 
geschlossenen reguliren Bereich verstehen, wie dieser Begriff in Kap. 2, 
§ 2 des niheren auseinandergesetzt wurde, machen wir noch besonders 
auf die an jener Stelle gegebene Erklirung des Verhaltens aufmerk- 
sam, welches durch die Worte bezeichnet wird: eine Funktion f(x, y) 


nimmt in einem Randpunkte (a, B) einen Randwert A an, oder ast 
stetig am Rande. 


Definition. Eine Funktion verhdlt sich harmonisch innerhalb 
eines Bereichs oder in einem Bereiche, wenn sie in jedem inneren 
Punkte desselben eindeutig und nebst ihren partiellen Ableitungen 
der beiden ersten Ordnungen stetig ist und der Laplaceschen Diffe- 
rentialgleichung geniigt. Sie heiBt im emem Punkte harmonisch, 
wenn sie in der Umgebung desselben harmonisch ist. 

Kine mehrdeutige Funktion heiBt harmonisch, falls ihre Zweige 
harmonisch sind. Wir werden aber unter einer harmonischen Funk- 
tion stets eine eindeutige verstehen, sofern das Gegenteil nicht aus- 
driicklich erwihnt wird. 


1. Satz.1) Ist u in emem Bereiche S harmonisch, so verschwindet 
das iiber den ganzen Rand I eines beliebigen innerhalb S gelegenen 
Bereiches X hin erstreckte Integral der nach der inneren Normale ge- 
nommenen Ableitung von u: 


1) Der entsprechende Satz im Raume von drei Dimensionen riihrt von 
GauB her, ,,Allgemeine Lehrsitze in Beziehung auf die im verkehrten Ver- 
haltnisse des Quadrats der Entfernung wirkenden Anziehungs- und Abstofungs- 
krafte™, Beobachtungen des magnetischen Vereins, 1839, Nr. 23 = Werke, Bd. 5, 
5. 226. Fiir die Ebene findet sich der Satz bei Riemann, Inauguraldisser- 
tation, Gottingen, 1851, Nr. 9, 10 = Werke, 9. 22. 
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Umgekehrt: verschwindet dieses Integral fiir jeden derartigen Bereich = 
so ist u eine nm S harmonische Funktion. 


’ 


Der Beweis ist bereits in § 1 vermége des Greenschen Satzes: 
UY a ee ug 
JS Gat ip) 8-—] a 
erbracht. Ss 7 


Der Satz 1a8t sich indessen, ohne Benutzung des Greenschen 
Satzes, direkt aus den Saétzen A) und C) von Kap. 4, $3 ableiten, 


da 
ou Ou ou 
Line = - | -5 + 9549 


ist. Letzterer Beweis gestattet auch zugleich folgende allgemeinere 
Formulierung des ersten Teils des Satzes: 


Allgemeiner darf der Rand von & teilweise oder ganz mit dem 
Rande von S zusammenfallen, vorausgesetat nur, dap im solchen Rand- 
punkten dre Ableitungen erster Ordnung stetig am Rande sind. 


Aufgabe. Sei S ein endlicher zweifach zusammenhingender 
Bereich und sei C eine in S gelegene einfache reguliire geschlossene 
Kurve, welche den einen Rand von S in ihrem Innern enthalt. 
Man zeige, daf dann das obige Integral 


Ou 
ee 
6 


fir alle derartigen Kurven C ein und denselben Wert hat. Man ver- 
allgemeinere den Satz fiir einen beliebigen Bereich S. 


2. Satz. Der Mittelwertsatz.1) Sev O em wnerer Punkt 
eines Bereiches S, und sei die Funktion u harmonisch in S. Beschrerbt 
man dann einen keinen Randpunkt von S wm Innern oder auf sernem 
Rande umfassenden Kreis um O, so ist der Wert uy von wu in O gleich 
dem Mittelwert von u auf dem Rande des Krevses: 

270 


fuds i 
0 1 
t= Or fuas. 


270 
0 
Nach dem 1. Satze ist nimlich 


1) GauB, a.a.O., Nr. 20; Riemann, a. a. OpeND LOS 
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wo r =0 dem Punkte O entspricht und g den Radius des Kreises 
bedeutet. Nun ist aber @u/ér eine im Bereich 


R: = 7 Sor US Sn 
eindeutige stetige Funktion von r, 0, wie aus der Relation 


Cu eu ou. 

ar = 9g 08 6+ Fy an 0 
sofort zu erblicken ist. (Will man den Bereich R geometrisch deuten, 
so fasse man r und @ als Cartesische, nicht als Polarkoordinaten auf.) 
Bildet man nun das tiber R zu erstreckende Doppelintegral 


Ou 
Jf tas, 
R 


so kann man dasselbe durch jedes der beiden zweimaligen Integrale: 


2" Q am 
fag her Fs far f Pas, 
a) Or Sh oie 
0 0 0 0 


auswerten. Hiermit erweisen sich die Werte dieser letzteren Inte- 
grale als einander gleich. Das zweite derselben verschwindet aber 
nach dem Vorhergehenden, woraus denn folgt, daB 


ist, und hierin liegt der Beweis des Satzes.) 


Aufgabe. Besteht der Bereich S aus einem Kreise K, und ist 
u bloB stetig am Rande von K, so gilt der Mittelwertsatz, wenn 
man den Mittelpunkt von K zum Punkte O nimmt und @ = dem 
Radius von K setzt. 


3. Satz. Satz vom Maximum und Minimum.?) In keinem 
imneren Punkte eines Bereiches S, oder, allgemeiner, eines belicbigen 
Bereiches T, in welchem die Funktion u harmonisch ist, kann diese 
Funktion thren gréBten oder ihren kleinsten Wert erreichen, sofern man 
den Fall ausnimmt, daB wu eine Konstante ist. 


1) Dieser Beweis ist von Bécher gegeben worden, vgl. Bull. Amer. Math. 
Soc., 2. Reihe, Bd. 1 (1895), S. 205. 

2) Riemann, a. a. O., Nr. 11, jedoch ohne geniigenden Beweis. Strenger 
Beweis bei C. Neumann, Math. Ann., Bd. 3 (1871), 8. 330—834 und 340—344. 


Eee CN Fn Oe ee ee ee ee ee TN 


ere a= 
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In der Tat sei P ein innerer Punkt, in welchem die Funktion u 
etwa ihren gréBten Wert erreicht, ohne in der ganzen Umgebung 
von P konstant zu sein. Dann kann man einen in dieser Umgebung 
gelegenen Kreis um P so beschreiben, da8 w lings einiger Stiicke 
seines Randes einen kleineren Wert als im Punkte P hat, wihrend u 
andererseits nirgends einen gréBeren Wert annimmt. Infolgedessen 
wird der Mittelwert von wu lings des Kreisrandes weniger als uy be- 
tragen, und das fihrt eben zu einem Widerspruch.*) 


Zusatz. Hine wm eimem beliebigen Berewche T harmonische Funk- 
tion u, welche lings des ganzen Randes von T verschwindet, hat auch 
in jedem inneren Punkte von T den Wert 0. 


Ist T ein regulirer Bereich S, so ist der Satz sofort evident. 
In anderen Fallen kann man, wie folgt, schlieBen. Wiirde u in einem 
inneren Punkte P von 7’ etwa einen positiven Wert h annehmen, so 
entwickele man T nach dem Satze von Kap.5, §3 in Teilbereiche 
T,. Sobald T, den Punkt P umfaBt (n > m), wird es einen 
Randpunkt Q, von T,, geben, in welchem der Wert von wu gréSer 
als h ist. Man zeichne einen solchen Punkt auf dem Rande eines 
jeden 7,, auf, wofiir n > m ist. Dann haben die Punkte Q, eine 
Haufungsstelle Q@ am Rande von T, sofern T im Endlichen liegt. 
Hierin liegt aber ein Widerspruch, denn uw wiirde dann in @ den 
Randwert 0 nicht annehmen.’) 

Der Satz gilt selbst dann noch, wenn sich der Bereich T ins 
Unendliche erstreckt. Ist néamlich der Punkt oo ein Randpunkt 
von TJ, so dandert sich nichts am Beweise. Sonst werde die Ebene 
einer Transformation vermége reziproker Radien unterzogen, wobei 
ein Randpunkt von T ins Unendliche geworfen wird. Auf Grund 


1) Es ist ja Geschmacksache, ob man hier vom Mittelwerte reden oder, 
auf die letzte Gleichung des vorhergehenden Paragraphen zuriickgreifend, von 
dem Umstande ausgehen will, daB die stetige Funktion u — uy langs des Kreis- 
randes stellenweise negativ, nirgends aber positiv ist und darum nicht vermag, 

Qn 


ein verschwindendes Integral f (wu — uy) dO zu liefern. 


0 

2) Zu dem soeben gegebenen Beweise ist noch folgendes zu bemerken. 
Im Falle eines beliebigen Kontinuums 7 kann es Randpunkte geben, welche 
unendlich oft zu zuhlen resp. unerreichbar sind. Wenn wir nun bei der For- 
mulierung des Zusatzes sagen, eine Funktion verschwindet vn einem Randpunkte 
Q von T, so meinen wir damit, daB einem beliebig kleinen positiven « ein 
Kreis K um Q entspricht, derart, da8 die Funktion in jedem Punkte von K, 
worin sie definiert ist, absolut genommen, kleiner als ¢ ausfallt. Verschwindet 
dann eine Funktion in jedem Randpunkte, so verschwindet sie gleichmaBig 
am Rande. 
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des nachstehenden 6. Satzes, sowie 8.678, wird w dabei in eine 
Funktion w’ iibergefithrt, welche im neuen Bereiche harmonisch 
ist und am Rande desselben verschwindet. Demgemi8  ver- 
schwindet wu’, und somit auch w identisch. 


Aufgabe 1. Man zeige, dai eine Funktion uw, welche in der 
ganzen Ebene harmonisch und auBerdem so beschaffen wire, daf 


lim uw=-+ co bzw. —o©o 


ist, nicht existiert. 

Aufgabe 2. Ist f(z) in einem Bereich S stetig und im Innern 
von § analytisch, so erreicht |f(z)| seinen gré®ten und, wofern / (2) 
in S nicht verschwindet, auch seinen kleinsten Wert am Rande 
von 8. 


Fingerzeig. Man ziehe die harmonische Funktion 


R log f(z) = log |f(@)| 


heran und wende den 8. Satz auf diese an. 


Aufgabe 8. Auf Grund des in der 2. Aufgabe enthaltenen 
Satzes beweise man den Fundamentalsatz der Algebra. 


4. Satz. Das Hindeutigkeitstheorem.1) Sid u, und uz, 
ewer Funktionen, welche in einem beliebigen Bereiche T harmonisch 
sind und iiberdies am Rande von T dieselben Randwerte annehmen, 
so ist auch in jedem inneren Punkte von T 


Uy — Uo. 


Denn die Differenz wu, — wu, ist harmonisch in JT und _ ver- 
schwindet lings des ganzen Randes von 7’, darum verschwindet 
diese Funktion nach dem vorstehenden Zusatze iiberall in T’.*) 


1) Der Satz ist fiir das Newtonsche Potential von Green ausgesprochen 
und vermége physikalischer Evidenz bewiesen: a. a. O., Nr. (5). GauB leitete 
den vorstehenden Zusatz nach der in der nachsten Anmerkung angedeuteten 
Methode her; a. a. O., Nr. 25. Den Beweis im allgemeinen Falle, wo man also 
keine Voraussetzung beziiglich des Verhaltens der Ableitungen am Rande macht, 
verdankt man C. Neumann, Math. Ann., Bd. 8 (1871), S. 344. 

2) Man beweist ferner, dafB zwei harmonische Funktionen identisch sind, 
falls ihre Randwerte langs eines Teiles des nun als regular vorauszusetzenden 
Randes iibereinstimmen, wihrend ihre nach der inneren Normale genommenen 
Richtungsableitungen lings des iibrigen Randes gleiche Randwerte annehmen. 
Hierzu bedient man sich einer Folgerung des Greenschen Satzes, welche in der 


Formel besteht: 
Cu\? ou? ou 
ie + (35) ]@8=— Juanes, 


Se ee a a a ee ee 


OOS aa 
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Wir haben den Satz indessen fir ein beliebiges Kontinuum T 
ausgesprochen. Hin solcher Bereich kann nun Randpunkte aufweisen, 
welche unendlich-fach zihlen baw. nicht erreichbar sind. Hier bedarf 
die Definition eines Randwertes einer Erweiterung, ehe obiger Satz 
einen Sinn hat. Folgt aber aus jener Erweiterung (was meist wohl 
zutreffen wird), daB die Differenz uw, — wu, im Sinne des vorstehenden 
Zusatzes tiberall am Rande verschwindet, so wird der Satz gelten. 

Wir erinnern noch an die Definition von § 1: Ist w eine har- 
monische Funktion, und v eine zweite Funktion, welche den Rela- 


momen au av ua 
0% oy’ Cy © “Oa 


genugt, so heibt v zu u konjugiert. Zwei Funktionen v, v,, welche 
beide zu u konjugiert sind, unterscheiden sich voneinander nur durch 
eine Konstante, v =v,+c¢. Ist v zu w konjugiert, so ist —u 
wieder zu v konjugiert. Endlich ist eine zu wu konjugierte Funk- 
tion v ebenfalls harmonisch. 


5. Satz.) Ist wu eme in einem den Punkt co nicht enthaltenden 
einfach zusammenhingenden Bereich T harmonische Funktion, so gubt 
es stets ee emdeutige, zu u konjugierte Funktion v, und zwar wird v 
durch das Integral dargestellt: 


(x, y) (x,y) 
= Ou 2! Ou. ou 
on —f Mast on f— Mart Mayr 0. 
(a, b) (a, b) 


Kin Beweis des Satzes ist bereits 1m ersten Paragraphen be- 
sprochen worden. Hin anderer folgt direkt aus Satz B) von Kap. 4, 
§3. Letzterer hat fernerhin den Vorzug, da’ auch die Stetigkeit 
von v am Rande erkenntlich wird, falls wu nebst den Ableitungen 
erster Ordnung daselbst stetig ist. 

Ist 7 dagegen ein mehrfach zusammenhingender Bereich, so wird 
das vorstehende Integral im allgemeinen keine eindeutige Funktion 
mehr definieren. Es werden sich nimlich Periodizitaétsmoduln ein- 
stellen, so daB also, wenn F(a, y) ein Wert des Integrals im Punkte 
(x, y) ist, die tibrigen Werte in der Formel: 


Le, y) +m, Py +-->+ mPa 
enthalten werden; vgl. Kap. 4, § 4. 


wo wu harmonisch ist. Dabei wird man zunichst verlangen, da uw nebst den 

beiden partiellen Ableitungen erster Ordnung innerhalb S endlich und am 

Rande, héchstens von einer endlichen Anzahl von Randpunkten abgesehen, 

stetig sei. Gewisse Unstetigkeiten am Rande diirfen indessen zugelassen werden. 
1) Liouville, Journ. de Math., Bd. 8 (1843), 8. 265. 
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6. Satz.) Hine harmonische Funktion wu verhdlt sich gegentiber 
einer konformen Abbildung invariant. Werden dabei die Winkel nacht 
umgelegt, so verhdlt sich auch die konjugierte Funktion v wmvariant; 
sonst geht v in die negative Funktion — v tiber. 

Sei w im Punkte A: (a, Yo) harmonisch, und man bilde die 
Umgebung von A mittels der Gleichungen: 


F=f(z,y), n= (2, y) 
auf die Umgebung von Y: (&,) konform ab. Dann ist 


BE ge Oa bee Br Oe at 
jal Siete fae oee ee 


Durch Differentiation ergibt sich allgemein: 


Cu og? au , dw 
gai + Fy =[sa toe) Get mai) 
und hierin liegt eben der Beweis des ersten Teils des Satzes. Der 
zweite Teil wird auch direkt durch Differentiation bewiesen. 
Eleganter gestaltet sich jedoch der folgende Beweis. Die Um- 
gebung von A wird einerseits durch das Funktionenpaar u,v im 
allgemeinen konform auf ein Stiick 2 der (u, v)-Ebene, andererseits 
durch das Funktionenpaar £, 7 konform auf ein Stiick X” der (&, 7)- 
Ebene bezogen. Das hat nun zur Folge, daB bei geeigneter Hin- 
schrinkung jener Umgebung von A die Bereiche 2’, 2” konform auf- 
einander abgebildet werden, und demgemaS ist 


ou, av oe = i a 
> Ye as +o a 


, 


w.z.b.w. Dieser zweite Beweis ist leider weniger geen als der 
erste, da eine wesentliche Voraussetzung dabei ist, dab % aa bai a> 0 
sel. [ 

Der Satz ist das Analogon des funktionentheoretischen Satzes, 
da8 eine analytische Funktion einer analytischen Funktion wieder 
eine analytische Funktion ist. 

Wir fiigen noch eine Bemerkung in der Gestalt eines Korollars 
hinzu. 

Zusatz. Hine harmonische Funktion verhiilt sich gegeniiber einer 
rechtwinkligen Koordinutentransformation invariant. Die konjugierte 


1) Der erste Teil des Satzes bei Lamé, Journ. Ecole roy. polytechn., Cah. 
23 (1834), § 22, S. 242. 


‘cn Sh PRO COA wire ee An es 


os Sh x id 
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Funktion bleibt auch ungedndert oder aber sie wechselt thr Vorzeichen, 
je nachdem die gegenseitige Lage der neuen Koordinatenachsen dieselbe 
ist wie dieyenige der urspriinglichen, oder nicht. 


Der Vollstaéndigkeit halber fiuhren wir noch einen Satz an, wel- 
cher allerdings fiir unsere Zwecke wenig in Betracht kommt. Die 
Ausfiihrung des Beweises wird dem Leser itberlassen. Sind wu, v 
konjugierte Funktionen, so schneiden sich die beiden Kurvenscharen 


ia— CONS... a —  COUSL. 


rechtwinklig. Es wire indessen ein Fehler, zu glauben, da$ um- 
gekehrt jedes Paar derartiger Scharen ein System von Niveaukurven 
und Strémungslinien abzugeben vermochte. Suchen wir eine Be- 
dingung dafiir, daB eme Kurvenschar 


@ = (x, y) = const. 


isothermisch sei. Die Funktion © selbst braucht offenbar nicht 
harmonisch zu sein, sondern erst eine Funktion von ©, u = f(@). 
Durch Differentiation kommt dann: 


ou nu 


gap 7! (®) (se aie ee) tf @) (oe + Fa) 


und daher mu8, wenn w harmonisch sein soll, 


CG , Oo 
ee oy AED) 
o* | da ’(@) 
da ' Oy? 


sein. Durch diese beiden Gleichungen wird folgender Satz nahe 
gelest. 


7. Satz.1) Hine notwendige wnd hinreichende Bedingung dafiir, 
dap eine Kurvenschar 
@ (x, y) = const. 


isothermisch sev, besteht darin, dab die Funktion 


Co 0720 
0 a? a Oy 
ga? | G0 
aa ' Oy? 


von @ allein abhdngen soll. 


1) Lamé, Savants étrangers, Bd. 5 (1838), S. 174. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 42, 
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§ 4. Fortsetzung; zweite Gruppe, auf einer Integraldarstellung 
fuBend. 

Wir bringen jetzt eine Reihe von Siitzen, zu deren Beweis eine 
explizite Darstellung einer harmonischen Funktion nétig zu sein 
scheint, und zwar kommen wir bei dieser Gruppe schon mit der 
Darstellung mittels des Intergals durch. Spiter werden wir noch 
Reihenentwicklungen heranziehen miissen. 

Wir gehen von der folgenden Form des Greenschen Satzes aus: 


ffwsv—vawas =—f (ud? —0)as, 
Ss Cc 


wobei sich n auf die innere Normale bezieht. Sind w und v beide 
harmonisch im Bereiche S, so verschwindet die linke Seite dieser 
Gleichung, und darum wird 


vorausgesetzt nur, da die weiteren, zum Beweise des Greenschen 
Satzes ndtigen Bedingungen beziiglich des Verhaltens der Ab- 
leitungen von u, v am Rande erfillt sind, vel. § 1, Anm. Wir 
k6nnen indessen letztere Formel, welche in der Folge als Hilfssatz 
dient, ohne jegliche Voraussetzung tiber das Verhalten der Ab- 
leitungen zweiter Ordnung am Rande herleiten, indem wir uns 
auf Satz A), Kap. 4, §3 berufen. Wir formulieren den Satz, wie 
folgt: 

Hilfssatz. In einem Bereiche S seien wu, v harmonisch, und am 
Rande von S seien diese Funktionen nebst ihren Ableitungen erster 
Ordnung stetig. Dann ist 


(1) J (uit —v as =0. 
6 
In der Tat ist 


ny ou td 
fut — 0) as = { Pax + Qa ; 
C C 
wobei 
ov Ou mJ dv Ou 
B= yy Ops ee rene ged 
Im vorliegenden Falle sind also alle Bedingungen jenes Satzes 
erfillt, und damit ist der Beweis fertig. 
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Wir wollen jetzt eine grundlegende Darstellung fiir eine harmo- 
nische Funktion ableiten. Sei u eine im Bereich S harmonische Funk- 
tion, welche nebst ihren partiellen Abteilungen erster Ordnung am 
Rande stetig ist, und sei h eine zweite Funktion, welche ebenso wie 
wu beschaffen ist, nur da8 h in einem einzigen inneren Punkte O: 
(z, y) von S logarithmisch unendlich wird: 


h = log 1/r + @ (&, ), 


wo r die Entfernung von O und @ eine auch in O harmonische?) 
Funktion bedeuten. Dabei sind (a, y) als Parameter, (&, 7) als die 
unabhangigen Variabelen anzusehen. Wir umgeben O mit einem 
kleinen Kreise vom Radius 9 und heben diese Kreisscheibe aus S 
fort. Auf diesen neuen Bereich wenden wir dann die Formel (1) an 
und erhalten so: 


27 
fo(ueh— ee) 0+ f (wen) ds =0, 
0 


wo das erste Integral vom Kreisrande herriihrt, wihrend das zweite 
Integral tiber den ganzen Rand von S zu erstrecken ist. Lassen wir 
jetzt o gegen O abnehmen und sehen wir zu, welchen Grenzwerten 
die beiden Bestandteile des ersten Integrals sich nihern. Am Kreis- 
rande ist 


Oh il Cw 

or ot Gr? 
ee 27 
fows a9 =— fuaos fov'e dé. 
0 0 


Nach dem Mittelwertsatze von § 8 hat das erste Integral rechter 
Hand den Wert 22u,. Das zweite Integral konvergiert gegen Null, 
denn der Integrand ist ja eine stetige Funktion von e, 6 in einem 
bestimmten Bereiche 


Ores pes Le (he 0), 0s 0<2z, 


und darum definiert das Integral eine stetige Funktion von g im 
Intervalle 0 < 9 < R. Infolgedessen ist insbesondere der limes des 
Integrals gleich dem Integrale des limes. 


1) Es wird sich spiater herausstellen, dai die Annahmne, w (&, 7) sei bloB 
endlich im Punkte O, ausreicht. 
42* 
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In ahnlicher Weise zeigt man, daB 


Ix 
lim | oh ge d0—0 
=0 r 
ero 
ist. Das hiermit gewonnene Resultat wollen wir noch in folgenden 
Satz zusammenfassen. 


1. Satz.1) Ist w harmonisch innerhalb eines Bereiches S und 
iiberdies, nebst den partiellen Ableitungen erster Ordnung, stetig am 
Rande, so lat sich uw durch das Integral darstellen: 


(2) We 0 =a) (Enh oa) > 
C 


wo 
h = log 1/r + w(é, 7) 


den oben genannten Bedingungen unterworfen ist. 


Insbesondere kann man mit Riemann 


—logr 
setzen, wo 


rt = (2 — 8) + (y —1)? 


ist. Dann ist h nicht nur eine harmonische Funktion der laufenden 
Koordinaten (, 7), wenn der Punkt (a, y) als fest angesehen wird, 
sondern auch eine harmonische Funktion von (x, y) bei festem 


eae 


(§, 7). letzteres gilt ebenfalls von der Ableitung , was fiir 


die Anwendungen von Wichtigkeit ist; denn es ist 


édlogr _ dlogr dlogr 
ane a cosa + — sina, 


und letztere Differentiationen kénnen ja direkt in der Laplace- 
schen Gleichung ausgefiihrt werden, 


A dlogr 
OL 


= as A logr=0,- usw. 
OL 


Die Greensche Funktion. 


Verlangen wir von der Funktion h auBerdem noch, da’ sie am 
Rande verschwinden soll, so haben wir damit die Greensche Funk- 


1) Fiir das Newtonsche Potential bei Green, a. a. O., Nr. (8); fiir das 
logarithmische bei Riemann, Dissertation, 1851, Nr. 10 = Werke, 8. 20. 
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tion!) g des Bereiches S. Wir fassen diese Definition noch einmal, 
wie folgt, zusammen: Unter der Greenschen Funktion eines Bereiches 
S versteht man eine Funktion g, welche 


a) wm Bereiche 8, von einem einzigen inneren Punkte O abgesehen, 
eimdeutig und harmonisch ist; ferner 


b) wm Punkte O logarithmisch unendlich wird:*) 
| g = log 1/r + w, 
c) am Rande von S verschwindet. 


Freilich mu8 man vorlaufig noch verlangen, 

d) da8B die partiellen Ableitungen erster Ordnung von g am 
Rande stetig seien. Doch wird sich spater ergeben, da8 die Be- 
dingung d) im Falle eines aus einer endlichen Anzahl analytischer 
Kurven bestehenden Randes, behufs der Begriindung der nach- 
stehenden Hauptformel (4) entbehrlich ist. 

DaB einem beliebigen Bereiche S stets ASS 
eine Greensche Funktion entspricht, wird 
spaiter streng analytisch bewiesen, doch hat 
die physikalische Evidenz die Physiker an der 
Hixistenz dieser Funktion niemals zweifeln 
lassen. In der Tat denke man sich den Be- 
reich S als ein Blatt Stanniol, dessen Rand Fig. 141. 
mit einer dicken Kupfermasse in Verbindung 
gesetzt ist. Am Punkte O werde der Pol eines galvanischen Ele- 
ments angebracht, wahrend der andere Pol mit dem Kupfer ver- 


1) Fir den dreidimensionalen Fall bei Green, a. a. O., Nr. (5), S. 16. 
Green wurde bei seinen Untersuchungen iiber statische Elektrizitaét auf folgen- 
des Problem gefiihrt. Gegeben sei eine geschlossene leitende Oberfliche, welche 
mit der Erde in Verbindung gesetzt ist. In einem inneren Punkte P derselben 
sei eine Elektrizitatsmenge m= 1 angebracht. Dann wird auf der inneren 
Seite des Leiters Elektrizitat induziert, und zwar so, daB das Potential G im 
Innern sich einem konstanten Randwert anschlie8t, namlich dem Potential 
der Erde, welches gleich 0 gesetzt werde. Andererseits wird das Potential in 
der Nahe von P ins Unendliche wachsen, und nun liegt es nahe, die Funktion G 
in diesem Bereiche als von der Form 


1 
G=—+2 


anzunehmen, wobei 2 sich im Punkte P harmonisch verhalt; denn die Funk- 
tion 1/r ist ja eine Lésung der Laplaceschen Differentialgleichung in drei Di- 
mensionen. 

2) Auf Grund des 8. Satzes dieses Paragraphen geniigt hier blo die An- 
nahme, da8 die Funktion g im Punkte O positiv unendlich wird. 
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bunden wird. Sodann tritt eine Elektrizitaétsstrémung ein. Dabei 
wird man den Widerstand des Kupfers als verschwindend klein an- 
sehen, so daB also das Potential g in allen Randpunkten des Blattes 
einen konstanten Wert erhilt, welechen wir gleich 0 setzen mdédgen. 
Andererseits wird g im Punkte O logarithmisch unendlich*), und zwar 
kann man es so einrichten, da die Ergiebigkeit der Quelle gerade 
1 betriigt. Hiermit ist die Greensche Funktion des Bereichs S fertig. 

Hine andere physikalische Anordnung zur Realisierung der Green- 
schen Funktion verdient doch noch erwiihnt zu werden. Man denke 
sich den Bereich S als eine diinne nicht leitende Platte, welche auf 
beiden Seiten einschlieBlich des Randes mit einer diinnen, iibrigens 
gleichférmigen leitenden Schicht iiberzogen ist. Auf der einen Seite 
wird dann am Punkte O der eine Pol eines galvanischen Elementes 
aufgesetzt, wihrend der andere Pol auf der anderen Seite gerade 
am darunter liegenden Punkte O’ angebracht wird. Dementsprechend 
breitet sich die Elektrizitit auf der einen Seite aus, liuft dann wher 
den Rand auf die andere Seite, um sich dort wieder in einen Punkt 
zusammenzuziehen. Aus Symmetriegriinden gestalten sich dabei 
die Strémungslinien auf den beiden Seiten einander gleich; lings des 
Randes selbst findet ibrigens keine Strémung statt. Infolgedessen 
ist der Rand eine Niveaukurve, und die Potentialverteilung auf der 
einen Seite der Platte liefert daher eben die gesuchte Greensche 
Funktion. 

Diese physikalische Deutung der Greenschen Funktion ist auch 
deshalb von Wichtigkeit, weil wir an der Hand der hiermit ge 
wonnenen physikalischen Anschauung einen 
Grenziibergang vornehmen kénnen, wodurch 
die beiden iibereinander legenden Punktquellen 
an einen Randpunkt der Platte heranriicken. 
Daraus erwichst eine Strémung, welche auch 


{ < 

\ Knee dadurch hervorgerufen werden kann, da man - 

in lear ig ein Quellpaar am genannten Randpunkte so 
Fig. 142. anbringt, dafB die Achse desselben den Rand 


beriihrt, wobei dann selbstverstiindlich nur die 
Hialfte dieses Motors zur Verwendung gelangt. Hs geniigt hier jeden- 
falls vorauszusetzen, daB der Rand in dem betreffenden Punkte 
analytisch sel. 


1) Zunicht sieht man nur, daB g im Punkte O iiberhaupt positiy un- 
endlich wird. Da g deshalb gerade logarithmisch unendlich werden muB, folgt 
aus dem 8. Satze dieses Paragraphen. 
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Aufgabe. Man zeige, daB 


09 7, 
(3) f Phas 2% 
ve 


ist, wo y eine einfache regulare geschlossene, den Punkt O, aber 
keinen Randpunkt von S umfassende Kurve ist und n sich auf die 
innere Normale bezieht. 


Mittels der Greenschen Funktion erhalt man eine auBer- 
ordentlich wichtige Darstellung fir die Funktion wu. Die For- 
mel (2) reduziert sich nimlich hier auf die einfachere: 


oe eg 
C 
wo U den Randwert von wu bedeutet. Das Ergebnis wollen wir noch, 


wie folgt, zusammenfassen und dabei zugleich auch erweitern. 


2. Satz. Hine im einem Bereich S harmonische Funktion u, 
welche im jedem Randpunkte von S einen Randwert U annimmt, 
laBt sich wm Innern von S durch das Integral: 


“ll 0g = it 
wad fu 2tas bzw. w=—2 fuan 
C CG 


darstellen, wober g die Greensche Funktion des Berewches, h thre 
kongugierte Funktion bedeutet. 


Wie man sieht, wird der erste Faktor des Integranden allein 
durch den Wert der darzustellenden Funktion am Rande bestimmt, 
waihrend der zweite dagegen tiberhaupt von jener Funktion unab- 
hingig ist, er wird vielmehr lediglich durch die geometrische Gestalt 
von S bedingt. — Der Satz ist das Analogon der Cauchyschen Inte- 
gralformel, Kap. 7, § 4. 

Im vorhergehenden ist der Beweis dieses Satzes nur unter den 
Voraussetzungen erbracht, da einerseits die Greensche Funktion 
der Bedingung d) unterworfen sei, wihrend andererseits die Ablei- 
tungen erster Ordnung von u am Rande stetig bleiben sollen. Wir 
werden den Beweis spiter auf den Fall ausdehnen, da8 der Rand aus 
einer endlichen Anzahl analytischer Kurven besteht, wobei dann die 
Bedingung d) fortfallen darf, und auch jegliche Voraussetzungen 
beziiglich des Verhaltens der Ableitungen von wu am Rande entbehr- 
lich werden. Im iibrigen fehlt vorlaéufig jeder Existenzbeweis fiir 
die Greensche Funktion. Diese Liicke wird ebenfalls spaiter erganzt. 
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Auf den allgemeinsten Fall eines reguliiren Randes werden wir 
nicht eingehen. Da kann es beispielsweise vorkommen, da selbst 
in einem gewodhnlichen Punkte Se = oo wird.!) Allein die kon- 


jugierte Funktion h wird stetig am Rande sein und sich im tbrigen 
lings des Randes monoton dndern, so daf also die zweite Formel 
des Satzes stets einen Sinn hat und ihre Giiltigkeit behilt. 


Das Poissonsche Integral. 


Fiir den Fall, da& der Bereich S ein Kreis ist, kann man die 
Greensche Funktion sofort hinschreiben. Sei O’ der in bezug auf 
den Kreis zu O konju- 
gierte Punkt und seien 
0,0 baw. die Entfer- 
nungen eines verinder- 
lichen Punktes (&, 7) 
der Ebene von O, O’. 
Dann ist lings des 
Kreisrandes 


D 


Ofely) 


Fig. 143. 


* =const. =k, 
Q 


wobei k also nur von z, y, nicht von &, abhingt. Insbesondere 
hat k den Wert r/a. Bildet man nun die Funktion 


(5) g = — loge + logo’ + logk, 


1) Auf den Beleg fiir diese Behauptung kann ich mich jetzt nicht mehr 
besinnen. Mein Kollege, Hr. Prof. Kellogg, den ich um Rat bat, hat mir 
folgendes Beispiel gezeigt, wodurch die Sache erledigt ist. Uber die Strecke 
(—1, 0) der reellen Achse werde eine gleichmaéBige Belegung anziehender 
Masse von der Dichte 1 ausgebreitet. Dann hat das logarithmische Poten- 
tial derselben den Wert 


0 0 


u= | log + d= J — log(z— é)dE= R[zlogz+1—(z+1) log (z+ 1)]. 


—1 —1 


Die Niveaukurve wu = 1 geht durch beide Endpunkte z= — 1,0 der 
Strecke und ist durchaus einfach und regular. Im iibrigen wird wu im Un- 
endlichen unendlich wie log |z!. Demgem4B ist 


g=u—tl1 


die Greensche Funktion des auferhalb der Niveaukurve u = 1 gelegenen 


Bereiches der z-Ebene. Und nun erkennt man, daB 0g/@n= oo in den 
beiden Punkten z= —1, 0 ist. 
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so ist das eben die gesuchte Greensche Funktion g des Kreises. 
Tragen wir dieselbe in das Integral (4) ein. Zunachst ist 


0g cos y cos y’ 
6 — oo if . 
( ) on @ Qo! ) 
ferner ist 


r2 —@?+ 9? — 2a cosy, 


7? — g* + 0% — 2a0’ cosy’, 
woraus sich findet: 


OF gat —— a? — 7/2 
on 2al @ Me - 


Formt man noch das zweite Klammerglied mittels der Relationen: 


ofa) On hy ize yids. Plies 
UNE SS Oley asi met, gee hamid: 


um, so kommt: 


a? —r’2 aw — as /r? r2 — q? 


0/2 a? 9? |r? aa Gf 
und das gibt endlich: 
OG eae =a9t aL a—F 
én ae a a?—2arcos(0—y) +r? 


Fur den Kreis la8t sich das Integral (4) in der Form: 


27 
C 
) ung UG ay 
0 


schreiben, und hiermit erhalten wir nunmehr die Formel: 


27 


1 Gr 
(8) wad [Usa eae 


0 


Dies ist das sogenannte Poissonsche Integral.) Der zweite 
Faktor des Integranden ist offenbar der reelle Teil der Funktion 
acvitz 


pi ? 


ae & 


Li) re AOS 


Hierin liegt auch eine Bestitigung der bereits aus der Relation (6) 
ersichtlichen Tatsache, da8 dieser Ausdruck harmonisch ist. 


1) Poisson, Journ. Ecole roy. polytechn., Cah. 18 (1820), S. 422, Fir 
das Newtonsche Potential, ibid. Cah. 19 (1823), S. 150. 
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Andererseits kann man hieraus die zu é@g/én konjugierte Funk- 
tion direkt ablesen und so die zu u konjugierte Funktion v hin- 
schreiben: 


22 
. 


(9) pune fv; 2arsin(d— y) S Ereeg e) 


on, 2—Qarcos(@— yp) +r 
0 


Aufgabe: Man zeige, da die Greensche Funktion des Kreises 
sich invariant gegeniiber einer Vertauschung von Parameter und 
Argument verhilt: 

g(§ 03 ©, y) = g(@, ys om). 
(Der Satz gilt auch allgemein; vgl. den 10. Satz dieses Paragraphen.) 


Zweite Herleitung des Poissonschen Integrals. Bocher?) hat 
eine fiuBerst einfache und natiirliche Herleitung des Poissonschen 
Integrals gegeben, wonach dasselbe bloB® als eine transformierte 
Form des Mittelwertsatzes: 


27 
1 
0 


erscheint. Unterwirft man nimlich die Ebene einer Transformation 
durch reziproke Radien, so geht der an der Formel (10) beteiligte 
Kreis JX in einen neuen Kreis 
Kx’ wber. Sei O: (x,y) der- 
jenige Punkt von KX’, in 
welchen der Mittelpunkt von 
IK verwandelt wird. Dann 
entspricht den Radien des 
urspriinglichen Kreises eine 
Kreisschar mit den Fixpunk- 
Fig. 144. ten O und O’, wo O’ konju- 

giert zu O in bezug auf K’ 

ist. Bezeichnet man noch mit p denjenigen Winkel, welchen ein 
veranderlicher Kreis dieser Schar mit der durch O und O’ gehenden 
Geraden einschlieBt, und mit gm den Winkel zwischen den entspre- 
chenden Radien des Urkreises, so ist wegen der konformen Ab- 
bildung mit Umlegung der Winkel y = —q. Hiernach stellt sich 


1) Vgl. Bécher, Bull. Amer. Math. Soc., 2. Reihe, Bd. 4 (1897/98), 
S. 424, sowie Annals of Math., 2. Reihe, Bd. 7 (1906), 8. 81. Diese Her- 
leitungsweise beweist mehr als die soeben besprochene, da jetzt keine Vor- 
aussetzung beziiglich des Verhaltens der Ableitungen am Rande nidtig ist. 
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der Wert von uw im Punkte O in folgender einfacher Gestalt dar: 


Aen 
(11) ua f Udy. 
0 


Dies ist nun aber nichts anderes als eine verkappte Form des 
Poissonschen Integrals, was auch sofort erhellt, wenn man nach 
dem Kreisbogen s integriert: 


27 2724 

T > ow 
puay=fo%as, 
0 0 


und die zu y konjugierte Funktion sucht. In der Tat entnimmt man 
beigesetzter Figur die Beziehung: 


yp=0+ (x —86), 


denn der Tangentenwinkel y hat ja die Hilfte des Kreisbogens 
OMO’ zum Mae, wihrend 0 und x — 6’ Peripheriewinkel auf 
dem Bogen MO’ bzw. MO sind. Andererseits sind die zu 0, 0’ 
konjugierten Funktionen bis auf additive Konstanten gleich 
—loge bzw. — loge’. Demnach wird 


oy 0 Pl eed 
3s 7 Gul oe + loge’) = 55 


und hiermit tritt die Ubereinstimmung der Formeln (11) und (7) 
zutage, sowie man in (7) die Bogenlinge s als neue Integrations- 
variabele einfiihrt. Die Variabele y in (7) ist naémlich der Zentri- 
winkel und hat somit den Wert s/a. 

Aus dieser Uberlegung geht nun die Poissonsche Formel her- 
vor, indem man das soeben geschilderte Verfahren umkehrt. Sei 
u eine Funktion, welche in einem Kreise KK’ harmonisch und auch 
am Rande desselben stetig ist, und sei O’ ein beliebiger innerer 
Punkt von i’. Man schreibe ferner das Integral 


hin. Unterwirft man dann K’' einer solchen Transformation durch 
reziproke Radien, daB O’ in den Mittelpunkt des transformierten 
Kreises KX geworfen wird, so tritt jetzt der Mittelwertsatz in Kraft, 
vel. die Aufgabe darunter, 8. 652, womit sich denn das ge- 
wiinschte Resultat ergibt. 


668 IV,13. Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials 


Das Poissonsche Integral bet beliebigen Randwerten. Bisher 
sind wir bei der Behandlung des Poissonschen Integrals von einer 
harmonischen Funktion ausgegangen, deren Stetigkeit am Rande be- 
reits nach Voraussetzung feststand, und augerdem mu8ten, um den 
Bediirfnissen der ersten Beweismethode gerecht zu werden, auch die 
Ableitungen erster Ordnung von wu am Rande stetig sein. Wir wollen 
uns jetzt eine beliebige stetige Folge von Werten auf der Kreis- 
peripherie geben und die Frage aufwerfen: Wird dann stets eine 
Funktion w vorhanden sein, welche im Innern des Kreises harmo- 
nisch ist und sich tiberdies den genannten Werten am Rande stetig 
anschlieBt? Nach der zweiten Beweismethode wird diese Funk- 
tion, falls sie existiert, sicher durch das Poissonsche Integral dar- 
cestellt. 

DaB diese Frage in der Tat zu bejahen ist, hat Schwarz?) ge- 
zeigt. Vermége der von Bécher gegebenen Form des Poissonschen 


Pig. 145 a. Fig. 145 b. 


Integrals (11) springt dieser Satz sofort in die Augen. In der Tat 
sel U eine stetige, sonst aber vollig willkirliche Funktion auf dem 
Kreisrande, und man schreibe das Integral 


hin. Dann sieht man vor allem, daB dadurch eine im Innern des 
Kreises harmonische Funktion f(z, y) definiert wird. Lai8t man 
jetzt den Punkt O: (a, y) gegen einen willkirlichen Randpunkt 
Q: y = po konvergieren, so leuchtet aus der ersten Form des Inte- 
grals bereits hervor, daB f(z, y) dem Werte U, zustreben mubf. 


1) Werke, Bd. 2, S. 360. Vgl. indessen auch Poisson, a.a. O. 
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Denn, wenn O nahe bei Q liegt, entsprechen ja allen Werten von 
y mit Ausnahme eines kleinen Intervalles 7 —6 <y <z+6 solche 
Punkte auf dem Kreisrande, welche ihrerseits nahe bei Q liegen und 
wofir denn U einen von U, wenig verschiedenen Wert hat. Dem- 
gemaB sind diese Werte von U beim Integrale vorwiegend, dessen 
Wert mithin ungeféhr U, betragen wird. Die beiden Figuren 145a 
und 145b sind quantitativ ausgefiihrt und entsprechen einer Teilung 
des Winkels 0 <p S 2x in zwilf gleiche Teile, so da8B also die 
Tangenten der Kreise im Punkte O gleich stark gegeneinander ge- 
neigt sind. 

Hiermit ist auch der Weg gezeigt, auf welchem man zu einem 
strengen arithmetischen Beweise gelangen kann. Letzterer laSt sich 
indessen bequemer fiihren, indem man die obere Halbebene an Stelle 


ee Fig. 146. & 


des Kreises treten la8t. Messen wir den Winkel y von der nach 
unten gerichteten Ordinate, wie in der Figur angedeutet ist, so 
bildet die Strecke [(z, y), (€,0)] mit jener Ordinate den Winkel 


O= >, 
und darum ist auch 
7 
1 
(12) i= 1 [Uae. 
aes: 


Neue Deutung von wu vermige eines Strahlbiischels.1) Die Formel 
(12) 14Bt eine auBerordentlich einfache Deutung zu. Sie stellt naim- 
lich die Funktion wu direkt als den Mittelwert der vorgegebe- 
nen Funktion U vor, indem man letztere auf die vom Punkte 
(z, y) ausgebenden Halbstrahlen projiziert, m.a.W. das Intervall 


1) Diese geometrische Vorstellung nebst dem dadurch vereinfachten Be- 
weise des stetigen Anschlusses an die Randwerte riihrt von Hrn. Fred W. 
Perkins her. 
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—2/2 <@ <2/2 in n gleiche Teile zerlegt und den Mittelwert der 
Funktionswerte U in den Endpunkten der Unterintervalle bildet, 
um dann bei unbegrenzt wachsendem n zur Grenze tberzugehen. 

Oder man kann sich die Sache auch so denken. Um den Punkt 
(z, y) als Mittelpunkt wird ein Kreis gelegt und die Werte U werden 
lings der vom Punkte (x, y) ausgehenden Halbstrahlen auf denselben 
projiziert. Sodann werden diese U-Werte auf dem darauf stehenden 
Zylinder als Ordinaten aufgetragen. Dreht sich nun ein im Punkte 
(x, y) stehender Beobachter mit gleichmiBiger Winkelgeschwindig- 
keit, so erscheint ihm wu als die durchschnittliche Hohe des Zaunes. 

Lai8t man bei der letzten Deutung des Integrals den Kreis etwa 
die 2-Achse beriihren, so tritt mit auBerordentlicher Schirfe hervor, 
welch iiberwiegenden Einflu8 die den Punkten der Umgebung des 
FuBes € = x jenes Lotes entsprechenden Werte von U auf den Wert 
von wu ausiiben. 


Der arithmetische Beweis. Sei A: (&, 0) ein endlicher Punkt der 
x-Achse, und sei ¢ eine beliebig kleine positive GréBe. Dann soll 
eine in der oberen Halbebene gelegene Umgebung 1 von A nach- 
gewiesen werden, worin wu um weniger als ¢ von U, abweicht, 


|u — Uy| <e, (z, y) in UU. 


Dies geschieht wie folgt. Wegen der Stetigkeit von U kann 
eine positive GréBe h so bestimmt werden, daB 


PT =Ula 5 |b Fy) Sy 


Sei 
U=U,+¢. 
Dann ist auch 
Kaye lf — &| <h. 
Im ibrigen sei 
|U|sM. 


Jetzt werde die Formel Ve wie folgt, geschrieben: 


—2 4a 


“sam +.— fi U,+ 6)dw+ fr 


— J, -+- J» +t. Js> 
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wobei «@ einen kleinen positiven Winkel bedeutet. Dann ist offenbar 
zunachst 


ies | eo | J | eo 
ee, =U 
Des weiteren ist 


also 
| J2— BPs ie ee 
sofern nur die den Werten 


4 7% 
Be nO oreetnrge =— 


entsprechenden Punkte der x-Achse im Intervalle 
&—-h<€<& +h 


hegen. Dies trifft aber sicher zu, 
wenn der Punkt (a, y) in beistehend 


angedeutetem — gleichschenkeligem b-h A:(E,,0)  ésth 
Dreiecke liegt. Fig. 147. 
Da nun 


Uo Jy g-— Uy) ds, 
so erhellt, daB 


Petia) a sae, 


ist. Wahlt man also a so, daB 4aM/x S «/2 wird, so schlieBt 
man endlich, da8 
|u —U,| <é 


bleibt, sobald nur der Punkt (z, y) in jenem Dreiecke liegt. 
Letzteres gibt also die erwiinschte Umgebung WU ab, und hiermit 
ist der Beweis fertig, was endliche Punkte A anbetrifft. 

Um endlich noch den unendlich fernen Punkt zu erledigen, 
spiegele man die obere Halbebene am Einheitskreise und bemerke, 


daB das Integral 
1 
U= 5 ih Udy 


dabei invariant bleibt 
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Der vorstehende Beweis gestattet eine viel allgemeinere For- 
mulierung des Satzes. Wie man sieht, kommt es im wesentlichen 
nur darauf an, a) da8 U in einem vorgebenen Randpunkte @ des 
Kreises stetig sei; b) daS |U| endlich und lings des ganzen Kreis- 
randes integrierbar sei. Allein in der Umgebung eines Randpunktes, 
in dessen Nihe U unstetig wird, aber endlich bleibt, wird w auch end- 
lich bleiben. Demgemif kénnen wir folgenden Satz aussprechen. 


8. Satz. Sei U eine Funktion, welche ldngs der Peripherie eines 
Kreises, hichstens von einer endlichen Anzahl von Punkten abgesehen, 
stetig ist, und sei U ferner endlich. Dann stellt das Poissonsche In- 
tegral 


a? — rr 
i whoa ene dy 


eine innerhalb des Kreises endliche harmonische Funktion vor, welche 
in jedem Randpunkte, wo U stetig ist, den Randwert U annimmt, und 
im Innern des Kreises, sofern nicht gerade U = const. ist, zwischen 
der oberen und der unteren Grenze von U liegt: 


ere G, 


Es ist nicht schwer, den Satz auf den Fall auszudehnen, dab U 
in der Nahe einer endlichen Anzahl von Randpunkten aufhért, end- 
lich zu bleiben, vorausgesetzt nur, daB U sonst stetig ist, und dab 
auBerdem |U| iiber den ganzen Kreisrand hin integrierbar ist. 


4. Satz. Ist wu harmonisch in emmem Kreise x® + y? < a® und 
stetig am Rande desselben, und bezeichnet man ferner den Maximal- 
wert von |u| am Rande mit M; so ist diejenige konjugierte F'unk- 
tion v, welche wm Maittelpunkte des Kreises verschwindet, der Un- 
gleichung unterworfen: 


(13) OG pe fala 


Indem wir an die durch die Formel (9) gegebene Darstellung 
der Funktion v ankniipfen, bringen wir den erweiterten Mittel- 
wertsatz von Kap.1, §10 in Anwendung, wobei jener Faktor 
f(x) im vorliegenden Falle mit dem Ausdruck U -2ar sin (0 —y) /2x 
identifiziert werden soll. So kommt: 


22 


<atM dy arM Qn 


= 2 J a—2arcos(6—y)+r? 2 at—r?? We Da 
0 
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Die Abschiitzung (18) gilt offenbar auch dann, wenn unter 2M 
die Oszillation der Randwerte von u verstanden wird. 


Erwahnt seien noch folgende Abschatzungen: 


aul — 2(a?-+ 99) Gtr) 
or = F@—rn MM, cr = (a li (a@car et 
Ou 4arM 
60| = a(a?—1?) 


Ausgeristet mit dem Poissonschen Integral wenden wir uns 
jetzt zur weiteren Forschung der Theorie des logarithmischen Po- 
tentials. 


Weiterentwicklung der Theorie auf Grund der Integral- 
darstellungen. 


5. Satz. Hwne harmonische Funktion besitat partielle Ableitungen 
aller Ordnungen. Jede derselben ist wieder harmonisch. 


In der Tat sei A ein Punkt, in welchem die Funktion w har- 
monisch ist. Beschreibt man dann um A einen geniigend kleinen 
Kreis, so kann man wu innerhalb desselben mittels des Poissonschen 
Integrals darstellen.1) Aus der hiermit gewonnenen Formel erkennt 
man, daB w beliebig oft nach # und y differentiert werden darf, in- 
dem man die Differentiation unter dem Integralzeichen ausfiihrt. 
DaB die Ableitungen von wu ebenfalls harmonisch sind, ergibt sich 


aus der Identitat: 
om +ny om +n 


= = U. 
Camoy ~ Oa®oy” 


6. Satz. Hine Funktion u, welche sich iiberall wm Endlichen 
harmonisch verhdlt, und auch im unendlich fernen Bereiche der 
Ebene endlich bleibt, rst eine Konstante. 


Seien O, P zwei beliebige Punkte der Ebene. Um O beschreibe 
man einen den Punkt P umfassenden Kreis und stelle man w inner- 
halb desselben durch das Poissonsche Integral dar. Im Mittelpunkte 
O geht das Integral in die Formel des Mittelwertsatzes tber: 

272 
1 
Up = on Udy, 


0 


1) Elementarer noch wird der Beweis vermiége der Darstellung (2), § 4, 
wo h=—logr gesetzt wird. 
Osgood, Funktionentheorio, I 5, Aufl. 43 
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und man erhalt sonach die Gleichung: 


2x 


1 —2r2+ 2ar cos (6 — yp) 
poze ay. 


Bre No 
0 


Aus den Beziehungen 
|—r+acos(@— y)|Sa+r, 
a? — Qar cos (9 — yp) + 7? => (a — 1)? 


folgt dann, daf 


| — 2r? + 2ar cos(6— yp) rs 2r(a+r) 
| a? —2arcos(0— p)+r?| = (a—r}? 


ist. Durch passende Wahl von a kann letztere GroBe offenbar kleiner 
als eine willkirlich vorgeschriebene positive Gré8e ¢ gemacht werden. 
Nun ist andererseits nach Voraussetzung tberall 


ju) <M, 
wo M eine positive Konstante bedeutet. Infolgedessen ist 
|up —u| < eM, 


d. h. die Konstante wu, — u, ist dem absoluten Betrage nach kleiner 
als jede positive GréBe. Das ist aber nur dann mdglich, wenn diese 
Konstante den Wert 0 hat+), und daher ist 


Up = Uy, 
w. Z. b. w. 
Der Satz entspricht dem Liouvilleschen Satze in der Funk- 
tionentheorie, Kap. 7, § 5, ist aber allgemeiner als jener, da er nur 
die Endlichkeit des einen Teils der komplexen Funktion voraussetzt. 


7. Satz. Hebbare Unstetigkeit. Ser u m der Umgebung 
eines Punktes A, diesen Punkt allein ausgenommen, harmonisch, und 
auBerdem bleibe u endlich. Dann niihert sich wu einem Grenzwerte im 
Punkte A. Ward wu fernerhin dort gleich diesem Grenzwerte gesetzt, 
so wird u auch in A harmonisch. 


1) An diese fiir die moderne Analysis so wichtige SchluBweise wollen wir 
noch die Bemerkung kniipfen, daB dieselbe in einem unendlich kleine konstante 
Groen umfassenden Zahlensystem unmdglich wire. Wiirde man also der- 
artige Grofen in die Analysis einfiihren, so wiirde damit eine auSerordentlich 
wertvolle Beweismethode eingehen. 
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Zum Beweise) lege man einen Kreis vom Radius 9 um A, der 
nur Punkte der bewu8ten Umgebung umfaBt, und bilde man vermége 
des Poissonschen Integrals eine Funktion @, die innerhalb K har- 
monisch ist und lings K die gleichen Werte annimmt, wie die vor- 
gelegte Funktion u. Sei 

Uy, =uU—U4U, 


und sei M die obere Grenze von |u,| in K. 
Wir betrachten nun diese Funktion u, im Kreisringe 


Caer = 0. 


Dieselbe wird offenbar durch eine Funktion beherrscht, welche am 
Rande r = @ verschwindet, am Rande r = ¢ den Wert M annimmt 
und im Innern harmonisch ist. So wird man denn zur Abschitzung 
gefihrt, 


log r/o 
Blew tes log e/e 


im Kreisringe. 

Sei P ein beliebiger, von A verschiedener innerer Punkt von K. 
Dann kann man « so klein annehmen, daf der Kreisring P umfabt 
und die rechter Hand stehende Funktion in P beliebig klein wird. 
Mithin verschwindet u, identisch, und der Beweis ist geliefert. 


Aufgabe. Ist wu in der Umgebung eines Verzweigungspunktes 
endlicher Ordnung, von diesem Punkte allein abgesehen, harmonisch 
und bleibt u im genannten Bereiche endlich, so naihert sich wu einem 
Grenzwerte im Verzweigungspunkte. 


8. Satz.) In einem isolierten Punkte A werde eine harmonische 
Funktion uw unendlich. Dann wird u in der Nahe von A durch die 
Formel dargestellt, 

u=kloge+ao, 


wo 0 die Entfernung von A bedeutet und w sich in A harmonisch 
verhilt. 


Um A lege man eine einfache regulire geschlossene Kurve I’, 
welche keinen anderen singuliren Punkt von u enthalt. Der Be- 


1) Diesen Beweis verdanke ich einer miindlichen Mitteilung meines Kol- 
legen, Hr. Prof. Kellogg. Der Satz ist zum ersten Male, soviel ich weif, in der 
1. Auflage dieses Werkes (1907), S. 565 bewiesen worden. Weitere Literatur- 
angaben finden sich unten auf 8. 678. 

2) Bocher, Bulletin Amer. Math. Soc. (2) 9 (1903) S. 455. Wegen ande- 
rer Beweise vgl. unten §. 677. 

43* 
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stimmtheit halber nehmen wir an, da8 w in A positiv unendlich 
wird. Sei c eine groBe positive Konstante. Dann wird durch die 
Gleichung 

C: w=c 


eine einfache geschlossene Kurve C defi- 
niert, welche innerhalb J” verliuft und A 
umfaBt.") 

Auf den zwischen C und I” gelegenen 
Bereich S werde nun die Formel (2) an- 
gewandt, wobei h = log 1/r sei, 


Tee! Ou dlogr ake Ou us pclogt 
wm aa | (gq leer — 0 GR) a + hf (loge beaker )ds. 
C 


Das erste Integral stellt nun eine im ganzen Innern von J’ 
harmonische Funktion w vor. Was das zweite Integral anbetrifft, 
so ist zuniichst u|¢ =c, also 


fu 2e8" ds—=—e f 198" as =o, 
. on on 
C Cc 


denn log r ist ja harmonisch innerhalb und auf C. 


Fig. 148. 


Auf das wbrig bleibende Integral kann man endlich den er- 
weiterten Mittelwertsatz von Kap.1, § 10 anwenden, 


ou in — | du 
J igloar as = lost f Fas, 
Cc 


denn ¢u/én <0 lings C, da u kein Maximum innerhalb S haben 
kann. Das rechter Hand stehende Integral hat nach der Aufgabe, 
8.651 fiir alle Kurven C denselben Wert; den wir etwa mit 22k 
benennen wollen. 


Jetzt lassen wir ¢ ins Unendliche wachsen. Dann nihert sich 
r dem Grenzwerte 9 (den es iibrigens durchweg besitzt, da alle 
anderen Glieder ja von ¢ unabhingig sind), und hiermit ist der 
Satz bewiesen. 


1) Auf einen strengen Beweis dieser Behauptung kommt es allerdings in 
erster Linie an. Ein solcher findet sich unten, § 8. 
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1. Zusatz.1) Ist u in der Néhe von A, diesen Punkt allein 
ausgenommen, harmonisch, und hat wu eme untere (obere) Grenze in 
diesem Bereiche, so ist 

u=kloge+ao, 


wo @ und w dieselbe Bedeutung wie vorhin haben, k aber hier 
auch der Wert 0 zukommen kann. 


Addiert man nimlich ein passendes Vielfaches von logo zur 
vorgelegten Funktion, so geniigt die neue Funktion den Bedingungen 
des Hauptsatzes, woraus sich denn der Beweis sofort ergibt. 


2. Zusatz.?) Hat eine harmonische Funktion eine isolierte Sin- 
gularitdat im eimem Punkte A, so ist 


i) A ewe hebbare singulire Stelle; oder aber 
li) wu wird unendlich in A; oder endlich 
in) u nummt jeden Wert in jeder Umgebung von A lings ewer 
ganzen bis an A hinanreichenden Kurve an. 


Tritt naémlich weder Fall i) noch Fall ii) ein, so kann wu keine 
obere und auch keine untere Grenze in der Nihe von A haben, 
woraus man denn sofort auf den Fall iii) schlieBen kann. 


Beweise verméige komplexer Funktionen. Die Satze 7 und 8 ge- 
statten einfache Beweise vermége der konjugierten Funktion v. 
Ist v eindeutig, so ist die komplexe Funktion 


w=uUut vs 


im bewuBten Bereiche analytisch. Hine wesentliche singulare Stelle 
letzterer Funktion im Punkte A ist nun ausgeschlossen, da w offen- 
bar einem beliebig vorgegebenen Werte nicht unbegrenzt nahe 
kommen kann. Und ein Pol ist ebenso wenig méglich. Hs bleibt 
also nur noch eine hebbare Unstetigkeit iibrig, woraus denn folgt, 
da8 uw auch bloB eine solche Singularitét haben kann. 

Wachst v» dagegen bei einem positiven Umkreisen des Punk- 
tes A um 2kz, so bilde man die Funktion 


w+ ot 


1) Dieser Satz riihrt von Hrn. Kellogg her. 

2) Im wesentlichen bei Bécher, a.a. O., 8.461, der den folegnden Satz 
formuliert: ,,Wird eine harmonische Funktion zweier oder mehrerer Argu- 
mente unendlich fiir einige, aber nicht fiir alle Annaiherungsweisen an eine 
isolierte singulaire Stelle P,, so wird uw positiv und auch negativ unendlich bei 
geeigneter Wahl der Anniherung an Py." 
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Diese ist eindeutig und bis auf den Punkt A analytisch. Da 


u 


lf@)|=e "<a, 


wo G eine geeignete Konstante bedeutet, so kann f(z) nur eine 
hebbare singulire Stelle in A haben, und nun schlie8t man mit 
leichter Miihe auf die Gleichung 


u=klogo+o. 


Bécher (a.a.O.) machte auf Beweise dieser Art aufmerksam. 
Der soeben gegebene Beweis rihrt von Picard her, C. R. 176a 
(1928) 8. 988. 

Hin anderer iuBerst einfacher Beweis ergibt sich vermége des 
Abbildungsverfahrens, Kap. 14, §1. Um A als Mittelpunkt lege man 
einen Kreis i, der keinen weiteren singuliiren Punkt von uw im Innern 
noch am Rande enthilt. Sei w die (etwa mittelst des Poissonschen 
Integrals gebildete) Funktion, welche sich in K harmonisch verhilt 
und am Rande mit wu iibereinstimmt. Dann wird die Funktion 


UWy=uUuU—UuU 


bis auf einen konstanten Faktor die Greensche Funktion von K 
sein, vgl. § 8, Ende, woraus sich denn der Beweis sofort ergibt. 

Hat man einmal den 8. Satz bewiesen, so ergibt sich der 7. Satz 
ja direkt daraus. 


Der unendlich ferne Bereich. Da sich eine harmonische Funktion 
invariant gegeniiber einer Transformation durch reziproke Radien 
verhalt, wird der unendlich ferne Bereich der Ebene als ein Punkt 
aufgefabt. Eine Funktion verhdlt sich harmonisch vm Punkte oo, 
wenn u auSerhalb einer bestimmten geschlossenen Kurve eindeutig 
und harmonisch ist und auferdem im genannten Bereiche endlich 
bleibt. 

Eine solche Funktion nihert sich einem Grenzwerte, wenn der 
Punkt (z, y) ins Unendliche riickt, denn die transformierte Funktion 
hat ja nur eine hebbare Singularitit. 


9. Satz. Der Laurentsche Satz. Sei wu eine Funktion, 
welche in einem endlichen zwetfach zusammenhiingenden Bereich S 
harmonisch ist, und seien C, und Cy, bzw. die diupere und die 
innere Begrenzung von 8. Dann lapt sich uw in zwei Teile spalten: 
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dergestalt, daB ux im Innern von C,, und uy tiberall im Endlichen 
auperhalb C, harmonisch ist. 

Im Punkte co verhiilt sich uy harmonisch oder aber uy wird 
dort unendlich, 


Uy =klogae+o. 


Insbesondere darf die Kurve C, auf einen Punkt zusammen- 
schrumpfen, oder die Kurve C, kann die ganze Ebene umschlieBen; 
beides kann auch zugleich eintreten. 


Setzt man namlich im 1. Satz h = log 1/r, so kommt: 


_s 1 dlogr Ou 
u=— ef (u a —logr 2“) ds 


1 dlogr Ou 
af (« an — loer 5) as, 
Cy 


und da liefern nun die beiden Integrale rechter Hand eben die in 
Aussicht genommenen Funktionen uz und uy. In der Tat ist der 
Integrand harmonisch, und iiberdies laBt sich die Differentiation 
nach Kap. 8, § 8 unter dem Integralzeichen ausfiihren. 

Der Beweis setzt voraus, daB u, du/ex, cu/ey stetige Rand- 
werte besitzen. Wir kénnen jedoch die SchluBweise leicht dahin ab- 
aindern, daSB diese Annahme ganz beseitigt wird, indem wir zwei 
Kurven Ci und C4 einfiihren, welche ganz innerhalb S liegen und 
dicht neben C, bzw. C, herlaufen. Fiir den durch Ci und C4 be- 
grenzten Bereich 9S’ wird dann der vorstehende Beweis seine Giiltig- 
keit beibehalten: 


U = Ug + Uy. 


LaBt man jetzt C, sich an die Kurve C, immer enger anschmiegen, 
so wird dadurch weder wu noch wy behelligt, und darum bleibt auch 
uy ungeindert in jedem Punkte von S, welcher einmal von S’ um- 
faBt ist. In der Grenze erhalt man mithin eine Funktion wz, welche 
in C, eindeutig und harmonisch ist. Verfahrt man noch mit Cy in 
iihnlicher Weise, so ergibt sich damit die gewiinschte Verallgemeine- 
rung. 
Yum Beweise des letzten Teiles des Satzes schreiben wir 


in=— 5 af * oer ds + 5 any) 1% gr on ds , 
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wobei nétigenfalls C, durch Cy zu ersetzen ist, und zeigen zuerst, 
daB das erste Glied rechts gegen 0 konvergiert, wenn r = co wird. 
In der Tat ist 


Da nun wu cos y lings der ganzen Kurve C, endlich bleibt, so kon- 
vergiert der Integrand gleichmifig gegen 0. Dementsprechend kon- 
vergiert auch das Integral gegen 0, vgl. Kap. 3, § 7. 

Zur Behandlung des zweiten Gliedes setze man 


logr = log | -+ loge, 


wo o die Entfernung des Punktes me y) von einem festen Punkte 
bedeutet, und r nur fiir groBe Werte betrachtet wird. Dann ist 


free nae = floes Fe ares J ond 


Hier ase pee das erste Glied rechts, wie eine ahnliche Uber- 
legung wie vorhin zeigt, ebenfalls gegen den Grenzwert 0, wenn 
r = co wird, wiihrend das zweite bereits die Form k log @ besitzt. 
Hiermit ist der Satz bewiesen. 


Zusatz. Set u eime Funktion, welche auferhalb einer oder 
mehrerer Kurven C, imkluswe des Punktes co, eindeutig und har- 
monisch wt und auferdem nebst thren partiellen Ableitungen erster 
Ordnung stetige Randwerte lings dieser Kurven annimmt. Dann 
lapt sich u im genannten Gebiete in der Gestalt darstellen: 


a Sa fy (pga Se au 
wan of (u re" —logr 2") ds, 
Cc 


wo u,, den Wert von u im Punkte co bedeutet. 


Fiir das AuBere der Kurven OC entspricht diese Formel der 
friiheren, auf einen endlichen Bereich beziiglichen Darstellung (2). 
Vgl. auch Kap.7, § 9, Aufgabe 5. 


Aufgabe. Man dehne den 9. Satz auf einen beliebigen mehr- 
fach zusammenhingenden Bereich aus. 


10. Satz. Bezeichnet man mit g(x, y; &,n) die fiir den Punkt 
(€, 7) als Pol gebildete Greensche Funktion eines beliebigen Bereiches, 
so 1st 


g(x,y; &,%) = 9(&,; Z, Y). 
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Im Falle des Kreises beweist man den Satz, wie bereits erwahnt, 
an der Hand der expliziten Formeln, §. 666, Aufgabe. Im allge- 
meinen Falle seien A,: (21, y;), Ag: (£2, y2) zwei beliebige innere 
Punkte des Bereiches S, und seien 


g(@, Y3 Ty, Y1) = G1 (2, Y), G(X, Y3 Ler Yo) = Go(Z, y)- 


Sind ¢,, ¢, zwei groBe positive Konstanten, so bestehen die Kurven 


Cy: gi(@, y) = 43 Ce: ga(%, y) = Ce 


aus kleinen Ovalen, die bzw. die Punkte A, und A, umschlieBen.*) 
Das Innere dieser Kurven werde aus S entfernt, und der neue Be- 
reich werde mit S’ bezeichnet. 

Jetzt wenden wir den vorstehenden Hilfssatz, $.658, auf die 
Funktionen u =g,, v =g, und den Bereich S’ an. So kommt: 


ry) 2 ra) 1 0 2 1 
ieee) a+ f(a — 925%) ds =0, 
¢; 


2 


denn am duS8eren Rande von S’ verschwinden ja g, und g, beide. 
Nun ist aber 


da gz im Innern von C, sowie auch am Rande, harmonisch ist. 
Und ebenso schlieBt man, dab 


Vee 
[9098 as <0. 
Cy 


Auf die beiden iibrig bleibenden Integrale kann man nun den 
Mittelwertsatz von S. 46 anwenden, 


a aie t ROUh 
Join ods Gs Xj, @,, my) f Sas, 
6 


wo (%,, 9) ein geeigneter Punkt von Cj ist, denn @g,/én ist ja 
nirgends positiv auf C,. Im ibrigen ist (S. 663, Aufgabe) 


1) Man vergleiche unten, § 8. 
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Verfihrt man mit dem anderen Integrale ebenso, so gewinnt 
man schlieBlich folgende Gleichung: 


27 go (F1, ¥1) — 2791 (2, Yo) = 0. 
Es bleibt nur noch iibrig, ¢, und c, ins Unendliche wachsen zu 


lassen. Dann nahern sich (#1, ¥;), (%2, Ya) baw. den Punkten 
A,, Ag, woraus sich denn ergibt, da 


Jo(®15 Y1) = 91 (Ze Yo), 


und hierin liegt der Beweis des Satzes. 

Wir haben die Stetigkeit der Ableitungen @9,/0z,..., égo/éey 
am Rande von S vorausgesetzt. Der Satz gilt indessen allgemein, 
denn er ist ja invariant gegeniiber einer konformen Abbildung, und 
das allgemeinste einfach zusammenhiingende Kontinuum 1a8t sich, 
wie unten, Kap. 14, § 5 nachgewiesen wird, konform auf den Kreis 
abbilden. 


11. Satz.1) Ser 
4 f(x, Y, a) 


eine Funktion, welche fiir jeden in Betracht kommenden Wert von a 
sich in einem Bereiche S harmonisch verhilt und tibrigens am Rande 
von S stetig ist. Konvergieren dann die Randwerte U, beim Grenz- 
iibergange lim a = @ (imsbesondere darf a = co sein) gleichmdfrg, so 
konvergiert uw, gleichmapig in S, und zwar wird die Grenzfunktion 
lim Ue = Uz 
ebenfalls harmonisch in S sein. 
Des weiteren konvergieren die partiellen Ableitungen 


Oa OUa 


ica 

im jedem Bereiche X, welcher nebst seinen Randpunkten ganz innerhalb 

S liegt, gleichmifrg gegen dre Grenzwerte du/ox bew. du;/ey, 

und da jene Ableitungen wieder harmonisch sind, so schlieBt man 

allgemein: 

Omtny dada | 

lim ~—— = ~_,—. 
OxL™ oy C2” oO y” 


a=a 


Daber ist auch im letzteren Falle die Konvergenz gleichmipig in &. 


1) Harnack, Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials, 
1887, § 20. 
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Wir kniipfen an den 8. Satz von § 8 an, wonach eine harmo- 
nische Funktion, welche am Rande stetig ist, ihren gréBten, sowie 
ihren kleinsten Wert am Rande erreicht. Da es nun nach Voraus- 
setzung zu jedem ¢> 0 ein von a, a’ unabhingiges 0 > 0 gibt, 
derart, daB 

1U, —U,| <e; la —a| <0, la’ —a|l <od, 
so folgt unmittelbar aus jenem Satze, daS auch im Innern von S 
[ee 1g |< € [er 2 |p=e0, le’ —a| <o. 


Hiermit ist die gleichmaiBige Konvergenz von wu, in S dargetan. 

Sei ferner A: (2%, Yo) ein beliebiger innerer Punkt von S, und 
man lege um A einen Kreis K, welcher nur keinen Randpunkt von 
S in seinem Innern umfaSt. Bezeichnet man mit U\, UY den 
Wert von u, bzw. uz am Rande von K, so ist 


(20) Us UE ROM Pwoe Cys 


ist. Andererseits wird u, innerhalb K durch das Poissonsche Inte- 
gral dargestellt: 


anes (K) == 
are ree oe oa eee 
0 


Re at—r 
Cy) _ 8h, @ = darbos(O ey ie 


—r? 
ne a oe dy 


Fassen wir nun einen bestimmten inneren Punkt: (r, 0) von K ins 
Auge und halten wir diesen fest, so konvergiert der Integrand des 
letzten Integrals, als Funktion von y und @ aufgefaBt, wegen (20) 
nebst der Relation: 


Oa a+r 
xe 
= a*® — 2arcos(@— y) +r? ~a—r 


gleichmaBig gegen 0, wenn a@ dem Werte @ zustrebt. Daher nahert 
sich dieses Intergal dem Wert 0, wihrend das vorhergehende gar 
nicht von @ abhingt, und es ergibt sich sonach: 


27 
1 (x) orate ae 
(22) ane ey fee Sire aye 
0 
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Rechter Hand steht aber eine im Kreise K harmonische Funktion. 
Wir haben also gezeigt, da® die Grenzfunktion u im Punkte A har- 
monisch ist. Da nun aber A ein beliebiger innerer Punkt von S 
war, so ist der Beweis des ersten Teils des Satzes hiermit erbracht. 

Zur Begriindung des zweiten Teils gehen wir von der Bemerkung 
aus, daB in der Formel (21) unter dem Integralzeichen differentiiert 
werden darf. Dabei nihert sich das letzte Integral dem Werte 0, 
wie eine iihnliche Uberlegung wie vorhin ergibt, und zwar ist die 
Konvergenz fiir alle Punkte P: (r, 0) eines kleineren Kreises JC’ vom 
Radius r’, wo r <r’ <a ist, eine gleichmiifige. Das zweitletzte 
Integral hiingt wieder nicht von @ ab, es stellt aber, wie man mit 
Riicksicht auf (22) sofort erkennt, die betreffende Ableitung von 
u. vor, und hiermit sind wir also am Ziele. 

Bei dem obigen Beweise haben wir von folgendem leicht zu be- 
griindenden Satze Gebrauch gemacht: Konvergiert ein unendlicher 
ProzeB in der Umgebung eines jeden Punktes eines abgeschlossenen 
Bereiches gleichmiBig, so konvergiert er auch im ganzen Bereiche 
gleichmaBig; vgl. Kap. 1, § 12. 

1. Zusatz. Der vorstehende Satz bleibt auch dann noch bestehen, 
wenn man nur verlangt, dap u im Innern von S harmonisch ser und 
in jedem Bereiche 2’, der nebst seinem Rande innerhalb S liegt, gleich- 
miapig konvergiere. 

Wir wollen noch die Formulierung des Satzes fiir den besonderen 
Fall emer unendlichen Reihe hinzufiigen. 


Reihensatz. Konvergiert eine Rethe harmonischer Funktionen: 


Uy + Up +> 


im einem bestimmten Bereiche gleichmafig*), so stellt sie eine harmoni- 
sche Funktion vor. Sie lapt sich iiberdies beliebig oft gliedweise diffe- 
rentueren, und zwar konvergiert die Rethe der Ableitungen, welche ja 
auch harmonisch sind, ebenfalls gleichmiBig in jedem Bereiche Z, 
welcher nebst seinen Randpunkten ganz innerhalb S liegt. 


Der Satz ist das Analogon, des 6. Satzes von Kap. 7, §5 und 
gestattet auch, wie jener, einen Schlu8 auf das Verhalten der durch 
ein bestimmtes Integral definierten Funktion. Wir kénnen sagen: 


2. Zusatz. Ist u=f(x, y,t) eine stetige Funktion der drei 
unabhingigen Variabelen x, y, t, wo der Punkt (x, y) im emem 


1) Der Satz gilt auch unter den Voraussetzungen des Zusatzes. 
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Berewche S legt und t em beliebiger Punkt des Intervalles a <t <b 
ast, und verhdlt sich wu auBerdem, fiir jeden festen Punkt t jenes 
Intervalls, harmonisch im S, so stellt das Integral: 


ee y, t)dt 


eine in S harmonische Funktion vor. Im iibrigen laPt sich das Inte- 
gral unter dem Integralzerchen differentueren. 


Beide Teile des Satzes beweist man leicht, indem man einen 
willkirlichen inneren Punkt P des Bereiches S herausgreift und einen 
kleinen Kreis K um ihn legt. Fiir die im Innern von K gelegenen 
Punkte (az, y) und fir alle Werte von ¢ hat man dann: 


27 
a? —r? 


1 
f(z, ys t) = 3 cee ee dy, 


0 


wo F=f(X, Y,t) den Wert von f(z, y,t) am Rande von K be- 
deutet. Hieraus folgt aber unter Umkehrung der Integrations- 
folge, daB 


b 272 
; Salk i ieee 
Jie. Y> Nat= ff Oo adv, 


0 
wo 


=| 1X, Y, t) dt 


ist. An dieser Darstellung liest man nun den Beweis sofort ab. 


12. Satz. Harnackscher Satz.1) In emem Bereiche S ser 
eine unendliche Folge harmonischer Funktionen uy, Ug, +--+ gegeben, 
wofiir 

Un S Un+1 


in jedem Punkte von S ist. Auferdem soll up, in einem inneren Punkte 
A von S einem Grenzwerte zustreben, wenn n = co wird. Dann kon- 
vergiert U, in jedem abgeschlossenen, ganz imnerhalb S gelegenen Be- 
reiche gleichmapig. 


1) Harnack, ibid. 
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Setzen wir zuvorderst: 
(28) Un = Uy + (Ug — ty) +++ + (Un — Un—1) 
= Wy + We +s + Wp 


Dann ist nach Voraussetzung: 
w, = 0, n> 1, 


Um A wollen wir einen Kreis legen, welcher keinen Randpunkt von 
S im Innern oder auf seiner Begrenzung enthilt, und dann w, in 
demselben vermiége des Poissonschen Integrals darstellen: 


a? — r? 
on df Wes Yar rer Payer he 


Nehmen wir noch die beiden Relationen hinzu: 


7 ial fe a+r 
0s a? — 2arcos(@— y) +r? = a—r’ 


21 
1 
= sf Wady, 
0 


wo M,, den Wert von w, in A bedeutet, so finden wir hieraus mit 
Ricksicht auf die Beziehung W, => 0: 


"<= a; 


Darin liegt aber der Beweis der gleichmifigen Konvergenz der 
Reihe (23) fir die Punkte des Kreises r < R <a, weil dort 
at+tR 
Wn <M, an =F 
ist und die Reihe positiver Glieder a ja konvergiert. 

Um den Beweis nun allgemein zu erbringen, geniigt es offenbar 
zu zeigen, daB die Reihe (23) in der Umgebung eines jeden inneren 
Punktes P von S gleichmiBig konvergiert. Dies geschieht, wie folgt. 
Man verbinde A mit P durch eine ganz innerhalb S verlaufende 
Kurve, welche dann nach der Art und Weise von Kap. 9, § 1 mit 
ubereinander greifenden Kreisen bedeckt werden soll. Dem Voraus- 
geschickten zufolge konvergiert dann die Reihe (28) sukzessive zu- 
nachst im Mittelpunkte, sodann aber allgemein in jedem dieser 
Kreise, und daher auch insbesondere im Punkte P. Mithin kon- 
vergiert sie gleichmaBig in der Umgebung von P. 
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§ 5. Fortsetzung: dritte Gruppe, auf einer Reihenentwicklung 
fuBend. 


Es fehlt uns noch einer der grundlegenden Satze in der Ent- 
wicklung der Theorie des logarithmischen Potentials, naémlich der- 
jenige von der Hindeutigkeit der harmonischen Fortsetzung. Dieser 
Satz beruht darauf, daB eine harmonische Funktion, welche in einem 
zweidimensionalen Teile ihres Bereiches verschwindet, dann iiberall 
im Bereiche verschwinden mu8.1) Zum Beweise des letzteren Satzes 
bedient man sich einer Reihenentwicklung, welche aus dem Poisson- 
schen Integrale ebenso abgeleitet wird, wie die Cauchy-Taylorsche 
Reihe aus der Cauchyschen Integralformel. 

Wir wenden uns jetzt zur Aufstellung dieser Reihenentwicklung 
und gehen dabei vom Faktor 

a? — r2 
a* — 2arcos(6—yp)-+ 7? 


jenes Integranden aus, welchen wir hiermit nach aufsteigenden 
Potenzen von r entwickeln wollen. Fwthrt man hierzu r/a = a, 
6 —y = @ ein und setzt man die Reihe: 


Io _ nye 
(oem eae one tae 


an, so kommt durch Ausmultiplizieren und Vergleich der Koeffi- 
zienten : 


ai— 1 
a, = 2cosg 
A, = 4.608 y cos p — 2 = 2 cos 2p 


ag = 4 cos cos 29 — 2 cos p = 2 cos 8y 


A, = 4 cos p cos (n — 1) y — 2 cos (n — 2) py = 2 cos ng. 


1) GauB, Allgemeine Lehrsdtze, usw., 1839, Nr. 20; Riemann, Disser- 
tation, 1851, Nr. 11. Der Beweis beruht auf einer Anwendung des Mittelwert- 
satzes, wodurch nicht alle Falle erledigt werden. 

Wegen der Beziehung des Poissonschen Integrals zur Reihenentwicklung 
vgl. man die urspiingliche Poissonsche Abhandlung, Journ. Ec. polytech., 
Cah. 18 (1820). 
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Hiermit haben wir folgende Entwicklung fiir den Integranden des 


Poissonschen Integrals erhalten: 


(1) U aoe =U +2U(") cos (0—y) 


a? — 2arcos(6—g)+r 


+ 2U (1) cos 2(0— p) +--+. 


Dabei konvergiert die Reihe gleichmafig fiir alle Werte von 0, p 
und r, wofir nur 0 <r <7, <a ist.) Durch gliedweise Integra- 
tion entsteht daraus die in Aussicht genommene Reihenentwicklung 
der Funktion w. 

Indem wir das Vorausgehende zusammenfassen und im An- 
schlusse an den Reihensatz des vorhergehenden Paragraphen, 
8. 684, noch ergiinzen, kénnen wir sagen: 


1. Satz. Set w eine in einem Bereiche S harmonische Funktion, 
und sei O ein innerer Punkt von S. Dann last sich wu in folgende 
Rethe entwickeln: 


(2) u= 2 +> [a, cosnO + by sin nO], 


n=1 


wo 
8x 27 
1F ere 
a,= =, | Ucosnydy, b= 1, f Usinnydy. 
0 0 


Dabei konvergiert die Rethe und stellt die Funktion uw in allen 
Punkten dar, die innerhalb des gripten Krewes K wm O legen, 
welcher nur keinen Randpunkt von S in seinem Innern einschlieft. 
Insbesondere kann an Stelle von K die ganze endliche Ebene treten. 

Des weiteren konvergiert die Rethe gleichmipig in jedem endlichen 
Berewh, welcher nebst semem Rande wmnerhalb des Konvergenzbereiches 
liegt, und sie laBt sich beliebig oft ghedweise differentiieren. 

Dive Darstellung ist auBerdem eindeutig. 


Da namlich die einzelnen Glieder von (2) harmonisch sind, so 
folgt die gliedweise Differentiierbarkeit, sowie auch die gleichmaBige 


1) Durch den Gebrauch komplexer GréBen kann die Berechnung der 
Koeffizienten erleichtert werden, indem man die Funktion 


aevitz oy 
aT Cae we=re", 
ae” '—z2 


deren reeller Teil ja die zu entwickelnde Funktion bildet, nach aufsteigenden 
Potenzen von z entwickelt und dann den reellen Teil der Glieder herausgreift. 
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Konvergenz der also erhaltenen Reihen, direkt aus dem 11. Satze 
von § 4. 
Um zuletzt noch die Hindeutigkeit der Entwicklung darzutun, sei 


u= a +> r™[a,cosn6 + b;, sin n 6] 
m=1 


eine zweite Reihe, welche die Funktion wu ebenfalls darstellt. Dann ist 


Oe ae +> 1” [(dn — @,) cosnO + (b, — b,,) sin n 6] 
n=1 
eine Reihe, welche nach aufsteigenden Potenzen von r fortschreitet 
und identisch verschwindet. Mithin mu8 zunachst 


% —a,=—90, (a, —a;,) cosn6 + (b, — bd’) sin nb = 0 


sein, was 0 auch immer fiir einen Wert haben mége, woraus dann 
folgt, daB alle Koeffizienten verschwinden. Oder man kann auch so 
wie bei den Fourierschen Reihen schlieBen, indem man mit cos m@ 
bzw. sin m@ multipliziert und, unter weiteren Voraussetzungen be- 
treffend die Konvergenz der zweiten Reihe, in bezug auf 6 zwischen 
den Grenzen 0 und 22 integriert. 

Hinsichtlich des ersten Beweises bemerken wir noch, da8 man 
die Voraussetzungen wesentlich einschrinken kann. Legt man niém- 
lich 9 einen bestimmten Wert 6, bei, so gehen beide Reihen in 
Potenzreihen in r iiber. Wir wollen nun annehmen, daf letztere 
Reihen fiir unendlich viele Werte r=1,,172,... gleiche Werte 
haben, wobei die r, mindestens eine Hiufungsstelle haben sollen, 
welche zugleich innerhalb des Konvergenzintervalls beider Reihen 
liegt. Das hat dann zur Folge: 


hy = a5, (an — a) cos nO, + (b, — bi) sin nO, = 0. 


Wenn nun dasselbe auch fiir einen zweiten Wert 6 = 0, gilt, wobei 
sich 0, und 6, um kein rationales Vielfaches von a voneinander 
unterscheiden, so sind die Reihen identisch. 

Aus der soeben erhaltenen Entwicklung leitet man noch eine 
Entwicklung nach homogenen harmonischen Polynomen in x — Zo, 
Y —Y, ab, indem man cosnO, sinn@ als Polynome in cos 6, 
sin # ausdriickt und dann 


r cos 0 = 2 — QB, rsin? = y — Yo 
eintrigt: 
(3) Pea Pett 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 4 
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Dabei zeigt der Index die Dimension des Polynoms an, sofern das- 
selbe nicht identisch verschwindet. Der Konvergenzbereich dieser 
Reihe fallt offenbar mit demjenigen der Reihe (2) zusammen und 
umfa8t also jedenfalls auch das Innere des Kreises K. Indem wir 
jetzt nach der Taylorschen Reihenentwicklung der Funktion wu fragen, 
so ist klar, daB wir dieselbe erhalten werden, falls es erlaubt ist, in 
der Reihe (3) die Summe 


Pn =>) Se k (x err cS (y = Yo)" 
E=0 


in ihre einzelnen Glieder aufzulésen und diese dann als die Terme 
einer neuen Reihe anzusehen. Da8 dies auch in der Tat angeht, 
erkennen wir aus dem Umstande, dafi der Faktor des Poissonschen 


Integranden: 
4 a@—r = a? — 2? — y? 
(4) a? —2ar cos(@—yp)+r? a? — 2aaz cos p— 2aysin p + a + y?’ 


wo wir der Einfachheit halber 2) = yy =0 gesetzt haben, im 
Punkte O nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt werden 
kann, und zwar konvergiert die damit gewonnene Reihe fir die 
Umgebung des Punktes O und fir alle Werte von y gleichmabig. 
Was die Hinzelheiten anbelangt, so wird man 


z= 2azrcosyp + 2ay sin yp — 27 — y? 
setzen und diesen Wert fiir z in der Reihe 


1 1 z a 
=o ee eg tri gta 


a—z 
eintragen. Sodann wird die neue Reihe mit dem Zihler von (4) 
multipliziert, worauf endlich die zuletzt gewonnene Reihe nach Mo- 
nomen aufsteigender Dimension in «, y umgeordnet wird. Zur Recht- 
fertigung des Verfahrens sehe man die gebraiuchlichen Lehrbiicher 
uber algebraische Analysis.) Fiir eine gewisse Umgebung des Punk- 
tes O unterscheidet sich nun die Entwicklung (8) von der Taylor- 
schen Reihenentwicklung der Funktion nur dadurch, daB die Glie- 


1) Wir kénnen indessen alle Rechnung vermeiden, indem wir bemerken, 
da8 der Integrand des Poissonschen Integrals in einer bestimmten Bereiche 
g<h, |y|<h, |y|<oo stetig von den komplexen Argumenten a, y 
und der reellen GroSe y abhingt, und da er sich tiberdies fiir jeden festen 
Wert von y analytisch im Bereiche | z|<h, | y|<h verhilt. Da sich nun 
der 7. Satz von Kap.7, § 5 auf Funktionen mehrerer Variabelen unmittelbar 
iibertragen lat, so ist hiermit der Beweis geliefert. — Im iibrigen vergleiche 
man Bd. II dieses Werkes, Kap. 1, §§ 13—15. 
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der gleicher Dimension in der Taylorschen Reihe hier in Klam- 
mern eingeschlossen erscheinen. Das Resultat wollen wir noch, 
wie folgt, zusammenfassen. 


1. Zusatz. Ewe harmonische Funktion lat sich nach dem 
Taylorschen Lehrsatze in eine unendliche Reihe entwickeln, und 
erwerst sich somit als eine analytische Funktion?) der rechtwinkligen 
Koordinaten (x, y). 


Was den Konvergenzbereich der Reihe (2), sowie der Taylorschen 
Reihenentwicklung von wu anbetrifft, so hat Boécher?) gezeigt, daB 
das gréBte Kontinuum, in welchem (2) konvergiert, aus einem Kreise 
r <A besteht. Die Reihe kann indessen auch noch auf der Ver- 
langerung von Radien dieses Kreises konvergieren, braucht aber dort 
die Funktion nicht mehr darzustellen. Solche Strecken werden 
offenbar stets symmetrisch in bezug auf den Mittelpunkt des Kreises 
auftreten. La8t uw insbesondere eine harmonische Fortsetzung (vgl. 
§ 7) langs einer derartigen Strecke zu, so wird der Wert der Reihe 
doch mit demjenigen der Funktion ibereinstimmen. 

Andererseits konvergiert die Taylorsche Reihenentwicklung stets 
innerhalb desjenigen im Kreise r < A einbeschriebenen Quadrats, 
dessen Diagonalen in den Koordinatenachsen liegen. Sonst konver- 
giert diese Reihe héchstens noch a) in Randpunkten des Quadrats, 
woselbst sie dann die Funktion darstellt; b) in Punkten der Ko- 
ordinatenachsen, welche auSerhalb des Quadrats legen. Solche 
Punkte bilden stets Strecken, welche von den Ecken des Quadrats 
auslaufen und symmetrisch in bezug auf den Mittelpunkt desselben 
auftreten. In denselben braucht die Reihe die Funktion nicht mehr 
darzustellen. 

Wir gehen jetzt zur Entwicklung einer harmonischen Funktion 
im Punkte co und zum Analogon der Laurentschen Reihenent- 
wicklung iiber. Sei w eine in einem Bereiche S harmonische Funk- 
tion, und sei ® ein ganz innerhalb S gelegener Kreisring um den 
Punkt O: r=0. Spaltet man w dann nach dem 9. Satze von 
§ 4 in die Summe zweier Funktionen: 


U = Uy + Uy, Uy =k logr + w, 


so lat sich wv, nach dem Vorausgehenden in eine Reihe von der 
Form (2) entwickeln. Was nun w anbetrifft, so wollen wir die Ebene 


1) Vgl. die Definition auf S. 124. 
2) Bocher, Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 10 (1909), S. 271. 
44* 
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der Transformation r = 1/r’ unterwerfen. Hierdurch geht w in eine 
Funktion w’ tiber, welche folgende Reihenentwicklung gestattet: 


w' = > r'"[a;, cosn6 + b), sinn 6]. 
n=1 
Indem wir jetzt durch Wiederholung dieser Transformation zur ur- 
spriinglichen Funktion w wieder zuriickkehren, erhalten wir so fiir w 
eine Reihe von derselben Form wie (2) mit der einzigen Ausnahme, 
da8B jetzt die Exponenten negative ganze Zahlen sind. Hieraus er- 
gibt sich der 


2. Zusatz. Ist w in einem Kreisringe harmonisch, so laBt sich wu 
dort in folgende Rethe entwickeln: 


oo 


(5) u=klogr+ > 1" (a, cosn6 + by sinn 6). 


Insbesondere darf sich der Radius des inneren Randes auf 0 re- 
duzieren, und der Radius des duBeren Randes kann auch unendlich 
werden. 

Die Rethe konvergiert ferner gleichmapig in jedem endlichen Be- 
reiche, welcher nebst senem Rande innerhalb des Konvergenzbererches 
liegt, und sie lapt sich beliebig oft gliedweise differentueren. Im tibrigen 
ist die Darstellung evndeutig. 


Die Werte der Koeffizienten kann man auch hier in ahnlicher 
Weise wie vorhin darstellen. Zu dem Zwecke wird man am ein- 
fachsten die Reihe (5) mit cosn@ bzw. sin n@ multiplizieren und 
dann iiber den Kreis r = R integrieren, wo Ff eine beliebige zwischen 
dem inneren und dem dufSeren Radius von & gelegene Gréfe be- 


deutet. So kommt: 
27 


ha, + hte = ai cosn6d0, 


= n t= 0; 
Rb, — R-"b_,» Pyare 
0 


ag+klog R= aff Udo, 
6 
wo U den Wert von wu auf dem Kreise r = R bedeutet. Erteilt 


man f also zwei verschiedene Werte, R, und R&,, so lassen sich 
die Koeffizienten aus den resultierenden Gleichungen bestimmen. 
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2. Satz.1) In einem Bereiche S set u harmonisch. Verschwindet 
u dann wn allen Punkten eines in S enthaltenen Bereiches 2, so 
verschwindet u iiberhaupt in jedem Punkte von S. 


Sei A ein innerer Punkt von X und B ein beliebiger Punkt 
von S. Wir wollen A mit B durch eine ganz innerhalb S verlaufende 
Kurve verbinden und diese dann durch eine endliche Anzahl ganz 
in S gelegener Kreise derart iiberdecken, daB der Mittelpunkt eines 
jeden derselben, vom zweiten ab, innerhalb des vorhergehenden 
liegt. Nun wird die Entwicklung (2) im ersten Kreise, dessen Mittel- 
punkt in A liegen mége, identisch verschwinden, weil dies eben fiir 
die Umgebung des Punktes A der Fall ist. Infolgedessen muB die 
Entwicklung im zweiten Kreise gleichfalls identisch verschwinden, 
u.s.w.f. Daher verschwindet w schlieBlich im Punkte B, und hier- 
mit ist der Satz bewiesen. 

Auf Grund dieses Satzes gestaltet sich nun das Prinzip der 
harmonischen Fortsetzung in der Theorie des logarithmischen Poten- 
tials genau ebenso, wie das Prinzip der analytischen Fortsetzung bei 
den analytischen Funktionen eines komplexen Arguments. Sind nim- 
lich u, und uw, zwei Funktionen, welche sich bzw. in zwei iberein- 
andergreifenden Bereichen S, und S, harmonisch verhalten; ist 
ferner im gemeinsamen Teile dieser Bereiche u, = ug, so erwichst 
aus wu, und wu, eine Funktion, welche in dem aus S, und S, zu- 
sammengesetzten Bereiche S harmonisch ist. Hieraus geht der 
folgende Satz hervor. 


3. Satz. Hine harmonische Funktion lift sich tiber evn bestummtes 
Randstiick des Bereiches S hinaus, in welchem ste zundchst gegeben ist, 
héchstens auf eine Weise harmonisch fortsetzen. 


Zur vollstandigen Definition einer harmonischen Funktion kann 
man hiernach von einer besonderen Bestimmung derselben in einem 
beschrinkten Bereiche ausgehen und diesen Bereich dann durch 
Angliederung benachbarter Bereiche schrittweise erweitern, was im 
allgemeinen zu einer Riemannschen Flache fahren wird. Setzt man 
das Verfahren fort, bis ein Bereich erhalten wird, welcher keiner 
derartigen Erweiterung mehr fahig ist, so gelangt man damit zum 
Begriffe einer monogenen harmonischen Funktion. Die nahere Aus- 
fiihrung der Einzelheiten verlauft hier den entsprechenden Entwick- 


1) Man vergleiche das am Hingange des Paragraphen stehende Zitat auf 
GauB und Riemann. 
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lungen bei den analytischen Funktionen eines komplexen Arguments, 
Kap.9, genau parallel, und deshalb begniigen wir uns mit diesen 
kurzen Andeutungen. 

Den Beweis des 2. Satzes hatte Riemann in § 11 seiner Disser- 
tation im AnschluB an Gau8, der den dreidimensionalen Fall be- 
handelt hatte, mittels der Integralsitze zu fiihren gesucht. Seine 
SchluBweise ist jedoch deshalb liickenhaft — um blo8 einen Mangel 
zu erwihnen —, da er es als selbstverstindlich ansieht, dai eine 
Kurve, lings deren eine harmonische Funktion w verschwindet, ent- 
weder a) ein Gebiet begrenze, in welchem w iiberall ein und das- 
selbe Vorzeichen bewahrt, oder aber b) innerhalb eines Bereiches 
liege, in welchem uw = 0 ist; und da8 fernerhin in letzterem Falle 
der Bereich, in welchem uw verschwindet, jedenfalls an ei Gebiet 
stoBen miisse, in welchem wu gleiches Vorzeichen bewahrt, es sei denn, 
da8 wu iiberall in S verschwindet. Es gibt indessen noch eine Méglich- 
keit, woran Riemann nicht dachte. Die Funktion w kénnte nimlich 
in jeder Umgebung der betreffenden Linie, und zwar auf ein und der- 
selben Seite derselben, das Vorzeichen wechseln, wie folgendes Bei- 


; hie 
spiel zeigt: ; 


uf (2, y) =e *(y— ~ sin =), x > 0; 
f(z, y) =9, 2 <0. 


Diese Funktion ist nebst allen ihren partiellen Ableitungen stetig. 
Lings der Linie z = 0 verschwindet sie nebst der nach der Nor- 
male genommenen Ableitung éuj/én = du/ox. Trotzdem sté8t an 
diese Linie kein Gebiet, in welchem w durchweg positiv oder durch- 
weg negativ bliebe. DaB dieses Beispiel indessen fiir das Verhalten 
einer harmonischen Funktion doch nicht maBgebend ist, wird durch 
folgenden Satz evident. 


4. Satz. Sei u in einem Bereiche S harmonisch, ohne sich auf 
ene Konstante zu reduzieren, und sei O: (a,b) ein innerer Punkt 
von S. Dann besteht der Ort der in der Umgebung von O gelegenen 
Punkte, in denen 

u(x, y) = u(a, b) 
ist, aus einer oder mehreren reguliren Kurven. Im letzteren Falle ist 
die Anzahl m dieser Kurven stets endlich, und zwar schneiden sie sich 
vm Punkte O unter gleichen Winkeln. 


Im allgemeinen wird mindestens eine der partiellen Ableitungen 
erster Ordnung im Punkte O von Null verschieden sein. Dann folgt 


ue 
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der Satz unmittelbar aus dem Existenztheorem von Kap. 2, § 4, wo- 
bei also m = 1 ist. 

Verschwinden dagegen beide Ableitungen erster Ordnung in O, 
so sel m die Ordnung der niedrigsten Ableitung, welche dort nicht 
verschwindet. Dann fehlen die Glieder 1., 2., ..., (m — 1) Ord- 
nung in der Reihenentwicklung (2), und es ist mithin 


U— Up = > 1"[a, cos n 6 4- b, sinn 6], 
wo u(a,b) = up) gesetzt ist und a,,,b,, tibrigens nicht beide ver- 
schwinden kénnen. Demgemif werden die Punkte der Umgebung 
von O, in welchen wu = wu, ist, dadurch erhalten, daB man die Glei- 
chung: 


f(r, 0) = 'r"-™[a, cosnO + b,sinn6] = 0 


nach @ auflést. Hierzu gibt nun jener Existenzsatz von Kap. 2, § 4 
wieder die Mittel an die Hand. In der Tat sei 6, eine Lésung der 
Gleichung: | 

(6) Gm cos MO + b,, sin mb = 0. 

Dann verschwindet 

FF =m (—dysinm +b, cosm6) + >) nr"-™[— dy sin nd +b, cos n6] 
00 os bes 


n=m+1 


im Punkte r = 0, 0 = 6) sicher nicht, und infolgedessen gibt es eine 
eindeutige stetige, mit einer stetigen Ableitung versehene Funktion 


0 =a/(r), —h<r<h; @(0)7=0,, 


welche, in f(r, 0) eingetragen, diese Funktion identisch zum Ver- 
schwinden bringt.1) Da nun die siimtlichen Lésungen von (6) aus 
einer einzigen, 0), derselben vermége der Formel: 


6, = 0+“, ETE Ai b 


erwachsen, so ist hiermit die Existenz von m reguliren Kurven, wie 
sie der Satz verlaagt, nachgewiesen. DaB diese Kurven fernerhin 
1) Will man negative Werte von r vermeiden, so braucht man nur zu 


beachten, daB 
f(r, 6) = f(—1, 6+ 2) 


ist. 
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alle diejenigen Punkte der Umgebung von O erschépfen, in welchen 
f(r, 6) verschwindet, folgt ebenfalls aus dem bewuften Hixistenz- 
satze. In der Tat besagt dieser Satz, da es zwei positive Groen 
h, k gibt, derart, daf alle Punkte (r, 6), wofir 


lr] <h, 16 —O|<k 


ist und in welchen zugleich f(r, 6) verschwindet, auf der obigen 
Kurve 6 = w(r) liegen. Hiernach liegt jede der m Kurven in einem 
Winkel: 

O,—-k<0<6+k (\r] <h) 


eingebettet, derart, da8 kein weiterer Punkt sich dort befindet, in 
welchem { = 0 wire. Ist hiermit die ganze Umgebung des Punk- 
tes O noch nicht erschépft, so beachte man, daf in den iibrigen 
Punkten derselben 

|a, cos mO + b,, sin m0| > G 


bleibt, wo G eine feste positive GréBe ist. Daher kann man eine 
Zahl o so wiihlen, daB fiir jene Werte von 6 und fir |r| <@ der 
Rest der f(r, 6) definierenden Reihe: 


> r"-™[an cos nO + b,sinnd], 
n=m+1 
dem absoluten Betrage nach kleiner als G bleibt, und damit ist ein 
Verschwinden von f in diesen Punkten ausgeschlossen. 

In der komplexen Funktionentheorie haben wir betont, daB die 
unendlichen Reihen zur Herstellung der allgemeinen Grundlagen jener 
Theorie durchaus entbehrlich sind, man kommt schon mit den end- 
lichen Reihen, dem Analogon des Mittelwertsatzes der Differential- 
rechnung, zum Ziele. Auch hier verhalt sich die Sache genau ebenso. 
Anstatt den Poissonschen Integranden in eine unendliche Reihe 
zu entwickeln, geniigt es, wenn man bloB eine endliche Anzahl Glieder 
aus jener Reihe verwendet und den Rest dann explizite hinzufiigt. 


Aufgabe 1. Man zeige, daB es in der Umgebung eines Punktes, 
in welchem uw harmonisch ist und @u/éx, culdy gleichzeitig ver- 
schwinden, keinen weiteren Punkt gibt, in welchem diese Ableitungen 
beide verschwinden, sofern uw keine Konstante ist. 


Auigabe 2. Ist w in jedem Punkte eines reguliren Kurven- 
stiicks harmonisch und nimmt w dort einen konstanten Wert c an; 
verschwindet ferner @u/én lings dieser Kurve, so ist itberall u = c. 
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Aufgabe 8. Die Umgebung eines Punktes O: (a, b), in welcher 
u den Voraussetzungen des Satzes geniigt, und wobei auBerdem 
u(a,b) = 0 sein soll, wird durch den Ort der Gleichung 


Wee) =O 


in Bereiche zerlegt, in welchen u abwechselnd positiv und negativ ist. 


§ 6. Ein allgemeiner Reihensatz. 


Theorem. Se u,(z, y), n=1,2,..., innerhalb eines Be- 
rewches S harmonisch und, als Funktion der drei Arqumente (x, y, n) 
betrachtet, endlich. Dann lift sich eine Folge 

Un, (£, Y), | == AD) ee 
aussondern, welche innerhalb S gegen eine harmonische Funktion kon- 
vergiert, und zwar im jedem abgeschlossenen innerhalb S belegenen Be- 
reiche gleichmafig konvergiert. 

Der Beweis beruht auf den Abschatzungen der Ableitungen, 
S. 6738, nebst dem folgenden 


Hilfssatz. Ser s,(%), m =1,2,..., wm Intervalle A: a<xa<b 
der Bedingung unterworfen, 


(1) |s,(x’) —s,(2)| SM |e’ —al, |x’ —a2] <h, 
wo M, h zwei positive Konstanten bedeuten. Dann laft sich eine Folge 
Sn, (2); foci IVa eer 


aussondern, welche wm Intervalle WU glechmafrg konvergiert. 


Zum Beweise nehme man eine abzihlbare, wberall dichte Punkt- 
menge { Gn} in Y% an und suche zuerst aus den Funktionen s,(z) ee 
Folge 

Sic, ey, ee oe 
aus, welche wenigstens in dem einen Punkte « = a, konvergiert. 
Aus den Funktionen s,(x,k) sondere man dann wieder eine neue 


Folge 
Baie) | —— ll We Ae Bore 


aus, welche wenigstens im Punkte a, konvergiert, usw. So entsteht 
denn eine Doppelfolge von Funktionen, 

Be (ay Lee DRG 2) 084 5,0) shears 

Bott, L) yp  SaE, 2) 50 Selo) y ore: » 

Ba(t, 1),0 85(2552),, 183 (2,8). ss 
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woraus nun eine einfache Folge auf mancherlei Weise ausgewahlt 
werden kann, welche in jedem der Punkte a, konvergiert. So genigt 
es beispielsweise, die Funktionen der Hauptdiagonale zu nehmen, 


Sn, (2) = 8,(@,k). 
Zur Vereinfachung der Schreibweise setzen wir noch 
Si.(@) = Sn, (2). 

Es handelt sich nun um die gleichmaBige Konvergenz der Funk- 
tion S,(z) im Intervalle 2. Dazu wird es bequem, das Intervall 
in 2”, y = 1,2,..., gleiche Teile zu zerlegen und die Endpunkte 
der sukzessiven Unterintervalle in einer wohl definierten Reihenfolge 
als die Punkte a,, der Menge {a,,} zu nehmen. 

Sei e <h eine beliebig kleine positive Zahl, und man nehme 
uu so, daB 


wird. Seien 


die Teilungspunkte der w-ten Hinteilung. Dann kann man WN so be- 
stimmen, daB 


i) |S, (a;) — S,,(a;)| <e, 
7=1,8,...,2 —1; Nsn,n'. 


Andererseits ist nach (1) 


|S, (2) — S,(a)| SM |x —a,|, |c —a;| $6, 
fiir alle Werte von n,7. Daraus ergibt sich, daB insbesondere 
ii) |S,(z) —S,(a,)| S M6, N sn; 
iil) | S(x) — S,-(a;)| S Me, Nsv, 


sofern nur |z —a;| <6. Aus i), ii), iii) schlie8t man nun, daB 

| S_-(2) ry Sp (zx) | <e-> 2M6é, 
wie auch immer z im ganzen Intervalle 2{ angenommen wird, und 
hiermit ist der Satz bewiesen. 

Der Satz lift eine evidente Verallgemeinerung auf beliebige 
Raume zu. So wird z. B. im Falle zweier Argumente die Bedingung 
(1) die Form annehmen: 

[sn (2’, y’) — Sn(a, y)| <M, |2’ —a| + My ly’ — yl, 
Jz —al<h, ly’ —y| <heg. 
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Im ibrigen ist es gleichgiiltig, ob der Bereich der unabhingigen 
Variabelen abgeschlossen ist oder nicht. 

Kehren wir jetzt zum Beweise des Hauptsatzes zuriick! Der 
Bereich S werde nach den Bereichen T,, von Kap. 5, § 8 entwickelt. 
Den bereits zitierten Abschitzungen von Gu/éx, culéy zufolge ge- 
niigen die Werte von u,(z, y) in einem beliebigen der Bereiche T,,, 
den Bedingungen des Hilfssatzes. Demnach kann man zunichst 
eine erste Folge von Funktionen u,(x, y) aussuchen, welche im ab- 
geschlossenen Bereiche T, gleichmafig konvergieren. 

Sodann wird man zum zweiten Bereiche T, vorschreiten und 
aus der soeben bestimmten Folge eine neue Folge ausschalten, die 
im abgeschlossenen Bereiche T, gleichmaSig konvergiert. Fahrt man 
so fort, so braucht man zur Herstellung der endgiiltigen Folge 
Un,(Z, ¥) bloB eine Funktion aus jeder der bewuSten Folgen (etwa 
die erste Funktion) zu wihlen. 
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Wir wollen mit dem Falle beginnen, daS die Funktion wu sich in 
einem, in der oberen Halbebene gelegenen, an die z-Achse stofen- 
den Bereiche S harmonisch verhilt und im iibrigen lings eines Stiickes 
dieser Achse verschwindet. Sei P: (x, y) irgendein innerer Punkt 
von S, und sei P’: (2’, y’) sein Spiegelbild in bezug auf die z-Achse; 
dann ist 2’ = a2, y’ = — y. Jetzt will ich die Funktion wu in dem 
zu S symmetrischen Bereiche S’ 
der unteren Halbebene, wie folgt, 
definieren: der Wert von wu im 
Punkte P’ soll demjenigen, welchen 
wim Punkte P annimmt, entgegen- 
gesetzt gleich sein: 


u(a’, Ws u(x, y)- 
Die solchergestalt erweiterte Funk- 
tion wu ist offenbar stetig im erweiterten Bereiche, besitzt ferner- 
hin partielle Ableitungen in allen inneren Punkten von 8S’, wobei 
insbesondere 


Fig. 149. 


au 
in Pp” Oy 


Ou 


inP Ox 


(1) ae 


ist, und geniigt endlich der Laplaceschen Gleichung, wenigstens in 
den letztgenannten Punkten. Ob sich w indessen auch in den Punkten 


_ ou 
inP OY line’ 
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der z-Achse harmonisch verhilt, ist noch keineswegs klar, denn 
wir wissen ja nicht einmal, ob éu/éy in jenen Punkten tiberhaupt 
existiert. Den notigen Aufschlu8 hieriiber gibt uns ein Satz von 
Schwarz.!) Sei A ein Punkt der z-Achse, welcher innerhalb des er- 
weiterten Bereiches liegt, und sei ferner K ein ganz innerhalb dieses 
Bereiches gelegener Kreis um A. Dann setzt Schwarz das Poisson- 
sche Integral an: 


Qn 
1 a? pa r? 
on, | U Stereo 
0 


wobei U den Wert von wu auf dem Rande von x bedeutet. Das stellt 
eine in K harmonische Funktion u, vor, die vor allen Dingen lings 
des oberen Kreisrandes mit w iibereinstimmt. Ich behaupte nun: 
u, fallt auch lings der reellen Achse mit w zusammen. In der Tat 
hat 6 in jedem dieser Punkte den Wert 0 oder x, woraus denn folgt, 
da der zweite Faktor des Integranden in zwei symmetrisch zur 
z-Achse gelegenen Punkten des Kreisrandes gleiche Werte erhilt, 
wihrend dem ersten Faktor entgegengesetzt gleiche Werte in diesen 
Punkten zukommen, und daher verschwindet das Integral. Hier- 
mit ergibt sich, da8 wir in u und wu, zwei Funktionen haben, welche 
beide im oberen, sowie im unteren Halbkreise harmonisch sind und 
tiberdies am Rande jener Halbkreise gleiche Werte annehmen. In- 
folgedessen miissen sie nach dem 4. Satze von §3 im Innern der 
Halbkreise, und somit auch im Innern des Vollkreises miteinander 
iibereinstimmen. Nun verhialt sich aber wu, harmonisch im Punkt A, 
und hiermit ist die gewiinschte Ergiinzung geliefert. Das Ergebnis 
fassen wir unter einer sogleich zu besprechenden Erweiterung des- 
selben, wie folgt, zusammen. 


1. Satz. Verhdlt sich w in einem Bereiche S, dessen Begrenzung 
zum Teil aus einem Stiicke C einer geraden Linie besteht, harmonisch, 
und verschwindet u iiberdies lings C, so léiBt sich w iiber C hinaus 
harmonisch fortsetzen. Dabei erhiilt die erwetterte Funktion entgegen- 
gesetzt glewche Werte in je zwei Punkten P und P’, welche in bezug 
auf C symmetrisch zueimander liegen, wiihrend die konjugierte Funk- 
tion gleiche Werte in P und P’ annimmt. 


1) Schwarz, Berliner Berichte, 1870, S. 744 = Werke, Bd. 2, S. 149/151. 
Das Prinzip der Fortsetzung durch Symmetrie spielt in der Theorie der Mini- 
malflachen eine wesentliche Rolle und tritt schon bei Riemann auf, Abhand- 
lungen der Géttinger Ges. der Wiss., Bd. 13 (1867), S. 1, § 18 = Werke, 1. Aufl., 
5. 296. Man vergleiche ferner Encyklopddie, II B 1, Nr. 20. 
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Sollte nimlich C nicht von vornherein mit der reellen Achse 
zusammenfallen, so geniigt eime Bewegung der Ebene dazu, um dies 
zu erzielen. Im iibrigen darf S auch mehrblittrig sein und iiber die 
Verlingerung von C, ja sogar noch (natiirlich mit einem anderen 
Blatte) iber C selbst hiniibergreifen. Man wird dann zunichst blo8 
einen schlichten, an C stoBenden Teil von S, worauf also die vor- 
stehenden Ausfiithrungen direkt anwendbar sind, in Betracht ziehen, 
um hinterher diesen Teilbereich nebst seinem Spiegelbilde sich dehnen 
und eventuell den ganzen Bereich S nebst dessen Spiegelbilde um- 
fassen zu lassen. 

Den letzten Teil des Satzes 
beweist man ohne Mie, in- 
dem man die Werte des iiber 


die Kurven LZ und L’ erstreck- x San AES 
ten Integrals: S! e ey 
ee 
— — ig. 150. 
it py ttt 55 FY Fig. 150 


unter Beriicksichtigung der Relationen (1) miteinander vergleicht. 
Im Anschlu8 an diese Resultate leiten wir noch einen weiteren 
Satz bezgl. einer harmonischen Fortsetzung ab. Zuerst aber eine 


Definition. Eine reelle Funktion einer oder mehrerer reeller 
Variabelen heiBt an einem Punkte analytisch, wenn sie in der Um- 
gebung dieses Punktes nach dem Taylorschen Lehrsatze entwickelt 
werden kann. Sie heift ferner im einem Bereiche analytisch, wenn sie 
in jedem Punkte des Bereichs eindeutig und analytisch ist. Endlich 
heiBt sie ldngs emer Kurve analytisch, wenn sie eine analytische 
Funktion der Bogenlinge dieser Kurve ist. Fur die gegenwirtigen 
Zwecke ist es nicht nétig, diese Definitionen weiter zu fassen. 


2. Satz. Verhdlt sich wu im eimem Bererche S, dessen Begrenzung 
zum Teil aus einem Stiicke C einer Geraden besteht, harmonisch und 
nimmt u auperdem lings C, héchstens von den Endpunkten abgesehen, 
analytische Randwerte an, so lapt sich u iiber C hinaus harmonisch 
fortsetzen. 

Sei C ein Stiick der x-Achse, woran S von oben her stofen 
moége. Die Randwerte von wu lings C mégen mit p(x) bezeichnet 
werden. Ist nun z, ein beliebiger Punkt von C, der nur kein End- 
punkt ist, so haben wir: 


g(x) = Cy + Cy (@ — Hp) + Ca(X% — XH)? +--:, |x — %| < Ry. 
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Aus dieser Reihe will ich eine Funktion wu, ableiten, welche sich im 
Punkte « = 2, y =0 harmonisch verhiélt und tberdies lings C 
mit g(a) iibereinstimmt. Zu dem Zwecke ersetze ich durchweg’) 


(c — 2%)" durch 1” cos 70. 
So kommt: 
U, = Cy + ¢,7 Cos O + cyr* cos 20 +-->. 


Indem ich nun diese Funktion vom vorgelegten logarithmischen 
Potential w abziehe, erwichst so eine Funktion: 


U a Unls 


welche im Halbkreise 0 < r < Ry, 0 S 0 Sz allen Forderungen des 
1. Satzes Geniige leistet, und daher kann sie tiber die z-Achse hinaus 
fortgesetzt werden. Da wu, diese Eigenschaft gleichfalls besitzt, so 
gilt dasselbe auch fiir die urspriingliche Funktion u. Hiermit ist 
zuniichst bewiesen, dafi w in der Umgebung der genannten Punkte 
von C eine harmonische Fortsetzung ttber C hinaus gestattet. Hier- 
aus schlieBt man weiter nach wohlbekannten Methoden?), dab wu 
auch im GroBen iiber die ganze Strecke C hinaus harmonisch fort- 
gesetzt werden kann. 

Wir schreiten jetzt zu einer weiteren Verallgemeinerung der 
vorhergehenden Resultate. 


Definition. Eine Kurve 
C: z= it), y = y(t), He 


heibt analytisch im emem Punkte t = t,, wenn die Funktionen q(t), 
p(t) beide in diesem Punkte analytisch sind und auBerdem 


|p’ (to) | + |p" (to) | > 0 


ist. Die Kurve C heibt schlechtweg analytisch, wenn sie in jedem 
Punkte des Intervalls a = t S # analytisch ist. Damit eine Funktion 


1) Zur Motivierung dieses Schrittes betrachte man die komplexe Potenz- 
reihe: 


Co + Cy (2 — Lo) + Cy (2 — Bp)? +->-, |z—2|< Ry. 


Setzt man hier z— 2, = r (cos @ + 4 sin 6) und trennt man Reelles und Imagi- 
nares, so liefert der reelle Teil die in Aussicht genommene Funktion u,. 

2) Hieriiber vergleiche man die Entwicklungen von § 8, sowie den Beweis 
des 4. Satzes dieses Paragraphen, wo abnliche Uberlegungen ins einzelne durch- 
gefiihrt sind. 
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lings C analytisch sei, ist notwendig und hinreichend, daB sie eine 
analytische Funktion des Parameters t sei, denn die Bogenlinge 


s=(ViO + y oat 


ist ja eine analytische Funktion des Parameters, und umgekehrt 
ist ¢ eine analytische Funktion von s. 


3. Satz. Verhdlt sich u in einem Bereiche S, dessen Begrenzung 
zum Teil aus einer analytischen Kurve C besteht, harmonisch, und 
nimmt u ferner lings C analytische Randwerte an, so laBt sich w iiber 
C hinaus harmonisch fortsetzen. 


Der Satz wird offenbar bewiesen sein, wenn wir zeigen kénnen, 
da die Kurve C nebst ibrer Umgebung auf ein Stiick einer geraden 
Linie nebst ihrer Umgebung ein-eindeutig und konform abgebildet 
werden kann. Denn dadurch wiirde die Funktion wu in eine Funktion 
des transformierten Bereiches tbergehen, welche allen Forderungen 
des 2. Satzes gerecht wird. Da8B dies nun auch in der Tat angeht, 
besagt der folgende 


4. Satz. Ser C ewme analytische Kurve. Dann laft sich die Um- 
gebung von C auf die Umgebung emer geraden Strecke I’ em-eindeutig 
und konform beztehen, dergestalt, daf die Kurve C im die Strecke I 
~ tibergeht. 


Die Kurve C, welche durch die Gleichungen 


t=), y=yplt), aStsB, 
dargestellt werde, darf wber sich selbst hiniibergeifen, was zu 
einer mehrbliattrigen Riemannschen Fliche fir den Streifen fihren 
wirde. Der HKinfachheit halber lassen wir indessen diesen Fall bei- 
seite. Sei t, ein beliebiger Punkt des Intervalls (2, 8):a St S B, 
und man setze die Taylorsche Entwicklung fur 9, yp an: 

p(t) =A + a(t — to) + aa(t — to)? +---, 
y(t) = by + y(t —t) + bolt — 4)? ++ 
Multipliziert man die zweite dieser Gleichungen mit i = V — 1 und 
addiert sie dann zur ersten, so erhailt man eine Potenzreihe in t —ty, 


(2) 2= 2+ Yt = (dy + bot) + (a, + di) (t —t) +-°-, 


welche auch fiir komplexe Werte von ¢ einen Sinn hat, und zwar 
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definiert sie eine analytische Funktion von t von folgender Be- 
schaffenheit: 

a) Diese Funktion bildet die Umgebung des Punktes t) der 
reellen Achse ein-eindeutig und konform auf.die Umgebung des 
Punktes 2) = p(t), Yo = Y(to) ab; denn ihre erste Ableitung hat in 
diesem Punkte einen nicht verschwindenden Wert, —’ (to) + 7 y’ (to), 
da namlich allgemein g’(t)? + y’(f)? > 0 ist. Wir wollen mit Ry 
den Radius des gré8ten Kreises um ft, bezeichnen, welcher als der- 
artige Umgebung dienen kann. 

b) Der in der Umgebung des Punktes t = t) gelegene Teil der 
reellen Achse geht dabei in einen den Punkt (a, yo) umfassenden 
Bogen von C iiber. 

c) Der Teil der Umgebung von (29, Yo), welcher auf einer Seite 
von C liegt, geht in einen Bereich der t-Ebene iiber, welcher an das 
betreffende Stiick der reellen Achse sté8t und im wbrigen entweder 
ganz in der oberen oder ganz in der unteren Halbebene liegt. 

Den Gebrauch komplexer GréSen kann man natiirlich vermeiden, 
indem man im Anschlusse an g(t) die beiden Funktionen: 


g(r, 0) = dy + ar cos 6 + agr? cos 20 +---, 
p2(r, 0) = a,r sin 0 + agr? sin 20 +---, 


und ebenso im Anschlusse an y(t) zwei Funktionen y,(r, 0), We (1, 6) 
bildet, dann wird die Abbildung durch die Funktionen: 


t= 9, — Y= > 1" (a, cosnd — b, sin nd), 
n=0 


io) 


y¥ = Plt Yi => 7" (a, sin nO + b,, cos n6), 


n=0 


bewerkstelligt. Fihrt man hier noch rechter Hand rechtwinklige 
Koordinaten § = rcos#, 7 =rsin@ ein, so hat die Jacobische 
A(z, y) 
0(&, 7) 
denden Wert aj + bf = g(t)? + y’ (t,)?. 

Hiermit ist im Kleinen fiir die Umgebung des Punktes (29, yo) 
das erreicht, was der Satz im Groen fiir die ganze Kurve C ver- 
langt. Nun tiberzeugt man sich leicht nach wohlbekannten Methoden, 
da die GréBe R, im ganzen Intervalle a < t < f eine positive untere 
Grenze f haben muB8. Umgibt man also J’ mit dem Streifen, wel- 
cher durch einen Kreis vom Radius R ausgefegt wird, wenn dessen 


Determinante im Punkte € = 7 =0 den nicht verschwin- 
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Mittelpunkt die Strecke J" durchliuft, so wird jeder Lage desselben 
eine ein-eindeutige Beziehung von seinem Innern auf die Umgebung 
des zugehérigen Punktes von C entsprechen. Die solchergestalt 
erhaltenen Punkte der z-Ebene bilden sonach einen C umgebenden 
Streifen, welchen wir nun leicht geneigt sein kénnten, fiir eine solche 
Umgebung von C anzusehen, wie der Satz sie verlangt. Doch wiirden 
wir damit einen Fehler begehen, denn dieser Streifen kénnte sehr 
wohl noch im Grofen iiber sich selbst hinibergreifen. Es kommt 
uns also jetzt darauf an, zu zeigen, daB R in dem Falle stets durch 
eine kleinere positive GréBe r ersetzt werden kann, wofiir dies nicht 
eintritt. 

Gesetzt, dem wire nicht so. Seien r=71,,17.,..., eine Reihe 
positiver gegen 0 abnehmender GréBen, und man konstruiere die 
Streifen S,, S,,..., welche durch Kreise mit den Radien r,, ro, . 
in der t-Ebene ausgefegt werden, wenn deren Mittelpunkte die Strecke J" 
beschreiben. Dem Streifen S, entspricht dann ein Bereich 2, um C, 
welcher zwar im Kleinen schlicht ist, d.h. keinen Verzweigungs- 
punkt aufweist, im GroBen aber sich iitberschligt. Zu jedem Werte 
von ” wird es also zwei itibereinander lagernde Punkte z, geben, 
welchen zwei verschiedene Punkte t,, t” entsprechen. 

Letztere Punkte haben mindestens eine auf J’ gelegene Haiufungs- 
stelle, ¢ = ?#’. Nun wird aber ein Kreis K vom Radius r um t’ ein- 
eindeutig und konform auf eine schlichte Umgebung 2 des Punk- 
tes Z = lim z, abgebildet. Greift man also eine geeignete Menge 
{t,{;, * =1,2,..., heraus, wofir lim ¢/,, =’ ist, so miissen die 
zugehorigen Punkte ¢7,, von einer bestimmten Stelle an, also k = m, 
auBerhalb K liegen. Diese Punkte haben nun wieder eine Haufungs- 
stelle ¢ = t”, die nicht innerhalb K liegt, |t’ —t”| =r. Hiermit sind 
wir zu einem Widerspruch gefiihrt, denn dem Grenzpunkte Z ent- 
sprechen jetzt zwei getrennte Punkte, t’ und ¢”, von J’.) 

Wir fiigen noch die Bemerkung hinzu, da die Bedingung des 
3. Satzes auch umgekehrt notwendig ist. LaBt sich namlich eine 


1) Eine ahnliche Erginzung wie die soeben besprochene hat man auch 
in der Variationsrechnung ndétig, wo es sich um ein Feld von Extremalen handelt ; 
vgl. Kneser, Lehrbuch der Variationsrechnung, § 14. Auf diese Liicke hat 
Bolza aufmerksam gemacht, Transactions Amer. Soc., Bd. 2 (1901), S. 424, 
FuBnote. Dabei ist aber seine Kritik, sofern sie sich auf meine Arbeit bezieht, 
nicht ganz zutreffend, denn es war mir ja an der betreffenden Stelle gar nicht 
darum zu tun, den Beweis ins einzelne durchzufithren. In der Tat war mir 
die Liicke bei Kneser gleich nach dem Erscheinen seines Lehrbuchs im Winter 
1899/1900 aufgefallen. 

Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 45 
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harmonische Funktion iiber ein analytisches Randstiick hinaus har- 
monisch fortsetzen, so nahm die Funktion schon analytische Rand- 
werte an jenem Randstiick an. Hieraus entnehmen wir eine einfache 
Weise, Funktionen eines komplexen Arguments mit natiirlichen 
Grenzen herzustellen. So kénnen wir beispielsweise lings der Peri- 
pherie eines Kreises eine stetige Folge nicht-analytischer Werte vor- 
schreiben und dann das dazu gehérige Poissonsche Integral bilden. 
Man vergleiche tibrigens das Beispiel von Kap. 9, § 5. 


Definition. Seien P, P’ zwei Punkte des genannten Streifens 
um J’, welche symmetrisch zueinander in bezug auf J” liegen, und 
seien Q, Q’ ihre Bildpunkte. Dann heiSen letztere beiden Punkte 
symmetrisch in bezug auf C. Nun gibt es aber verschiedene Abbildungen, 
welche den Bedingungen des vorstehenden Satzes geniigen und die 
Punkte P, P’ umfassen. Daher ist es von Wichtigkeit, festzustellen, 
daB, wenn ,Q’ bei einer derselben symmetrisch sind, sie es dann 
auch bei jeder anderen sind. In der Tat seien 


sien T.. aa ee 
y = hy (§, 0) “y= halg, 0) 
irgend zwei soleche Abbildungen. Durch die erste mégen den Punkten 
Py: (&, 1), Pj: (&:, — 7) die Punkte Q, Q’ entsprechen, und durch 
die zweite mégen Q, Q’ baw. in Py: (£2, 2), Py: (&, 4) wbergehen. 
Nun wird aber durch diese Transformationen ein geeigneter, die 
Punkte P,, P; umfassender Streifen 2, der (&, 7)-Ebene ein-ein- 
deutig und konform auf einen zweiten, die Punkte P,, P, eben- 
falls umfassenden Streifen 2, abgebildet, wobei nun insbesondere die 
Strecke J” wieder in eine Strecke der &-Achse iibergefiihrt wird. Sei 


der Ausdruck dieser Abbildung. Dann wird ja 


u(§, 0) = 0 


1: 


sein. DemgemaB wird 


H(E, —n) = —w(E,), AE, —y) =A(E,n). 
Andererseits erhailt man zur Darstellung der Punkte P,, Py 
die Gleichungen, 


fo =A(E,, m1) ’ sabre SS, 


P,: P’: ; 
g No = (1, m1) . N= H(E1, —™) 


Demnach wird = £, , = — ‘1, w. Z. b. w. 
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Ist C insbesondere ein Kreisbogen, so sind symmetrische Punkte 
konjugiert. Denn eine médgliche Transformation der komplexen 
z = a + yt-Ebene auf die komplexe t-Ebene, wobei C in I’ tibergeht, 
ist ja eine lineare, und fiir eine solche ist die Richtigkeit der Behaup- 
tung evident. 


5. Satz. Set S em Bereich, welcher an eine analytische Kurve C 
stopt, und sei S’ em zweiter, auch an C, aber von der anderen Seite 
her stoBender Bereich, dessen Punkte zu den Punkten von S in bezug 
auf C symmetrisch liegen. Ist dann u harmonisch in S und verschwindet 
u lings C, so lapt sich u dadurch tiber C hinaus in S' harmonisch fort- 
setzen, daB man jedem Punkte Q’ von S' den entgegengesetzt gleichen 
Wert zuordnet, welchen u wm symmetrischen Punkte Q annimmt. 

Im Falle C wnsbesondere ein Kreisbogen ist, werden Q und Q’ kon- 
jugiert sem. 

An diesen Satz schlieSt sich noch der folgende Zusatz. Zur 
Erleichterung der Ausdrucksweise bedienen wir uns komplexer 
GroBen. 


Zusatz. Hs seven S und T zwer Bereiche der komplexen w- bzw. 
z-Hbene, deren jeder zum Teil von einem Krersbogen oder von emer 
Geraden begrenzt ist, und die auch konform aufemander bezogen sind, 
derart, daB die genannten Randstiicke — C und I mégen sie herben— 
einander entsprechen. Dann lat sich die durch diese konforme Ab- 
bildung defimerte analytische Funktion: 


w = f(2) 
iiber I’ hinaus analytisch fortsetzen, und zwar erhdlt die Funktion 
in zwei, symmetrisch zu I” gelegenen Punkten Werte, welche durch 
zwer zu C symmetrisch gelegene Punkte veranschaulicht werden. 


Sind C, I’ insbesondere Strecken der reellen Achse und liegen S, 
T beide in der oberen Halbebene, so ist die Richtigkeit des Satzes 
sofort evident, denn die Funktion v, wo 

w=ut+rvi, z2=a+ yt, 

gesetzt ist, verhalt sich ja in T harmonisch und verschwindet langs I’, 
womit denn Anschlu8 an den 1. Satz erreicht ist. Und nun laft sich 
jeder andere Fall durch lineare Transformationen auf diesen zu- 
rickfiihren. Im iibrigen wird der aus S und dem Spiegelbereiche S’ 
bestehende Gesamtbereich auf den aus 7 und seinem Spiegelbe- 
reiche 7” sich zusammensetzenden Bereich umkehrbar eindeutig und 


konform bezogen. 
45* 


708 IV,13. Grundlagen der Theorie des logarithmischen Potentials 


§ 8. Uber die Niveaukurven der Greenschen Funktion. 


Es handelt sich in diesem Paragraphen um einen analytischen 
Beweis des folgenden Satzes. 


Theorem. Set g die Greensche Funktion eines einfach zusammen- 
hingenden Bereiches T. Dann besteht der Ort der Punkte, welche der 
Gleichung 

g = const. 
geniigen, aus einer einfachen reguliren geschlossenen Kurve ohne Eicken, 
welche den Pol O von g in seinem Innern umfaft. 


Dabei denkt man sich zuniichst den Bereich T' als endlich. Der 
Beweis gilt aber auch ohne wesentliche Modifikation fiir einen Be- 
reich, dessen Rand sich ins Unendliche erstreckt. Und da nun jeder 
einfach zusammenhingende Bereich der erweiterten Ebene, dessen 
Rand nur aus mehr als einem Punkte besteht, durch eine lineare 
Transformation auf einen solchen bezogen werden kann, so gilt der 
Satz allgemein fiir jeden derartigen Bereich. Wir gehen jetzt zum 
Beweise iiber. 

Sei X die Menge der Punkte von 7’, in denen 


g > 4 

ist, wo yw eine beliebige positive Konstante bedeutet. Diese Punkte 
bilden ein einziges Kontinuum, welches O zum isolierten Randpunkte 
hat. Wirde nimlich 2 in mehrere Kontinuen zerfallen, so miBte 
es eins davon geben, in welchem g ausnahmslos harmonisch ist, und 
an dessen Rande g auferdem den konstanten Wert ~ annimmt. Da- 
her miBte g auch im Innern konstant bleiben, was zu einem Wider- 
spruch fiihrt. 

Ferner besteht der Rand von 2 aus einem einzigen Randstiicke 
nebst dem Punkte O. Im anderen Falle kénnte man nimlich Rand- 
punkte durch einen Riickkehrschnitt J’ einschlieBen, auBerhalb dessen 
der Punkt O liegen wiirde. Da es nun in der Nihe eines Punktes, 
in welchem g = yw ist, stets Punkte gibt, in welchen g < wp ist, so 
miufSten auch im Innern von I" solehe Punkte vorhanden sein, und 
diese bilden ein oder mehrere innerhalb I” gelegene Kontinuen. Dies 
fuhrt aber wieder, wie vorhin, zu einem Widerspruch. 

Betrachten wir jetzt einen Randpunkt A von Z, worin g = u 
ist. Die tibrigen Randpunkte der Umgebung von A bilden dann 
nach § 5, 4. Satz, nebst der nachstehenden 8. Aufgabe eine oder meh- 
rere regulare, alle durch den Punkt A gehende Kurven, welche diese 
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Umgebung in Bereiche zerlegen, die abwechselnd in X liegen. Dem- 
entsprechend lat sich wenigstens im Kleinen derjenige Teil von 2, 
welcher in der Umgebung eines Randpunktes A liegt, in Bereiche o 
(siehe Kap. 5, § 9) zerlegen. Wir wollen zeigen, daB dies auch im 
Gro8en zutrifft, dergestalt, daB der in X befindliche Teil der Um- 
gebung von g = uw so genommen werden kann, daB er aus einer end- 
lichen Anzahl von Bereichen o besteht. 

Zu dem Zwecke zerlegen wir die Ebene in Quadrate, wie in 
Kap. 5, § 3 des naheren auseinandergesetzt ist, wobei wir die GréBe 
der Quadrate gleich von vornherein so beschranken wollen, da8 einem 
Quadrate, welches O oder einen Randpunkt von T im Innern oder 
auf seinem Rande enthilt, kein Punkt von g = w angehéren kann. 
Wir beginnen mit einem Punkte A, durch welchen mehrere Kurven 
gehen, falls ein solcher vorhanden sein sollte, und nehmen dabei die 
Quadrate so klein, daB der Rand des Quadrats, worin A liegt, Stiicke 
aus 2 schneidet, die entweder bereits Bereiche o sind, oder doch 
sofort in solche verwandelt werden kénnen.!) Da die Anzahl der- 
artiger Punkte offenbar endlich ist, so kann man sie alle in der ge- 
nannten Weise vorwegnehmen. 

Wir wollen jetzt die ibrigen Quadrate, welche Punkte von g = u 
enthalten, in Betracht ziehen. Diese bilden einen abgeschlossenen 
Bereich?) S, in welchem sowohl g als dg/éx, ég/éy stetig bleiben, 
und zwar verschwinden diese Ableitungen niemals gleichzeitig in S, 
sofern wenigstens die Quadrate in geeigneter Weise weiter be- 
schrankt werden. Diesem Sachverhalt entsprechend gilt nun das 
Existenztheorem von Kap.2, § 4 gleichmdPig fiir den Bereich S. 
Ausfiithrlicher gesagt: Es gibt zwei ‘positwe Konstanten, k und 
h <k, von folgender Beschaffenhett. Sei (a, b) em belrebiger, in S 
gelegener Punkt von g =u, und man fasse die beiden Bereiche 


i lc—a| sh, |y—b| Sk; 

II. ly—b| Sh, |x —a| Sk, 
ins Auge. Dann sind zwei Fille méglich: entweder bilden die in I. 
befindlichen Punkte von g = mu eine reguldre Kurve: 


y = (2), 


1) Liegt A insbesondere am Rande eines Quadrats, so wird man sich 
notigenfalls eines gréBeren, aus zwei oder vier der vorliegenden Quadrate 
zusammengesetzten Rechtecks bedienen. 

2) Ob S aus einem oder mehreren Stiicken besteht, ist fiir die Folge 
gleichgiltig. 
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wo b = y(a), und —¢(2) eine eindeutige, stetige mit einer stetigen Ab- 
leitung ausgestattete Funktion von x im Intervalle |x —a| Sh ist; 
oder die in II. befindlichen Punkte von g = w bilden eine regulare 
Kurve: 

x = p(y), 


wo a = y(b), und p(y) eine eindeutige stetige, mit einer stetigen Ab- 
leitung ausgestattete Funktion von y im Intervalle |y —b| Sh ist.) 


Der Beweis dieses Satzes bietet durchaus keine Schwierigkeit 
und kann deshalb wohl iibergangen werden. 

Jetzt sind wir gleich am Ziele. Es bleibt nur noch iibrig, die 
Quadrate des Bereiches S so klein zu nehmen, dai die Seitenlainge 
einer Masche des Netzes die Gré8e h/2 nicht wbertrifft. Dann laBt 
sich nach der Methode von Kap. 5, §9 dem in S gelegenen Teile 
des Ortes g = yw eine endliche Anzahl von Bereichen o zuordnen, 
derart, daB jeder Bereich an diese Kurve sté8t und in 2 liegt, wih- 
rend umgekehrt jeder Punkt der Kurve Randpunkt eines Bereiches o 
ist. Hiermit haben wir unter Heranziehung der friiheren, an etwaige 
mehrfache Punkte des Randes stoBenden Bereiche eine endliche An- 
zahl von in X’ belegenen Bereichen o erhalten, deren jeder zwei Nach- 
barn hat, und welche iibrigens den ganzen Ort g = mw besetzen. 
Daraus ergibt sich, daf der Ort g = mu sich aus einer endlichen An- 
zahl einfacher regulirer Kurven zusammengesetzt, welche sich nun- 
mehr zu einer einzigen reguliren geschlossenen Kurve anordnen 
lassen. Letztere Kurve ist aber auch einfach. Denn sonst kénnte 
man bereits aus einem Teile derselben eine einfache Kurve zusammen- 
setzen, welche dann 2’ notwendig umfassen mite. Hieraus schlieBt 
man ferner auf die Existenz von Querschnitten, welche das Innere 
dieser Kurve durchsetzen und aus weiteren Teilen des Ortes g = uw 
bestehen. Das fiihrt aber zu einem Widerspruch, und hiermit ist der 
Beweis geliefert. 

Der gleichmiBSige Teil des vorstehenden Beweises liBt sich auch 
auf andere Weise fiihren. Vor allem sieht man, daB man den Ort 
g = » mit einem abgeschlossenen Bereiche umgeben kann, der weder 
an O noch an den Rand von T hinanreicht. Auf Grund dieser Tat- 
sache beweist man dann, da ein Stiick von g = mw, welches aus einem 
regularen Kurvenstiicke besteht, stets gleichmaBig fortgesetzt werden 


1) Sollte der Punkt (a, b) insbesondere nahe beim Rande von S liegen, 
so daB der Bereich I oder II iiber S hinausgreift, so wird selbstverstindlich 
von den auBerhalb S gelegenen Punkten des betreffenden Bereiches abgesehen. 
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kann, indem ein neuer derartiger regulirer Bogen von einer Linge > h, 
wo h eine positive Konstante bedeutet, glatt angegliedert wird. End- 
lich bleibt noch der Nachweis zu fiihren, daB dieser Schritt nicht be- 
hebig oft wiederholt werden kann, ohne den Ort g = yu zu erschopfen. 


Lusatz. In kewwem inneren Punkte von T verschwindet dglon, 
wo sich n auf die Normale der Kurve g = const. bezieht. 


Wir wollen noch hervorheben, da8 der voraufgehende Beweis 
nur von der Voraussetzung Gebrauch macht, da g in O unendlich 
wird — wie, darauf kommt es nicht an, so lange nur O ein innerer 
Punkt eines Bereiches ist, worin g sonst eindeutig und harmonisch 
ist, und wo der Ort der Gleichung g = yw nicht bis an den Rand 
reicht. 

Aus dieser Bemerkung erkennt man, im Anschluf an die Ent- 
wicklungen von Kap.14, $1, daB bei der Definition der Green- 
schen Funktion, §.661, die Bedingung b) durch folgende ersetzt 
werden kann, 


b,) die Funktion werde in O positiw unendlich; 


b.) die konjugierte Funktion nehme ber einem positiven Umlaufe 
einer Niwveaukurve um — 2a zu. 


§ 9. Von der Beziehung der Potential- zur Funktionentheorie. 


Auf Grund des Umstandes, dai die Cauchy-Riemannschen 
Differentialgleichungen 


Ou av Ch En) 
One) Oy cy 0x 


sowohl fiir ein logarithmisches Potential als auch fiir eine analytische 
Funktion eines komplexen Arguments eine notwendige und hin- 
reichende Bedingung bilden, erweisen sich die Theorien dieser bei- 
den Funktionsklassen als im wesentlichen miteinander identisch.') 
Diesen Gedanken stellte Riemann von vornherein an die Spitze 
seiner Theorie. In der Dissertation leitete er eine Reihe von Satzen 
ab, die wir zum groBen Teile in den voraufgehenden Paragraphen 
wiedergegeben haben, und wovon einer der wichtigsten noch in 
Kap. 14, § 1 gebracht wird. Dabei war es ihm indessen nicht in erster 
Linie um einen systematischen Aufbau der Theorie des logarithmi- 
schen Potentials als Grundlage fiir die Funktionentheorie zu tun, 


1) Genauer gesagt hat jeder Satz der einen Theorie sein Gegenbild in 
der anderen Theorie. Dagegen hat jede Theorie ihre eigenen Methoden. 
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vielmehr suchte er vermége der Methoden jener Theorie, welche er 
vor allen Dingen als die Dienerin dieser anstellte, neues funktionen- 
theoretisches Gebiet zu erschlieBen. Demgegeniiber haben wir uns 
die Aufgabe gestellt, eine selbstiindige Theorie der harmonischen 
Funktionen zu entwickeln, welche wir dann erst nachtriglich mit der 
Theorie der Funktionen eines komplexen Arguments in Verbindung 
setzen, denn dadurch erhalt man ein klareres Bild einer jeden der bei- 
den Theorien fiir sich. Wenn wir nun die einzelnen Siitze dieser 
Theorien bzw. einander gegeniiberstellen, so zeigt sich durchaus 
kein vollig ein-eindeutiges Entsprechen. Bald sind die Bedingungen 
des Satzes aus der einen Theorie die weiteren, bald verhilt sich die 
Sache gerade umgekehrt. So verlangt beispielsweise der 7. Satz des 
$4 nur, da’ u, daB also blo’ der eine Bestandteil der komplexen 
analytischen Funktion in der Umgebung des Punktes (a, b) eindeutig 
und endlich bleibt, wihrend der analoge Riemannsche Satz (Kap. 7, 
§ 6, 9. Satz) doch voraussetzt, da auch die konjugierte Funktion 
erstens eindeutig, sodann noch endlich sei. In diesem Falle ist also 
der Satz der Potentialtheorie der allgemeinere. Andererseits fordert 
man in der Potentialtheorie sowohl die Existenz als auch die 
Stetigkeit der Ableitungen erster und zweiter Ordnung von u bzw. 
der Ableitungen erster Ordnung von wu und v nebst den Cauchy- 
Riemannschen Differentialgleichungen.’) Hingegen wird in der 
Funktionentheorie gezeigt, daB die bloBe Hxistenz einer Ableitung 
der komplexen Funktion geniigt, damit wu und v stetige Ableitungen 
besitzen — Satz von Goursat, Kap.7, § 16. 

Das klassische Problem der Potentialtheorie, ee harmonische 
Funktion vermége ihrer Randwerte zu bestimmen (vgl. unten) dient 
dazu, das MaS der Willkiir bei einer ahnlichen Bestimmungsweise 
komplexer analytischer Funktionen festzustellen. Wie ersichtlich, 
kann man den Wert des reellen Teils einer Funktion letzterer Klasse 
am Rande eines Bereiches beliebig vorschreiben, wodurch dann die 


1) Hieriiber vergleiche man indessen Bécher, der folgende Definition 
zugrunde legt: Die Funktion wu soll in einem Bereiche T harmonisch heifBen, 
falls u dort eindeutig und nebst den partiellen Ableitungen erster Ordnung 
stetig, und auBerdem so beschaffen ist, daB 


[ itas=o 
on 


ist, wobei die Integration iiber einen beliebigen, nebst seinem Innern ganz 
innerhalb T gelegenen Kreis zu erstrecken ist; Proceedings Amer. Acad. of 
Arts and Scv., Bd. 41, Nr. 26 (1906), S. 577. 
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Funktion bis auf eine rein imaginire additive Konstante véllig de- 
finiert ist. Was die Randwerte des rein imaginaren Bestandteils an- 
betrifft, so kénnen wir nur noch iiber einen einzigen davon verfiigen. 

Hieran kniipfen wir noch die Bemerkung, daf wir auf Grund 
der Entwicklungen von § 5 imstande sind, die Cauchy-Taylorsche, 
sowie die Laurentsche Reihe direkt abzuleiten. Unter den Bedin- 
gungen des Satzes von Kap. 7, § 18 la8t sich namlich der reelle 
Teil von f(z) in die Reihe: 


“= 2 +> 1” (4, cos NO + b, sin n#) 
n=1 


entwickeln. Die hierzu konjugierte Funktion v wird dann durch die 
Reihe: s 
o=C +> 1” (a, sin NO — b, cos 08) 
n=1 
gegeben, wobei es nur noch wbrig bleibt, das konstante Glied in ge- 
eigneter Weise zu bestimmen. Hieraus folgt: 


uUtvi= 3 + C% +> (dn — bni)r” (cos n6 + 1sin n6), 
n=1 
was eben die Cauchy-Taylorsche Reihe ist. 

Auch die Cauchysche Integralformel, Kap. 7, § 4, ergibt sich 
unmittelbar aus der Greenschen Formel. Wir wollen zunachst vor- 
aussetzen, da der Bereich S einfach zusammenhinge, sowie da 
der Rand von S aus einer einzigen analytischen Kurve bestehe, in 
deren Punkten die Funktion f(z) immer noch analytisch bleibt. Sei 
h die zu g konjugierte Funktion. Dann ist 


g + hi = — log (t — 2) + Pit, 2), 
wo P, bei festgehaltenem z, eine in allen Punkten des abgeschlos- 
senen Bereiches S analytische Funktion von ¢ ist.1) Wenden wir 


uns jetzt zur Integralformel: 
OL Veiner fieat 
NAPS SS Bald fy ar 
C 
und bemerken wir dabei, daf 


1 _ élog(t—z) _ ght) , oP 
ay a ot 7 at ot 


1) Nach dem 8. Satze von § 7 gestattet namlich g eine harmonische Fort- 
setzung iiber den Rand von S hinaus. — Wegen des Existenzbeweises fiir g 
vergleiche man Kap. 14, §§ 4, 5. 
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ist, so finden wir zunichst: 
oP 
u+oi=> mai) 10 a areal () Sat 


Hier verschwindet das zweite Integral rechter Hand nach dem 
Cauchyschen Integralsatze, Kap.7, §2. Was das erste Integral 
anbetrifft, so ist 


C(gthi)_ ag+ht) e-ti, dt = et‘ds 
Ct ds z 


wo t den Winkel bedeutet, welchen die positive Tangente der Rand- 
kurve mit der positiven reellen Achse einschlieBt. Indem wir uns 
noch erinnern, dab 

Og 0 Oh _—s gd 

Bey eu ds cn 


ist, und zugleich auch f(t) = U + V2 einfiihren, so kommt: 


Se ee . Og 
utoiad (U4 Vi 2 as, 
C 


worin dann die Greensche Formel mit enthalten ist.4) Und nun 
kann man umgekehrt von dieser letzten Formel ausgehen und also 
riickwirts zur Cauchyschen Integralformel hinaufsteigen. 

Die Verallgemeinerung auf Bereiche, deren Rand aus einer end- 
lichen Anzahl analytischer Kurven besteht, sowie auf mehrfach zu- 
sammenhingende Bereiche, bietet nun keine Schwierigkeit. Will 
man indessen zu allgemeinen reguliren Randkurven iibergehen, so 
ist die Kenntnis des Verhaltens der Ableitungen der Greenschen 
Funktion am Rande vonnéten. Hieriiber existieren Untersuchungen 
von Kellogg, Transactions Amer. Math. Soc., Bd. 9 (1908), 8.89 
und 51; Bd. 13 (1912), $.109. 

Wir wollen diesen Paragraphen noch mit einem besonderen 
Satze schlieBen, welcher an und fiir sich nicht ohne Interesse sein 
dirfte. 


Satz. Geniigt eine rationale Funktion R(x, y) der Laplaceschen 
Gleichung: AR = 0, und bildet man die dazu gehérige komplexe ana- 
lytische Funktion: 

(2, y) 
f@a=R+1 Hi 


(a, b) 


da+ on dy + Ci, 


! he 


1) Diese Herleitung des Zusammenhangs zwischen den beiden Formeln 
entnehme ich einer brieflichen Mitteilung des Herrn Morera. 
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so ast diese eine rationale Funktion der komplexen Variabelen z = 
x+ yt. 


In der Tat erweist sich zunachst die Ableitung: 


als eine rationale Funktion von x und y. Setzt man 


G(z, ¥) 
PAG YS rary): 
wo G und J’ teilerfremde Polynome sind, so erkennt man leicht, daB 
die reellen Nullstellen von J’ nur isoliert auftreten kénnen. Denn 
sonst gabe es eine analytische Kurve der z-Ebene, lings deren 
f(z) = 00, also 1/f(z) verschwiinde, und daher miiSte 1/f(z) iden- 
tisch null sein. Hiernach kann R, und mithin auch f(z), sowie 
endlich f’(z) nur isolierte Singularititen haben. Wir schlieBen ferner 
aus dem Vorausgeschickten, da die eindeutige Funktion f’(z) héch- 
stens Pole hat. Die einzigste iibrige Méglichkeit wire nimlich eine 
wesentliche singulire Stelle. Dann miiSte aber die Gleichung 
f' (2) = C bei passender Wahl von C unendlich viele Wurzeln haben 
(vgl. Kap. 7, § 6, 11. Satz). Setzt man also 


f(@) =PSMENE NM, C=O, 410, 


wo , yp, reelle teilerfremde Polynome sind, so miiBten die reellen 
algebraischen Kurven 
g =C\o, yp = C,o 


unendlich viele reelle Schnittpunkte haben und somit emen gemein- 
samen Bogen aufweisen, lings dessen /f’(z) = C ware. Hiermit ist 
die Moglichkeit einer wesentlichen Singularitét ausgeschlossen und 
f' (2) erweist sich daher als eine rationale Funktion von z. Da nun 
endlich R rational ist, so kénnen sich bei der Integration keine loga- 
rithmischen Glieder einstellen. 


Vierzehntes Kapitel. 


Konforme Abbildungen und die Uniformisierung analytischer 
Funktionen. 


$1. Uber die konforme Abbildung eines einfach zusammen- 
hangenden Bereiches auf einen Kreis. 

In seiner Dissertation sprach Riemann den Satz aus, daB zwei 
beliebige einfach zusammenhingende Bereiche ein-eindeutig und kon- 
form aufeinander abgebildet werden kénnen. Sein Beweis stiitzt 
sich auf das sogenannte Dirichletsche Prinzip, worauf wir noch 
im folgenden Paragraphen zuriickkommen werden. Hs genigt offen- 
bar zu zeigen, da ein beliebiger derartiger Bereich 7’, den wir uns 
in der z-Ebene gelegen denken wollen, auf den Hinheitskreis [x der 
w-Ebene als Normalbereich konform bezogen werden kann. Dabei 
gibt es zweierlei Fragestellungen, je nachdem man verlangt, 

A) daS der Rand von TY aus einer einfachen geschlossenen 
Kurve bestehe, und daB der Bereich J’ nebst dem Rande ein- 
eindeutig und stetig, und im Innern konform auf den abge- 
schlossenen Kreis Jt, oder nur 


B) da das Innere von T ein-eindeutig und konform auf das 
Innere von K bezogen werden soll. 


Wir beschrinken uns zunichst auf Fall A) und setzen dabei 
voraus, daB T endlich, sowie daB der Rand von T regulir sei, 
d. h. daB ein regularer Bereich S vorliege. Behufs der Unter- 
suchung wollen wir vorerst einige notwendige Bedingungen _her- 
leiten. Indem wir also das Problem als geliést voraussetzen, be- 
zeichnen wir mit 


w = f(z) 
die Funktion, welche die Abbildung besorgt. Dabei soll z = 0 in 
w = 0 ibergehen: f(0) = 0. 
a) Wir wollen 


f(z) =z9(2), (0) =f'(0) 
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setzen. Dann haben wir in g(z) eine in S analytische Funktion 
von z, welche dort wegen der umkehrbaren Eindeutigkeit der 
Abbildung nirgends verschwindet. Sei ferner 


(2) = eP + %, 


Die hiermit eingefiihrte Funktion P ist offenbar eindeutig und stetig 
im abgeschlossenen Bereiche S, und verhalt sich iberdies harmonisch 
im Innern von S. Gleiches gilt auch von der konjugierten Funktion Q, 
sofern man ihr etwa im Punkte z =0 eine besondere ihrer dort 
méglichen Bestimmungen beilegt. Im iibrigen nimmt jetzt w_ fol- 
gende Gestalt an: 


= eloert+ P+ (A+ Q)i 


b) Da wir auf der Peripherie von K 
jw] =1 


haben, so muf die Funktion logr-+ P lings C  verschwinden. 
Hiermit erweist sich diese Funktion als die negativ genommene 
Greensche Funktion des Bereiches S: 


logr’-+ P = —4q, 


da wir kinftighin von der Bedingung d), 5S. 661, absehen wollen. 
Wir wollen uns jetzt die Aufgabe stellen, diese notwendigen 
Bedingungen umzukehren und somit den folgenden Satz zu beweisen. 


Theorem. Sev JT em belrebiger einfach zusammenhingender 
Teil der erweiterten Ebene, dessen Rand aus mehr als einem Punkte 
besteht, und seien ferner g, h die dazu gehédrige Greensche Funktion 
bzw. die zu g konjugierte Funktion. Dann bildet die Funktion 


w={@ =er™ 


das Innere des Bereiches T ein-eindeutig und konform auf das Innere 
des Einheitskreises KX der w-Hbene ab. 

Inegt T insbesondere im Endlichen, und besteht der Rand von 
T auperdem aus analytischen Kurven, so wird die Abbildung auch 
am Rande ein-eindeutig, stetig und, von etwargen Hcken abgesehen, 
konform sein. 

Wir setzen zunichst voraus, daB T im Endlichen hege — oder 
aber, wenn dies nicht direkt durch eine lineare Transformation zu 
erzielen ist, daB der Rand sich ins Unendliche erstrecke —, erlegen 
dem Rande aber weiter gar keine Bedingungen auf. 
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Nach den Entwicklungen von Kap. 18, § 8, stellt die Gleichung: 


J=FEF; 
wo yz einen positiven Parameter bedeutet, eine Schar regulirer ge- 
schlossener _Kurven ohne Ecken oder mehrfache Punkte vor, welche 
das Innere von T, den Pol z = 0 allein ausgenommen, gerade aus- 
fiillen. Dabei ist vor allem klar, da8 die Kurve C: g = mu im eine 
auf dem Kreise 
Fr: |wl|=—e* 

befindliche Menge des Bereiches K iibergefiihrt wird. Wir wollen 
jetzt weiterhin zeigen, da die Punkte der beiden Mengen C und I” 
einander umkehrbar eindeutig zugeordnet sind. In der Tat ist, so- 
fern sich die Differentiation nach s auf die positive Tangente, die- 
jenige nach m auf die innere Normale bezieht, 


(x, y) 
oh —s og te 0g 
aa) on —ha—hy+ f 28 as. 
(20, Yo) 


Nun ist aber innerhalb C g > w. Daher kann die nach der inneren 
Normale genommene Ableitung @g/én jedenfalls nicht negativ sein. 
Nach dem Zusatz von Kap. 13, §8 kann diese Ableitung aber auch 
nicht verschwinden, woraus denn folgt: 


Da nun 

arc w = —h 
ist, so erkennen wir, da’, wenn der Punkt (a, y) die Kurve @C 
in positivem Sinne durchliuft, dann der Bildpunkt w auf dem 
Kreise I” ebenfalls in positivem Sinne stetig fortriickt. Endlich 
erhellt aus der Relation 


wo Q, wie vorhin schon bemerkt, eindeutig ist, daB —h nach 
vollendetem Umlaufe gerade um 2x” zunimmt, und hiermit ist 
die Richtigkeit der Behauptung dargetan. 

Es hat sich also ergeben, das die inneren Punkte der Be- 
reiche T’ und K ein-eindeutig aufemander bezogen sind. Da f(z) 
auBerdem in TJ analytisch ist und f’(z) dort nicht verschwindet 
— sonst mibte ja dg/an =0 baw. f’(0) =0 sein —, so ist die 
Abbildung im Innern ausnahmslos konform. 

Von der Stetigkeit am Rande. Wir wenden uns jetzt zum Be- 
weise des zweiten Teils des Satzes. Sei P ein gewdhnlicher Punkt 
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eines analytischen Randstiicks. Dann 1a8t g in der Nahe von P nach 
dem 3. Satze von Kap. 18, §7 eine harmonische Fortsetzung iiber 
T hinaus zu; dasselbe gilt daher auch von h, und somit von der ana- 
lytischen Funktion f(z). Es ist ferner klar, da f’(z) im Punkte P 
nicht verschwinden kann, denn sonst miiBten beide partiellen Ab- 
leitungen 09/0”, 0g/0y dort den Wert 0 haben, was dann zur Folge 
haben wiirde, daB die Kurve g = 0 einen mehrfachen Punkt in P 
hatte und somit das Innere von T betriite. Man sieht also, daB die 
volle Umgebung von P auf die volle Umgebung des entsprechenden 
Punktes der Kreisperipherie ein-eindeutig und konform bezogen 
wird, derart, daB diese Abbildung mit der fritheren innerhalb T 
bzw. K ibereinstimmt, was insbesondere fiir die Stetigkeit, sowie 
fiir die konforme Higenschaft der Abbildung am Rande biiret. 
Wir wollen jetzt den Fall betrachten, daB P ein Eckpunkt des 
Randes von T ist, in welchem zwei analytische Randstiicke zu- 
sammenstoBen.1) Hs handelt sich um den Beweis, da’ h einen Rand- 
wert im Punkte P annimmt. Um P legen wir einen 
Kreis %, dessen Radius eine geeignete positive GriBe 
nur nicht wbertrifft, und nehmen dann auf dem Rande 
oe are ie Hs _ an, daB die Bogen Jee 
: ganz innerhalb & liegen und nur den e 8 
eimen Punkt P gemeinsam haben. Wir zeichnen ferner Fig. 151 
die in a baw. B miimndenden Strémungslinien h =h,, 
h=h, (h,>h,) in der Umgebung dieser Punkte auf. Ihre Schnitt- 
punkte mit der Niveaukurve g =7 médgen mit a’, B’ benannt 
werden. Dann la8t sich 7 so klein wihlen, dai der ganze Bogen 
a’ B’ jener Niveaukurve innerhalb § verliuft, weil namlich g sich 
dem Randwerte 0 gleichmifig anschlieBt. Im wbrigen nimmt h 
lings des Bogens a’B’ vom Werte h, bis zum Werte h, monoien 
ab. Hieraus erkennen wir, da das Tnrtere des Bereiches a PA B’a 
ein-eindeutig und konform auf den Bereich: 


Ci \o] <1, —h, <arcow < —h, 
abgebildet wird. 


1) Zum Beweise ist nicht nétig, daB die Randstiicke auch im Punkte P 
analytisch seien, vielmehr geniigt es, wenn der Rand nur, wie folgt, beschaffen 
ist. Sei K ein Kreis um P, dessen Radius eine geeignete positive GroSe nur 
nicht iibertrifft. Dann soll es méglich sein, den Bereich T vermége eines Quer- 
schnitts af derart zu zerlegen, da der eine Teil davon ganz in K liegt, wahrend 
die Bogen Pa, Pf in jedem von P verschiedenen Punkte analytisch sind und 
im ubrigen nur den Punkt P gemeinsam haben. 
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Lassen wir nunmehr @ an P heranriicken. Dabei nimmt h,, be- 
stindig ab und niihert sich somit einem Grenzwert hp. In dhnlicher 
Weise nimmt h, bestiindig zu, wenn 6 dem Punkte P zustrebt; der 
Grenzwert werde hier h} genannt. Und nun behaupte ich: es ist 
hz =h. Sonst wiirde niimlich die Umkehrfunktion 


z=y(w), wo w=f(z), 
in jedem Punkte des Kreisbogens 
oe —hz <arew < —h} 


den Randwert zp annehmen. Dann miibte aber y(w) eine analytische 
Fortsetzung iiber diesen Bogen hinaus gestatten und somit lings 
einer innerhalb seines Definitionsbereiches befindlichen Kurve kon- 
stant bleiben. Infolgedessen wiirde p(w) sich tiberhaupt auf eine 
Konstante reduzieren, und hiermit ist der Beweis erbracht.") 


Uber den Grad der Willkiir. Wir wollen noch die Frage stellen, 
auf wie viele verschiedene Weisen die Abbildung méglich ist. Da 
sehen wir erstens, da der Pol O der Greenschen Funktion inner- 
halb T willkiirlich gewihlt werden kann, wie wir spiter beim Existenz- 
beweise fiir diese Funktion mit aller Strenge darlegen werden; sodann 
k6nnen wir noch vermége der in h enthaltenen additiven Konstante 
bewirken, entweder a) daf ein willkirlicher Randpunkt von T in 
einen bestimmten Punkt der Peripherie von K wbergefihrt wird; 
oder b) da einer willkiirlichen Richtung im Punkte O eine be- 
stimmte Richtung im Mittelpunkte des Kreises K entspricht. Da- 
durch wird aber auch die Abbildung vollig bestummt: 


w = f(z). 
In der Tat sei 
w, = f, (2) 
eine zweite solche Abbildung. Dann wird durch Elimination von z 
aus diesen beiden Gleichungen der Kreis K umkehrbar eindeutig 
und konform auf sich selbst abgebildet: 


LY ¥ (w) ’ 


und zwar so, I) da8 sein Mittelpunkt in sich iibergeht, wiihrend 
entweder II,) ein bestimmter Punkt seines Randes oder II,) eine 


1) Dieser Beweis riihrt von Picard her, Traité d’analyse, Bd. 2, 10. Ab- 
schnitt, Nr. 7. 
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bestimmte Richtung im Mittelpunkte ungedndert bleibt. Fiihren wir 
hier ahnlich wie vorhin 


Pw) = wQ(w) = eeet tats 


ein, so finden wir zunichst, daB log @ + $$ am Rande von K ver- 
schwindet; denn ganz abgesehen davon, ob die Abbildung am Rande 
stetig ist oder nicht, erkennt man sofort, da der Bildpunkt w, dem 
Rande doch immer niher ricken mu8B, wenn w dem Rande zustrebt. 
Daraus folgt aber, da log @ am Rande von K konstant ist, daB 3 
sich auf eine Konstante, und zwar die Null, reduzieren mu8. Dem- 
nach muB auch © konstant sei, und hiermit ergibt sich: 


Yi(w) = Cw, C=". 
Endlich liefert sowohl II,) als II,) die Bestimmung C = 1, also ist 
f(2) =f), 


w. Z. b. w. 
Das letzte Resultat wollen wir doch noch durch einen expliziten 


Satz betonen. 


Satz. Die allgemeinste ein-eindeutige und konforme Abbildung 
emes Krewsinnern auf sich selbst wird durch eme lineare Transfor- 
mation geleistet. 


Im ibrigen la8t sich die Abbildung, falls sie stetig am Rande 
ist, auch dadurch eindeutig bestimmen, daf irgend drei getrennte 
Randpunkte von 7’ in drei in gleichem Sinne aufeinander folgende, 
sonst aber willkiirlich getrennte Randpunkte von KK iibergefiihrt 
werden. 


Aufgabe. Wir haben in Kap. 13, § 1 eine elektrische Strémung 
erwibnt, wobei eine nichtleitende Lamelle auf beiden Seiten mit 
einer gleichmibig leitenden Schicht tiberzogen wird und die beiden 
Elektroden eines galvanischen Elements an zwei tibereinander lie- 
genden Punkten der Schicht aufgesetzt werden. Dadurch entsteht 
eine Strémung, welche durch die Greensche Funktion g des Be- 
reichs reguliert wird. Wir haben damals auch weiterhin den Grenz- 
iibergang in Betracht gezogen, wobei das genannte Punktepaar 
an den Rand heranriickt. Da zeigte sich ja, daB jene beiden 
logarithmischen Quellpunkte sich zu einem algebraischen Quell- 
paare erster Ordnung vereinigen. 

Wir bringen jetzt in Vorschlag, den obigen physikalischen Vor- 
gang dadurch geometrisch zu interpretieren, daB man die durch jene 

Osgood, Wunktionentheorie. I. 5. Aufl. 46 
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Greensche Funktion definierte konforme Abbildung beim Grenz- 
iibergange verfolgt. Dabei muB sich selbstverstindlich der Kreis KC 
auch ander; er mége in der oberen Halbebene liegen und die Ab- 
szissenachse im Anfange beriihren. Wiichst sein Radius dann in ge- 
eigneter Weise ins Unendliche, so erhalten wir im Grenzfalle eine 
konforme Abbildung der Lamelle auf die obere Halbebene. 

Ganz abgesehen von einer strengen mathematischen Verfolgung 
des soeben geschilderten Grenziibergangs kann man sich nun die 
Aufgabe stellen, das Endresultat direkt zu priifen, indem man not- 
wendige und hinreichende Bedingungen fiir die konforme Abbildung 
eines durch analytische Kurven begrenzten Bereiches 7’ auf die 
Halbebene herleitet. Wir empfehlen dem Leser diese Ubung. 


§ 2. Das Thomson-Dirichletsche Prinzip und die Existenztheoreme. 


Im voraufgehenden Paragraphen haben wir die Existenz der 
Greenschen Funktion vorausgesetzt. Mit Ricksicht auf die Zer- 
legung: 


—g=logr+P, 


ist das gleichbedeutend mit der Annahme der Existenz einer Funk- 
tion P, welche am Rande den Wert — log r annimmt und sich im 
Innern harmonisch verhilt. Dies ist nun ein spezieller Fall einer 
allgemeinen Randwertaufgabe, welche man frither mit Hilfe des 
sogenannten Dirichletschen Prinzvps zu losen suchte, und welche 
auf folgendes Existenztheorem fihrt. 


Existenztheorem. Ldngs des Randes eines reguléren Be- 
reiches S seu eine stetige, sonst aber willkiirliche Folge von Werten vor- 
geschrieben.+) Dann gibt es ee in S eindeutige Funktion, welche sich 
diesen Werten als Randwerten stetig anschlieBt und im Innern von S 
harmonisch verhdalt. Im iibrigen ist dve Funktion durch die genannten 
Bedingungen eindeutig bestimmt. 


Durch physikalische Anschauungen wird der Satz schon plau- 
sibel. Denkt man sich nimlich den Bereich S mit einer diinnen, 
gleichférmigen, Warme leitenden Membran iiberzogen, deren Rand- 
punkte durch eine geeignete Vorrichtung auf der vorgeschriebenen 
Temperatur erhalten werden, waihrend die Membran sonst isoliert 


1) Auch gewisse Unstetigkeiten, insbesondere eine endliche Anzahl end- 
licher Spriinge, diirfen bei geeigneter Modifikation der Formulierung des Satzes 
zugelassen werden. 
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ist, so leuchtet ja ein, daB ein stationdrer Stromungszustand an- 
gestrebt wird, derart, daB die zugehérige Temperaturverteilung im 
Innern gerade die gesuchte Funktion liefert (vgl. Kap. 18, § 1). 

Um derartige Existenzbeweise analytisch zu fahren, hatten sich 
bereits Green und Gau8, und nach ihnen auch Thomson, einer 
Methode bedient, welche darin bestand, daB man sich ein Problem 
der Variationsrechnung aufstellt, dessen Lésung sich genau so formu- 
lieren 148t, wie das Problem, worum es sich handelt; und dann sah 
man es als selbstverstindlich an, daB das Hilfsproblem doch eine 
Lésung besitzt. Allein die Variationsrechnung war bisher nicht im- 
stande, fiir die Existenz einer Lésung derartiger Probleme Gewahr 
zu leisten, und hiermit wurde die Methode hinfillig. 

Im Anschlusse an das soeben erwaihnte Verfahren versuchte 
denn auch Riemann, den oben ausgesprochenen Existenzsatz da- 
durch zu beweisen, daB er das Doppelintegral 


ne a) }as 


uber den Bereich S hin erstreckt, wobei wu sich an die vorgeschrie- 
benen Randwerte stetig ansetzen und im iibrigen innerhalb S so 
beschaffen sein soll, daB das Integral einen Sinn hat. Da der Wert 
des Integrals niemals negativ ist, so hat er eine untere Grenze J = 0. 
Und nun besteht die SchluBweise eben darin, dai man annimmt, es 
miuf$te notwendig eine derartige Funktion u geben, fiir welche das 
Integral den Wert I wirklich erreicht, und welche tberdies stetige 
Ableitungen zweiter Ordnung besitzt.1) Fir eine soleche Funktion 
liefert freilich die Variationsrechnung als notwendige Bedingung: 
Oru , Ou 
da + 7ye— 9: 
Aber die Existenz einer solchen Funktion wu ist ja damit ebenso- 
wenig begriindet, als die Existenz der Funktion, um welche es sich 
von vornherein handelte. Man hat die Fragestellung bloB verschoben. 
Diese SchluBweise wurde 1847/48 von Thomson angewandt 
und findet sich hernach in Dirichlets Vorlesungen. Riemann be- 
diente sich derselben, wie soeben erwihnt, in seiner Dissertation, 
gowie in den Abhandlungen iiber Abelsche Funktionen, um die 
Existenz der Greenschen Funktion bzw. gewisser Funktionen auf einer 
1) Man kommt allerdings mit weniger als der Stetigkeit dieser Ablei- 


tungen aus. 
46* 
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vorgegebenen Riemannschen Fliche zu erschlieBen. In der letat- 
genannten Arbeit bezeichnet er sie auch als ,,Dirichletsches Prinzip“. 
Spiter machte Weierstra8 auf den vorhin bezeichneten Mangel 
aufmerksam, worauf dann eine sichere Grundlage fiir die Riemann- 
schen Existenzsiitze durch die Untersuchungen von Neumann und 
Sehwarz geschaffen wurde. Diese Autoren verwerteten gewisse 
schon von Murphy zu einem ahnlichen Zwecke verwendete kombi- 
natorische Methoden, zu deren naherer Besprechung wir jetzt iber- 
gehen wollen.?) 


§ 8. Das alternierende Verfahren.”) 


Das kombinatorische Verfahren, wovon im voraufgehenden Para- 
graphen die Rede war, beruht auf zwei Sitzen, welche wir jetzt be- 
sprechen wollen. Bemerken wir vorab, da die Randwertaufgabe 
sicherlich fiir jeden Bereich, welcher inkl. seines Randes ein-ein- 
deutig und stetig, und im Innern konform, auf einen Kreis abgebildet 
werden kann, eine Lisung zuliBt, da sie ja fiir letzteren Bereich ver- 
mége des Poissonschen Integrals erledigt wird. Hiermit haben wir 
gleich yon vornherein eine groBe Klasse von Bereichen erhalten, 
wofiir das Problem als gelést gelten darf. 


1. Satz. Hs seien S,, S, zwet Bereiche, wofiir sich die Randwert- 
aufgabe von § 2 lésen lift, und deren dufere Begrenzungen sich m 
einer endlichen Anzahl von Punkten unter nicht verschwindenden 
Winkeln schneiden.*) Dabei soll auperdem der zu Sj, sowre der zu Sy 
gehéorige Teil einer bestimmten Umgebung eimes Schnittpunktes wmkl. 
des Randes auf einen durch ein Stiick ewer geraden Linie begrenzten 


1) Es sei noch an dieser Stelle auf die Untersuchungen von Hilbert ver- 
wiesen, welche darauf ausgehen, die Existenz einer Lésung des Variations- 
problems direkt nachzuweisen, und somit jene Liicke auszufiillen. Insbeson- 
dere vergleiche man Courant, Géttinger Nachrichten, 1910, S. 154, sowie Math. 
Ann., Bd. 71 (1911), S. 145. 

2) Murphy, Elementary Principles of the Theories of Electricity, Heat, 
and Molecular Actions, Bd. 1, 1823. Neumann, Leipziger Berichte, 21. April 
und 31. Okt. 1870; Logarithmisches wnd Newtonsches Potential, 1877, Kap. 5; 
Abelsche Integrale, 2. Aufl., 1884, Kap. 16—18. Schwarz, Vierteljahrsschrift 
der Naturforschenden Gesellschaft in Ziirich, Bd. 15 (1870), S. 118, 272 = Werke, 
Bd. 2, 8.133. Vergleiche ferner Encyklopddie, Burkhardt, II A 7b, Nr. 27, 28. 

3) Anstatt zu verlangen, daB die iuBeren Begrenzungen sich iiberschneiden, 
kann man auch voraussetzen, daB die auBere Begrenzung von S, eine innere 
Begrenzung von S, in der bewuBten Weise tiberschneidet. Dann gilt der vor- 
stehende Beweis ungeindert. Oder man kann die neue Figur vermége einer 
Transformation durch reziproke Radien auf den bereits behandelten Fall zu- 
riickfiihren. 
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Bereich ein-eindeutig und stetig, und im Innern konform abgebildet 
werden kinnen, derart, dab das zu S, bzw. S_ gehdrige Randstiick in 
die Gerade tibergeht. Endlich sollen die beiden Bereichen gemeinsamen 
Gebiete sdmtlich einfach zusam- 
menhingen.*) Dann gestattet die 
Randwertaufgabe auch fiir den- 
jenigen Bereich eine Lésung, 
welcher aus den Punkten von 8, 


und S, besteht. = 
Wir denken uns die Bereiche g 
S,, S, zunichst als schlicht. Auf . 


den Fall mehrbliattriger Bereiche 
kommen wir dann in §11 zuriick. 


Fig. 152. 


Die Funktion u. Dem Beweise schicken wir folgende Uberlegung 
voraus. Sei S ein Bereich, wofiir wir die Randwertaufgabe zu lésen 
vermoégen, und sei L ein Randstiick dieses Bereiches, M der wbrige 
Rand (Fig. 153). In den Endpunkten A: (a, yo) und B: (x, y) 
von ZL soll der Rand zunichst analytisch 
sein. Im iibrigen sollen die Punkte A und 
B so benannt werden, da beim positiven 
Umlaufe des Randes von S das Rand- 
stick LZ im Sinne von A nach B be- 
schrieben wird. Dann gibt es eine Funk- 
tion u, welche im Innern von S harmonisch towers 
ist und, von den Punkten A und B ab- 
gesehen, lings L den Randwert 1, dagegen lings des tibrigen Randes 
M den Wert 0 annimmt. Soll « auBerdem noch endlich bleiben, 
so ist uw hierdurch eindeutig bestimmt. 

In der Tat bilde man die Funktion 


B: &,, 4%) 


AA :(No; Yo) 


—# 


f(z, ¥)= st —{ are tang ¢ — are tang 4 ae ue | : 


wobei nun eine beliebige eee statins Bestimmung derselben 
gemeint ist. Dann verhalt sich f(a, y) harmonisch in S und nimmt 
im allgemeinen stetige Randwerte an, nur in den Punkten A und B 
erleiden letztere einen Sprung, welcher gerade 1 betrigt, und zwar 
nihern sich diese Randwerte dem gréBeren Grenzwerte stets lings 
des Bogens L. 


1) Diese letzte Hinschrinkung geschieht nur der Einfachheit halber, denn 
wir brauchen ja in der Folge keinen allgemeineren Fall in Betracht zu ziehen. 
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Jetzt wollen wir den Randpunkten von S folgende Werte bei- 
legen: lings LZ sollen sie mit denjenigen von f(z, y) —1, lings des 
iibrigen Teils des Randes hingegen mit denjenigen von f(x, y) tiber- 
einstimmen. Hiermit erhalten wir eine Folge von Randwerten, welche 
bei passender Festsetzung in den Punkten A und B durchweg stetig 
sind. Sei y(z, y) die denselben entsprechende Lésung der Rand- 
wertaufgabe. Dann haben wir in 


ile: f(x, y) — 9(z, y) 
die in Aussicht genommene Funktion, und es bleibt nur noch iibrig, 
zu zeigen, daB sie auch eindeutig bestimmt ist. 

Sei also u, eine zweite derartige Funktion. Indem wir die Diffe- 
renz: eee 
bilden, wird klar, da letztere Funktion im Innern von S harmo- 
nisch ist und, héchstens von den Punkten A, B abgesehen, den 
Randwert 0 annimmt. Nun kann man sie in der Nihe von A iiber 
den Rand von S hinaus harmonisch fortsetzen, indem man ibr in 
symmetrischen Punkten entgegengesetzt gleiche Werte erteilt, vgl. 
den 3. Satz von Kap. 13, § 7. So kommt eine Funktion zustande, 
welche in der Nihe von A allen Forderungen des 7. Satzes von 
Kap. 18, § 4 gerecht wird, und daher nimmt jene Differenz, w—wu,, 
auch in A den Randwert 0 an. Ahnliches gilt von B. Nach dem 
Zusatze des 3. Satzes von Kap. 18, § 3 erweist sie sich mithin als 
identisch Null, w. z. b. w. 

Das soeben erhaltene Resultat kénnen wir nun nach zwei Rich- 
tungen hin erweitern. Erstens braucht der Rand in A und B nicht 
analytisch zu sein, es geniigt schon, wenn er bloB in jener Nachbar- 
schaft aus einer regularen Kurve mit einer gewdhnlichen Hecke?) 
besteht, vorausgesetzt nur, daB die Umgebung des betreffenden 
Punktes konform abgebildet werden kann, dergestalt, daB der an die 
Keke stoBende Teil des Randes in ein Stiick einer geraden Linie 
ibergeht. Letztere Voraussetzung ist vor der Hand deshalb ndtig, 
damit wir schlieBen kénnen, daB die beim Beweise der eindeutigen 
Bestimmung in Betracht zu ziehende Differenz u —u, auch im 
Kekpunkte den Randwert 0 annimmt. Zweitens diirfen offenbar an 


Stelle des einen Bogens L mehrere getrennte Bogen L,,..., L_ 
treten. 


1) Auch Spitzen kénnen zugelassen werden, sofern der Bereich S auBer- 
halb derselben liegt. 
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Fahren wir jetzt fort, indem wir zeigen, da8 u in allen inneren 
Punkten von S positiv und kleiner als 1 ist. Sei ¢ eine beliebig kleine 
positive GroBe, und sei P ein willkirlicher Randpunkt. Dann er- 
kennt man leicht, daB es eine gewisse Umgebung von P gibt, wofiir 


—e<u<l1l-+e 


bleibt, sofern der Punkt (z, y) innerhalb S liegt. Ware also 
u = a> 1 in einem inneren Punkte Q von S, so entwickele man S 
in Teilbereiche T,, nach dem Satze von Kap.5, §8. Am Rande 
eines jeden T,,(n > m) gibt es dann einen Punkt Q,, in welchem 
u>a ist. Die Punkte Q, haben mindestens eine Haufungsstelle Q 
am Rande von S. Dies verstéBt aber gegen die vorstehende Unglei- 
chung, indem man e <a —1 setzt und als P den Punkt Q nimmt. 

Hiermit ist zunichst gezeigt, daB w den Wert 1 im Innern von S 
nicht iiberschreiten kann. Aus dem Satz vom Maximum und Mini- 
mum folgt aber weiter, da’ wu den Wert 1 im Innern auch nicht er- 
reichen kann. In dhnlicher Weise beweist man, daB wu im Innern 
von S positiv ist. 

Wir wollen die Punkte A und B vermége eines den Rand nicht 
berithrenden Querschnitts C miteinander verbinden und den Wert 
der Funktion uw auf C betrachten. Ich sage nun: dite obere Grenze q 
von u lings C rst positiw und klemer als 1: 0 <q <1. In der Tat 
nihert sich u sowohl in A als in B einem positiven Grenzwerte, der 
kleiner als 1 ist, wie aus der Definition B:(2,,4;) 


dieser Funktion sofort erhellt. Darum Sj 


kann man an den beiden Enden von C 
zwei Bogen abtrennen, wofiir die obere 
A 3(%o,Yo) 


Grenze von w sicherlich positiv und kleiner 
als 1 ist. Da bleibt noch ein abgeschlos- 
sener Bogen von C zuriick, der innerhalb 
S liegt, und auf welchem w seine obere 
Grenze wirklich erreicht. Auch diese Gré8e mu8 indessen kleiner 
als 1 ausfallen, womit sich denn die Richtigkeit der Behauptung 
ergibt. Aus diesen Entwicklungen geht nun folgender Satz hervor. 


Fig. 154. 


1. Hilfssatz. Verhdlt sich u im Innern von S harmonisch, und 
nimmt u fernerhin lings M inkl. der Endpunkte A wnd B den Rand- 
wert 0, lings L Randwerte an, welche dem absoluten Betrage nach eine 
Gripe G = 0 nicht iibertreffen, so rst 


ge GG; 0 <q aed, 


wo q von den Randwerten unabhingig ist. 
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Ist G = 0, so verschwindet u identisch, und der Satz ist sicher 
richtig. 

Ist G dagegen positiv, so bleibt sowohl Gu —u als Gu+u 
im Innern yon S durchweg positiv, wie eine der obigen ihnliche 
Uberlegung ergibt, und es ist insbesondere fiir solche Punkte 


0<Gu|,—ule, 0<Gulo + Uo, 
also 


Da diese letzten Ungleichungen offenbar auch fiir die Endpunkte 
von C gelten, so ist der Satz hiermit vollstiindig bewiesen. 


Beweis des Hawptsatzes. Wir sind nunmehr in der Lage, den Be- 

weis des Hauptsatzes in Angriff zu nehmen. Am Rande des aus 

S, und S, sich zusammensetzenden Bereichs S geben wir uns also 

eine stetige Folge von Randwerten U. Der Kinfachheit halber be- 

schrinken wir uns auf den Fall, daB S, und S, nur einen einzigen 

gemeinsamen Bereich haben. 

wpeoeteant eats Derjenige Teil des Randes 

fae ss M. von S,, welcher in S, liegt, 

ef werde mit L,, der ubrige 

vy Rand von S, mit M, be- 

Fig. 155. nannt, und ahnlich fiir S,, 

indem die Indizes 1, 2 mit- 

einander vertauscht werden. Wie man sieht, li8t sich die Kurve 

LI, als ein Querschnitt C, des Bereiches S,, und ebenso L, als ein 

Querschnitt C, von S, auffassen. Sei g, bzw. q, der Wert der vor- 

hin erklarten oberen Grenze q fiir diese beiden Kurven. Im iibrigen 

moge noch die gréBere der beiden Zahlen q,, q. schlechtweg mit 
q benannt werden. 

Wir stellen jetzt eine Reihe von Anniherungsfunktionen u,, 
Uz,+++, SOWIG Ug, Uy,... auf, wobei sich die mit ungeradem Index 
behafteten wu auf S,, diejenigen mit geradem Index auf 9, beziehen, 
und zeigen, 


a) da die Grenzfunktion von u,, u3,... eine in S, harmonische 
Funktion ist, welche in den Punkten von M, die vorgeschriebenen 
Randwerte U, annimmt; 


b) daS die Grenzfunktion von uy, uy, ... eine in S, harmonische 


Funktion ist, welche in den Punkten von M, die vorgeschriebenen 
Randwerte U, annimmt; 
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c) daB endlich diese beiden Grenzfunktionen in dem S, und S, 
gemeinsamen Bereiche miteinander tibereinstimmen. 

Um dem Beweise nun niher zu treten, so sollen vor allen Dingen 
die Funktionen u,, u3,... harmonisch in S,, und u,, u4,... har- 
monisch in S, sein. Ferner soll 


Yoni ly, = U1, Yen |at, = U, 


sein. Endlich mége u, lings L, eine willkiirliche stetige, an die 
Randwerte U, in den Punkten A und B sich stetig anschlieBende 
Folge von Randwerten annehmen. Hiermit ist zunichst u, vdllig 
bestimmt. Zur endgiltigen Definition der weiteren wu setzen wir 
fest: 

A) Won |i = Ugn—1 |i Uontils, = Us, |r n=1,2,... 


Wir untersuchen jetzt die Konvergenz der Funktionen wen,4 
und Un. Behufs dessen schreiben wir: 


(1) Uonta = Uy + (Ug — Uy) +++ + (Wensr — Uen—)s 
(2) Wan = Ug + (Ug — Ue) +++ + (Ven — Uen-a)s 
und betrachten da naher den Wert des allgemeinen Gliedes, nimlich 
Usn+1 —Ugr—-1 DZW. Ugnrig — Ug, am Rande seines Bereiches S, 
bzw. S,. Vor allem ist klar, dab 

epi U2 .—1 la, = 0, |Ure42 — Us x | a, = 0 


ist. Indem wir den gréBten Wert von |u; — u,| lings DL, mit H 
benennen, haben wir 


Vermoge des Hilfssatzes schlieBt man, daf 


|Us — U Ir, agi 
ist. Da nun 
[Wg — Us| 7, = |us — Uy |r, 
ist, so kommt: 
I;) |Uq — Us|, Sq. 


Hiermit ist das alternierende Verfahren eingeleitet. Und nun 
kénnen wir durch die Methode der vollstandigen Induktion allgemein 
auf die Abschaitzungen schlieBen: 


Qn—2T7. 
leno) |Wonpa the eas Pt ee LL: 


@n—1 
Isa) Uenz2 — Urn hea ge H. 


730 IV,14. Konforme Abbildungen u. d. Uniformisierung analyt. Funktionen 
Hieraus ergibt sich fiir die Reihen (1) und (2), dab 


[tener — Uan—1| S92"-*H in S, inkl. des Randes, 


|Uonte os Urn | = Jpn 2 ” S, ” ” ” 


ist. Infolgedessen konvergiert Un41 in S,, SOWie Uy, in S, gleich- 


miBig, und darum verhalten sich auch die Grenzfunktionen: 


w= lim tons rs ui) = lim ten 


rao n=O 


harmonisch in S,, baw. in S,. Ferner ist 
2 
ws La = U,, w' Ma = U;. 
Letzten Endes folgt noch aus A), dab 


u| 


, = u|,, sowie u|, =u, 


ist, worin liegt, da8 in dem beiden Bereichen S$, und S, gemein- 
samen Gebiete w! =u ist. Hiermit ist der Beweis des Satzes 
vollstindig geliefert. 


2. Satz. Seven S,, S, wieder zwei Bereiche, wofiir die Randwert- 
aufgabe gelést werden kann. Dabei soll wndessen jetzt S, mehrfach zu- 
sammenhingen, wihrend S, aus dem Innern einer Kurve C besteht, 
welche innerhalb S, verliuft und ein Randstiick L, von S, wmfaft. 
Dann liBt sich die Randwertaufgabe 
fiir denjenigen Bereich lésen, welcher 
sich aus den Punkten von S, und 8, 
zusammensetzt. 


Hs ist dies der Satz der so- 

genannten ,,girtelformigen Verschmel- 

Fig. 156. zung“. In der Praxis laBt sich C 

meist als Kreis annehmen, wofiir denn 

die Randwertaufgabe vermége des Poissonschen Integrals gelést 

wird. Die Entwicklungen sind hier den fritheren analog, nur daB 

sich die Beweise etwas einfacher gestalten. Sei wu eine Funktion, 

welche im Innern von S, harmonisch ist und lings LZ, den Rand- 

wert 1, lings des itbrigen Randes M, den Wert 0 annimmt. Dann 
springt sofort in die Augen, daB 


0<u|, Sq, BE aig fe 


wo q eine feste Zahl ist. Hiermit sind wir imstande, den hierher 
gehérigen Hilfssatz auszusprechen. 
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2. Hilfssatz. Verhdlt sich u im Innern von S, harmonisch, 
und nimmt u fernerhin lings M, den Randwert 0, lings L, Rand- 
werte an, welche dem absoluten Betrage nach eine GréBe G => 0 nicht 
tibersteigen, so rst 

—qG Sule SqG, Ong <a ie 
wo q von den Randwerten unabhdngig ist. 


Die Annaherungsfunktionen u,, Us,...; Us, Ug,... Werden 
nun, wie folgt, definiert. Die mit ungeradem Index behafteten u 
sollen in S,, die mit geradem Index in S, harmonisch sein. Die 
Funktion u, mége eine willkiirliche stetige Folge von Randwerten 
lings L, annehmen, wahrend u,|,, = U, gesetzt werde. Sodann 
soll allgemein 


a) Usn\c = Usn—1lo3 
b) Usn+i la, = U;, Usns1lc, = Manis, 
sein. 


Es handelt sich jetzt um die Konvergenz der beiden Reihen: 
Uons1 = Uy + (Us —%y) +2°* + (ents — Uen—1)> 
Wen = Ug + (Ug — Ua) +++ + (an —Usn—sa)- 
Vor allem ist 
[opea — Usr—ile, = 0. 
Indem wir den gré8ten Wert von |us — u,| lings L,, ebenso wie 
friher, mit H benennen, haben wir als erstes Glied in der Reihe der 
Abschatzungen folgendes: 
I) [u, — wl, SH. 
Hieraus schlie8t man vermége des Hilfssatzes, daB 


[us —W%|o Sq 
ist. Da nun 


|p — Usle = |Us — Mle» 
so ergibt sich als zweites Glied in der Reihe der Abschatzungen 
T,) |u, — Ugle S QH. 


Beim nachsten Schritt stellt sich zwar kein Faktor q ein, wir 
kénnen aber schlieBen, daB 
|W — Us|, S [uy — Ugo. 
Da nun 
’ Iu, — Us|, = [Us — Maly, 
ist, so kommt: 
I;) |u, — Us|, S qH. 
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Hiermit ist also das alternierende Verfahren eingeleitet, und nun 
beweist man allgemein vermége der vollstindigen Induktion die 
Abschatzungen: 
Ty n-1) [Uonyt tale Sy peal 
I, n) [Usnr2 —Usalo Sqr. 
Hieraus ergibt sich fiir die in Rede stehenden Reihen: 
|Uont1 —Uen-1| SQ"-?H_ in S, inkl. des Randes, 
Mess — tin 1S gH in S, inkl. des Randes. 


Von hier ab gestaltet sich der Beweis genau ebenso wir im vorher- 
gehenden Falle. 


Spitzen. Der 1. Hilfssatz und somit auch der erste Hauptsatz 
gilt selbst dann noch, wenn die Randkurve im Punkte 4 oder B 
eine Spitze folgender Art hat. Wir nehmen die 


7 oe Koordinatenachsen, wie angedeutet, an. Dann 

a ———* sollen die beiden Bogen in der Nahe von O durch 
Fig. 157. die Gleichungen dargestellt werden, 

y = xf, (2), y = 2? f, (x), 0OSz2sh, 


wobei [,(z), f(z) nebst ihren Ableitungen erster Ordnung im ab- 
geschlossenen Intervalle (0, h) stetig sind, und auBerdem 


f1(0) = a, fe(0) = ag, ay < ap. 


Ks ist jetzt leicht, eine harmonische Funktion aufzustellen, 
deren Randwerte den gewiinschten Sprung in der Spitze aufweisen. 
Eine solche Funktion ist nimlich folgende, 


een Ae 
rk a y? 

Sollte auch am anderen Ende des Bogens L eine Spitze auf- 
treten, so wird man eine entsprechende Funktion u, aufstellen. Ist 
dagegen der Winkel in diesem Punkte, dessen Koordinaten mit 


(a, B) bezeichnet werden mégen, positiv, so wird man zur Funk- 
tion u, die friihere Funktion 


U, = 


are tang y—B 
Hie arcs § | 
nehmen, sofern es sich um den fuferen Rand handelt. Der andere 


Fall kann ja vermége einer Transformation durch reziproke Radien 
auf diesen zuriickgefiihrt werden. 
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Jetzt bilde man die Funktion 


f(@, Y) = Cy + C2 Ug. 


Indem iiber die Koeffizienten c, und c, passend verfiigt wird, kann 
man erreichen, da der gewiinschte Sprung in den Randwerten eben 
zustande kommt. — Von hier ab verlauft die Herstellung der Hilfs- 
funktion w wie im friiheren Falle. 

Als Kurve C des 1. Hilfssatzes wird man nun bei der be- 
sonderen Wahl des Koordinatensystems eine Kurve nehmen, welche 
in der Nahe der Spitze durch die Gleichung dargestellt wird, 


y = x*9(z), 


wo g(x) nebst gy’(x) im abgeschlossenen Intervalle (0,h) stetig 
ist und 
7 (0) =a, a, <a <ay. 

Was nunmehr den 1. Satz anbetrifft, so wird man verlangen, 
daB die Randkurven der Bereiche S,, S, sich so tiberschneiden, dak 
der erweiterte Hilfssatz sich anwenden lift. Handelt es sich ins- 
besondere um Kreisbogendreiecke bzw. -polygone, so wird jeder Fall 
offenbar durch die voraufgehenden Siatze erledigt. 


Aufgabe 1, LaBt sich die Rand- 
wertaufgabe fir einen Bereich S losen, 
der so iiber sich selbst greift, wie die 
Bereiche S,, S, 1m 1. Satze, so gibt es 
auch eine Liésung, wenn S auf die ein- 
fach iberdeckte Ebene projiziert wird. 


Fig. 158. 


Aufgabe 2. Ist uw harmonisch in S in der Nahe von A 
(Fig. 154) und endlich, und nimmt w Randwerte an, welche im 
Punkte A einen Sprung erleiden, limu|,=y, limu|, =A, 
<A, so nahert sich u lings C einem Grenzwerte, lin u|,=y, 
und zwar ist uw<y< 4. 


Aufgabe 38. Kann man 
die Randwertaufgabe fiir einen 
Bereich S lésen, dessen Rand 
zum Teil aus einem den Rand 
nicht berithrenden EHinschnitte Hig. 169. 
bzw. Querschnitte besteht, so 
gibt es auch eine Lésung, wenn der Hinschnitt oder Querschnitt 
aufgehoben wird. 
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§ 4. Lésung der Randwertaufgabe fiir einen beliebigen durch 
analytische Kurven begrenzten Bereich. 

Auf Grund der voraufgehenden Entwicklungen 1i8t sich nun 
die Randwertaufgabe von § 2 allgemein fiir jeden Bereich S lésen, 
dessen Rand in jedem Punkte analytisch ist oder héchstens gewéhn- 
liche Ecken aufweist. Wir erinnern vorab daran, dai ein Kreis- 
abschnitt, dessen Winkel in den reellen Punkten t = a, t = B (a <8) 
liegen und die Gré8e uw haben, auf einen Vollkreis konform abgebildet 
werden kann, indem man die Transformation: 


ausiibt. 
Um das Verfahren in einfacher Weise darzulegen, denken wir 
uns den Bereich S als ein krummliniges Dreieck mit nicht-verschwin- 


Ebene 


Pe 
Uddin. 


Fig. 160. 


denden Winkeln. An den 4. Satz von Kap. 13, §7 ankniipfend, 
bilden wir dann die Umgebung einer Seite ab desselben auf die Um- 
gebung eines Stiickes af der reellen Achse der t-EKbene ab. Sodann 
konstruieren wir einen Kreisabschnitt mit der Sehne af, wobei wir 
die Ausdehnung desselben so beschrinken mégen, da er ganz inner- 
halb der genannten Umgebung enthalten ist, und auch auf derjenigen 
Seite von af liegt, welche inneren Punkten des Dreiecks entspricht. 
Fassen wir nun das Abbild des Kreisabschnitts in der z-Ebene ins Auge, 
so erkennen wir, daB ein bestimmter, an die Dreiecksseite ab stoBen- 
der Streifen, welcher bei eventueller weiterer Hinschrinkung von pu 
ganz im Dreiecke liegt und iibrigens die beiden anderen Seiten 
ac, be desselben mit seinem Rande nicht berithrt, durch Vermitt- 
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lung des Kreisabschnitts ein-eindeutig und konform auf einen Voll- 
kreis bezogen werden kann. Infolgedessen ]4Bt sich die Randwert- 
aufgabe fir diesen Streifen lésen, wihrend er auBerdem noch allen 
anderen Forderungen des erweiterten 1. Satzes von § 3 hinsichtlich 
des Bereiches S, Geniige leistet. 

Die soeben auseinandergesetzte Konstruktion wollen wir jetzt 
auch an den beiden anderen Dreiecksseiten ac, be wiederholen, in- 
dem wir diese mit ahnlichen Streifen versehen, welche im iibrigen 
weder tibereinander noch iiber den ersten greifen diirfen. Sodann 
vereinigen wir diese drei Bereiche zu einem Kranze, wofiir sich die 
Randwertaufgabe ebenfalls lésen 1aB8t. Das geschieht, wie folgt. Wir 
schicken die Bemerkung voraus, daS ein Kreissektor nach Kap. 6, 
§ 12 konform auf einen Halbkreis, und somit vermige der am Hin- 
gange dieses Paragraphen angefiihrten Formel weiter auf einen Voll- 


mraceccaseTctateeu 
NAS 


aH | 
oe 


kreis abgebildet werden kann. Demgemaf legen wir einen Kreis- 
sektor an, dessen Scheitel mit dem Punkte a zusammenfallt, und 
dessen Schenkel in den beiden an a heranreichenden Streifen ver- 
laufen, ohne diese jedoch zu beriihren. Bei passender Wahl seines 
Radius wird dann seine dritte Seite die Rander des Streifens je in 
einem einzigen Punkte, und zwar unter nicht verschwindendem 
Winkel, treffen. Auch diese Konstruktion wiederholen wir noch an 
den beiden anderen Kcken. 

Wir sind nunmehr in der Lage, das alternierende Verfahren in 
Anwendung zu bringen, indem wir einen Streifen zunichst mit den 
beiden iiber ihn greifenden Kreissektoren verschmelzen, den neuen 
Bereich dann mit einem zweiten Streifen vereinigen, wozu noch der 


Fig. 161. 
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dritte Kreissektor hinzutreten médge, um endlich den hieraus er- 
wachsenden Bereich durch den dritten Streifen zu dem in Ausssicht 
genommenen Kranze zu erginzen. 

Jetzt sind wir gleich am Ziele. Es bleibt nur noch tbrig, den 
Innenraum des Kranzes vermége Kreisscheiben ,,dachziegelartig zu 
iiberdecken“, wie Herr Klein sich ausdriickte, indem man jeweils 
dafiir Sorge triigt, daB die Bedingungen des 1. Satzes von § 8 erfillt 
sind. So schrumpft jener Innenraum allmihlich so weit zusammen, 
bis er schlieBlich durch einen ganz im Kranze gelegenen Kreis um- 
spannt, und somit vermége des 2. Satzes von § 3 entfernt werden 
kann. 

Hiermit ist der Beweis fertig. Auch der Fall von Spitzen 
kann zugelassen werden, wobei die Seiten des Winkels aus Kreis- 
bogen (inkl. geradliniger Strecken) bestehen mégen. Der allgemeine 
Fall wird am besten vermége der Methode von §5 behandelt. Bei 
der Uberdeckung des Bereiches S haben wir uns auf die Anschauung 
berufen. Indessen li8t sich dieser Teil des Beweises auf Grund der 
Entwicklungen von Kap. 5, §§ 9,10 mit aller Strenge durchfihren. 


§ 5. Existenzbeweis fiir die Greensche Funktion eines allgemeinen 
schlichten Bereichs von endlicheom Zusammenhange. 


Hilfssatz.1) Ser T ein beliebiger einfach zusammenhingender 
schlichter Bereich, dessen Rand aus mehr als einem Punkte besteht, 
und set P ein beliebiger Rundpunkt von T. Dann lift sich das Innere 
von T ein-eindeutig und konform auf einen schlichten Bereich & ab 
bilden, derart, dafS ZX wm Innern eines Kreises 8 und P auf dem 
Fiande desselben legen. 


Wir diirfen vor allem voraussetzen, da$ JT im Endlichen liegt. 
Hat T namlich auf8ere Punkte, so kann dies direkt durch eine lineare 
Transformation erreicht werden. Im anderen Falle bringe man zu- 
erst vermOge einer linearen Transformation alle die Randpunkte 
von T auf die Halbebene (z) < 0, wobei auBerdem die Punkte 
z= 0 und z = co zum Rande gehéren sollen. Daf dies in der Tat 
angeht, wird sogleich gezeigt. Versteht man nun unter 


= log z 
1) Einen Beweis des Hauptsatzes, welcher dieses Hilfssatzes entrit, dafiir 


aber sich der Funktion w = P(z) von § 6 bedient, habe ich in den Transactions 
Amer. Math. Soc., Bd. 1 (1900), S. 310 gegeben. 
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einen bestimmten Zweig dieser Funktion, und bezeichnet man mit 
Wy den Wert, welchen derselbe in einem Punkte z, der positiven 
reellen Achse annimmt, so wird T durch diese Gleichung auf einen 
Bereich T’ der w-Ebene bezogen, wofiir w = wy + 227% ein auBerer 
Punkt ist, vgl. Kap. 8, § 10, und hiermit haben wir Anschlu8 an 
den am Hingang erwihnten Fall erreicht. 

Um noch die bewuBte Erginzung zu liefern, bringe man die 
Randpunkte von 7 zunichst ins Endliche und nehme man dann einen 
Kreis so an, daB er alle diese Punkte umfaBt, und daB auBerdem 
zwei davon, A und B, am Rande desselben liegen. Die Existenz 
eines solchen Kreises sieht man, wie folgt, ein. Man betrachte die 
Menge der Kreise: 

(2 — a)? + (y —b)? =7°, 
welche die Randpunkte von 7 umfassen. Sei o die untere Grenze 
der Radien derselben, und man nehme eine abzihlbare Folge von 
Wertetripeln (a,, b,, Yn) an, wofiir die entsprechenden Kreise jener 
Menge angehoéren, und auBerdem limr, =o ist. Dann haben die 
Mittelpunkte (a,, b,) eine Haufungsstelle (7, b), und man erkennt 
sofort, daB alle Randpunkte von T im Kreise 


is (a — a)? + (y — bd)? Se? 


liegen, sowie dafi mindestens ein Randpunkt von T auf der Peri- 
pherie von I< sich befindet. Des weiteren miissen mindestens zwei 
Randpunkte von 7’ am Rande von Kt liegen. Im anderen Falle sei 
P der einzige solche Randpunkt, und seien P,, P, zwei getrennte 
nahe bei P gelegene Punkte der Peripherie von A, wofiir PP, = PP, 
ist. Dann kann man den gréferen der beiden Bogen Bap: mit einem 
Streifen umgeben, der frei von Randpunkten von T' ist, und darauf 
einen Kreis durch P, und P, legen, dessen Rand, sofern derselbe 
in K liegt, auch innerhalb dieses Streifens verliuft. Dieser Kreis 
umfaBt ebenfalls alle Randpunkte von T. Sein Radius ist aber 
kleiner als 9, und mit diesem Widerspruch ist die Richtigkeit der 
letzten Behauptung dargetan. — Jetzt bleibt nur noch iiber, das 
Punktepaar A, B durch eine geeignete lineare Transformation ins 
Punktepaar z = 0, oo tiberzufiihren. 

Sei also 7 ein endlicher Bereich, und sei P ein Randpunkt 
von 7. Wir verlegen den Anfang z = 0 in P und verstehen dann 
unter 

w = logz 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 47 
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einen dem Bereich JT entsprechenden Zweig dieser Funktion. Sei 
r = R die obere Grenze von |z| fiir die Punkte von 7. Dann liegen 
die Bildpunkte von T in der w-Ebene simtlich links von der Ge- 
raden u = log R. Ferner werden die in der Nahe von P: z = 0 ge- 
legenen Punkte von ZT, |z| <6, in Punkte w iibergefiihrt, welche 
in der Niihe des Punktes w = co liegen, R(w) < log 6. Demgemaif 
wird man nur noch die Halbebene (w) < log R auf das Innere 
eines Kreises abbilden miissen, um den in Aussicht genommenen 


Bereich XX nebst dem Kreise & zu erhalten. 


Hauptsatz. Hinem  beliebigen einfach zusammenhdngenden 
schlichten Bereich T, dessen Rand aus mehr als einem Punkte 
besteht, entspricht eine Greensche Funktion. 


Dem Hilfssatz gemiB geniigt es, den Beweis fiir einen endlichen 
Bereich zu fiihren. 

Sei A ein beliebiger innerer Punkt von 7. Wir wollen T nach 
dem Satze von Kap. 5, § 3 in einfach zusammenhiingende Teil- 
bereiche T,, entwickeln, deren alle den Punkt A umfassen, und die 
Greensche Funktion g, des Bereichs 7, bilden, deren Pol in A liegt. 
Letzteres wird dadurch erreicht, daf man eine Funktion w, ver- 
mége des kombinatorischen Verfahrens von § 4 aufstellt, welche 
im Innern von 7, harmonisch ist, und die Randwerte log r annimmt. 
Dann wird 1 

Jn = log , + Wn 
die gesuchte Funktion sein. 

Sei M ein innerer von A verschiedener Punkt von T,. Dann 
wird in M 

Jn < Gn +1 
sein. Denn die Funktion g,,, —g, ist, von eimer hebbaren Un- 
stetigkeit im Punkte A abgesehen, ausnahmslos harmonisch in 7, 
und positiv am Rande dieses Bereichs, mithin hat sie einen posi- 


tiven Wert im Punkte M. Es handelt sich nun um folgende zwei 
Punkte: 


a) Die Funktion g, konvergiert im Punkte M. Nach dem 
Harnackschen Satze, 8. 685, konvergiert sie dann gleichmifig in 
einem Bereiche, welcher aus einem beliebigen 7, mit Ausnahme 
des Punktes A besteht, womit sich denn die Grenzfunktion g,; vom 
Punkte A abgesehen, harmonisch in T’ erweist. Im iibrigen wird in 
der Nahe von A 

1 
g = log — ro 
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sein, wo w im Punkte A endlich bleibt, wie aus der Darstellung 
= I + (J2 — 91) + (9s — 92) +--- 
ij 
= log — + 1 + (@, — @,) + (@3 — we) +--+ 
sofort erhellt. 

b) die Grenzfunktion g nimmt den Randwert 0 in einem be- 
liebigen Randpunkt P von T an. 

Beide Beweise werden zugleich geliefert, indem man T auf 
Grund des Hilfssatzes in einen Bereich & iiberfiihrt und die Green- 
sche Funktion G des Kreises § bildet, deren Pol im Bildpunkte % 
von A liegt. Bezeichnet man mit g,, T, die Funktion bzw. den 
Bereich, in welche g,, T, hierdurch transformiert werden, so ist 
in allen inneren von Y% verschiedenen Punkten von f,, 


0<G —4qQ,, also Wert ed C48 
Ferner ist die Grenzfunktion 
ORG G5 


und da G den Randwert 0 im Kreise ® annimmt, so nimmt g 
ebenfalls den Randwert 0 im Bildpunkte von P an. 

Die im vorhergehenden benutzte Beweismethode gestattet, so- 
wohl im Hilfs- als auch im Hauptsatze, eine allgemeinere Formu- 
lierung des Resultats, indem wir von der Forderung des einfachen 
Zusammenhangs absehen und nur verlangen, da’ der Rand von T 
aus emer endlichen Anzahl von Randstiicken (Kap.5, § 7) bestehe, 
deren jedes mehr als evnen Punkt besitzt. 

Hat T dagegen einen isolierten Randpunkt, so-ist wegen des 
. Satzes vom Maximum und Minimum keine Greensche Funktion 
méglich. 

Aus dem vorstehenden Theorem geht folgender Abbildungssatz 
unmittelbar hervor. 

Ein n-fach zusammenhingender schlichter Bereich der Ebene, 
dessen Rénder je aus mehr als einem Punkte bestehen, lapt sich ein- 
eindeutig und konform auf einen Bereich abbilden, dessen n Réander 
je aus einer einfachen geschlossenen ausnahmslos analytischen Kurve 
bestehen. 


§ 6. Uber Kreisbogendreiecke mit verschwindenden Winkeln. 


Durch das Ergebnis des vorhergehenden Paragraphen ist ins- 
besondere festgestellt, daB ein Kreisbogendreieck mit nicht ver- 
schwindenden Winkeln auf einen Kreis, und mithin auch auf eine 

47* 
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Halbebene konform abgebildet werden kann. Beriithren sich dagegen 
zwei Seiten des Dreiecks in einem Eckpunkte A, so kann man sich, 
wie folgt, helfen.t) Durch 4 lege man einen Kreis, welcher die Drei- 
ecksseiten in A rechtwinklig trifft und daher bei geeigneter Hin- 


schrinkung des Radius ein Kreisbogendreieck 2X’ mit den Winkeln 0, 
It It 
2’ 2 
nun: fiir das Dreieck XY laBt sich die Randwertaufgabe lésen, da 2 
konform auf einen Kreis bezogen werden kann, womit denn zur An- 


aus dem vorgelegten Dreiecke S herausschneidet. Ich sage 


Fig. 162. 


wendung des -alternierenden Verfahrens beim urspriinglichen Drei- 
ecke S der Weg gebahnt ist. In der Tat fihrt eine Transformation 
durch reziproke Radien mit dem Inversionszentrum im Punkte A 
das Dreieck 2’ in einen Halbstreifen titber. Dieser wird an einer ge- 
eigneten Geraden gespiegelt?), und der neue Streifen wird dann ver- 
moége des Logarithmus, Kap. 6, § 15, auf einen Halbkreis abgebildet, 
und somit schlieBlich noch durch die Transformation von § 4 in 
einen Vollkreis verwandelt. 

Hiermit erkennen wir, daB ein vdllig beliebiges Kreisbogen- 


1) Vermége der sich auf Spitzen beziehenden Erweiterung des alternie- 
renden Verfahrens kann man die voraufgehende Methode mit leichter Miihe 
auch auf diesen Fall ausdehnen. Der im Texte eingeschlagene Weg ist viel- 
leicht noch einfacher. 

2) Es ist nicht nétig, die Winkel zum zweiten Male umzulegen, man er- 


halt bloB so eine endgiiltige konforme Abbildung mit Erhaltung des Sinnes 
der Winkel. 
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dreieck auf eine Halbebene konform bezogen werden kann — ein 
grundlegender Satz in der Theorie der elliptischen Modulfunktionen. 
Wir wollen nun unsere besondere Aufmerksamkeit dem Falle widmen, 
daB alle drei Winkel verschwinden. Durch geeignete lineare Trans- 
formationen kénnen wir es vorab so einrichten, daB einerseits das 
Dreieck S gleichschenklig wird und dem Einheitskreise der w-Ebene 
einbeschrieben ist, wahrend andererseits die Halbebene T aus der 
positiven Hialfte der z-Ebene besteht. Dabei mégen auSerdem die 
Dreiecksecken w = w,, 
Wy, W, beziehungsweise 
in die Punkte 0, 1, co 
tibergehen. Sei 


w = t(z) 


die analytische Funk- 
tion, welche durch die 
Abbildung definiert wird, 
und sei 


Z == $(w) 


die Umkehrfunktion. 

Dann ist zunachst t(z) 
bloB in der oberen Halb- 
ebene, s(w) bloB in jenem 
Kreisbogendreiecke _ er- eee oes 

klart. Indessen lassen 

beide Funktionen auf Grund der Entwicklungea von Kap. 18, § 7 
analytische Fortsetzungen zu. Nach dem Zusatze des 5. Satzes jenes 
Paragraphen wird man diese nimlich dadurch erhalten, da8 man S 
an einer beliebigen seiner Seiten, und T zugleich an der entspre- 
chenden Strecke der reellen Achse spiegelt. Hiernach kann man 
t(z) tber jeden der drei Teile der reellen Achse, 01, loo, oA, 
hinaus in ein negatives Halbblatt der z-Ebene analytisch fortsetzen. 
Durch fortgesetzte Wiederholung dieses Prozesses an den neuen 
Kreisbogendreiecken und den zugehérigen Halbebenen erhalten wir 
einerseits einen Komplex von Kreisbogendreiecken in der w-Ebene, 
welche sich augenscheinlich glatt neben eimander lagern und das 
Innere des Hinheitskreises gerade einmal ausfiillen. Andererseits er- 
wiichst im Bereiche der Verinderlichen z eine Riemannsche Flache 
mit Verzweigungspunkten unendlich hoher Ordnung in z= 0, J, 


v=— 
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co; auch ist die Anzahl der Verzweigungspunkte in jedem dieser 
Punkte unendlich. Die Funktion s(w) ist eindeutig, und zwar ver- 
hilt sie sich analytisch innerhalb des Hinheitskreises, li St sich aber 
nicht dariiber hinaus analytisch fortsetzen. 


Ndahere Besprechung der Kreisbogenfigur. Beim letzten Teile der 
vorangehenden Uberlegung haben wir keinen geniigenden Beweis 
dafiir geliefert, daB die Kreisbogenfigur in der w-Ebene das Innere 


Appt fhe, 


w= 
Fig. 164. 


des Hinheitskreises wirklich ausfillt. Hrgiinzen 
wir jetzt diese Liicke! Dazu empfiehlt es sich, 
jenen Hinheitskreis durch eime Halbebene zu er- 
setzen, indem wir S so annehmen, wie in der 
beigesetzten Figur angedeutet ist. Nun wollen 
wir S zuniichst bloB am Halbkreise spiegeln, 
wodurch ein Bereich entsteht, welcher am unteren 
Rande von Kreisen mit dem halben Durchmesser 
jenes Halbkreises begrenzt ist. Hierauf spiegeln 
wir die Figur der beiden Dreiecke an jedem der 
letzteren Kreise. Dabei haben die Kreisbogen, 
welche die untere Begrenzung der neuen Figur 
bilden, einen den halben Durchmesser ihrer Vor- 
ginger wieder nicht iibertreffenden Durchmesser, 
da die Keke w = co des Bereiches S ja in die 


Mitte eines jeden der genannten Kreisbogen projiziert wird. Jetzt 
wird die Gesamtfigur abermals an jedem Kreise der unteren Be- 
grenzung gespiegelt und eine ahnliche Uberlegung beziiglich des 
Maximaldurchmessers der Kreisbogen am unteren Rande angestellt. 
Indem man dieses Verfahren fortgesetzt wiederholt und dabei 
stets dafiir Sorge triigt, daf die Dreiecke abwechselnd schraffiert 
werden, erwichst ein Komplex von Kreisbogendreiecken, welcher 
folgendermafen beschaffen ist: 


a) jedes Dreieck ist das Spiegelbild aller seiner Nachbarn; 
b) die Dreiecke liegen alle im Halbstreifen: 


—4su 8S}, o>O0, 


und fillen diesen Bereich gerade einmal aus‘); 


1) Dabei werden allerdings die Randpunkte der verschiedenen Dreiecke 
doppelt erhalten. Indessen sollen auch diese nur einfach gezihlt werden, so- 
fern man nur von den Eckpunkten absieht, welch letztere doch, gerade wie 
die Endpunkte des Periodenstreifens der einfach periodischen Funktionen, 


§ 6. Uber Kreisbogendreiecke mit verschwindenden Winkeln 743 


c) jedes schraffierte Dreieck stéBt nur an nicht schraffierte Drei- 
ecke, und umgekehrt. 

Jetzt bleibt nur noch iibrig, diesen Komplex an seinen gerad- 
linigen Begrenzungen zu spiegeln, wobei schraffiertes wieder in nicht 
schraffiertes tbergehen soll und umgekehrt. Dieser Schritt soll 
gleichfalls unbegrenzt wiederholt werden. So kommt schlieBlich die 
in Aussicht genommene Figur zustande.?) 

Wir wollen die Funktion, welche aus der Abbildung des Drei- 
ecks S von Fig. 164 auf die Halbebene erwichst, indem dabei die 
Punkte w = — 4, 4, oo bzw. in z =0, 1, oo tibergehen, mit 


w =P (2) 
bezeichnen. Die derselben entsprechende Umkehrfunktion 
2 = S(w) 


ist eindeutig, sie verhalt sich analytisch in der obern Halbebene 
und lait keine analytische Fortsetzung dariiber hinaus zu. 

DaB die beiden Kreisfiguren, Fig. 163 und Fig. 164, in der Tat 
einander linear entsprechen, erkennt man, wie folgt. Durch eine 
lineare Transformation werde der Grenzkreis der ersten Figur in die 
reelle Achse der zweiten derart wbergefiihrt, dai die Punkte w,, 
Wy, W, baw. in die Punkte 0, 1, co itibergehen. Dann geht zunichst 
der Bereich S der einen Figur in den Bereich S der zweiten iiber. 


S. 484, Anmerkung, je unendlichfach auftreten und im iibrigen fiir die hier 
verfolgten Zwecke der Funktionentheorie weiter nicht in Betracht kommen. — 
Die hier gegebene Behandlung riihrt yon Bécher her. 

In GauB’ Nachla8 findet sich die Figur des Fundamentalraums der 
sogleich einzufiihrenden Funktion P(z); Werke, Bd. 3, 1866, S. 477. 

1) Dieser Figur ist man zum ersten Male in der Theorie der elliptischen 
Modulfunktionen begegnet. Aus der im Texte verwendeten Erzeugungsweise 
derselben erhellt schon, da8 jeder schraffierte Bereich in jeden anderen solchen 
vermége einer linearen Transformation: 


ee aw -+ PB 


~ 4yw+o 

iibergefiihrt werden kann. In der Tat geht ein beliebiger schraffierter Bereich 
aus S durch eine gerade Anzahl von Spiegelungen hervor. Hierdurch wird 
aber eine ausnahmslos ein-eindeutige und konforme Transformation der er- 
weiterten Ebene in sich ohne Umlegung der Winkel definiert, was seinen ana- 
lytischen Ausdruck in einer linearen Transformation findet; Kap. 7, § 10, 7. Satz, 
Zusatz. Im iibrigen sind die Koeffizienten a,...6 ganzzahlig, und zwar ist 
ad — By =1, wihrend f, y gerade Zahlen sind; vergleiche Klein-Fricke, 
Elliptische Modulfunktionen, Bd. 1, 8. 270. 
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Jetzt werde dieser Bereich in der einen Figur an einer seiner Seiten 
gespiegelt. Und nun besteht das Abbild des neuen Bereiches aus dem 
Spiegelbilde von S in der anderen Figur. Denn zwei konjugierte 
Punkte bleiben ja konjugiert bei jeder Kreisverwandtschaft, Kap. 13, 
$7. Bei den weiteren Spiegelungen verhilt sich die Sache genau 
ebenso. 

Aus den voraufgehenden Entwicklungen ergibt sich, daB die 
Funktionen ¢(z), P(z) lear voneinander abhiingen. Denn durch 
die beiden Gleichungen 


w= t(e), “Ws = File) 


wird eben die vorstehende Abbildung der einen Kreisfigur auf die 
andere dargestellt, 
Wa% +b 
cw+d’ 
und diese Relation wird zur Identitaét, wenn man die Funktionen 
t(z), P(z) baw. an Stelle von w, W treten laBt. 

Es sei nachtriiglich noch hervorgehoben, dab jede andere Reihen- 
folge der Spiegelungen der Kreisbogendreiecke, von S ausgehend, 
notwendig auf dieselbe Figur fiithren muBte.t) Denn auch der zweiten 
Figur entspricht auf Grund der nimlichen Abbildung von S auf 
die obere z-Ebene eine analytische Funktion, welche zunichst in S 
mit der friiheren Funktion z = S(w) ibereinstimmt. Demgemis 
fallt sie durchweg mit S(w) zusammen. Andererseits geben ihre ana- 
lytischen Fortsetzungen eben zu den Dreiecken der zweiten Figur 
AnlaB, welch letztere sich dann hiermit als identisch mit jenen frii- 
heren erweisen. 


$7. Der Picardsche Satz. 


Wir haben bereits in Kap. 7, § 6 (10. Satz) den WeierstraBschen 
Satz kennen gelernt, wonach eine Funktion einer komplexen Ver- 
anderlichen in der Nahe einer wesentlichen singuliren Stelle jedem 
vorgegebenen Werte beliebig nahekommt, sowie auch die Erweite- 
rung desselben, welche sich auf die Existenz unendlich vieler, in der 
wesentlichen singuliren Stelle sich hiufender Wurzeln der Gleichung 
f(z) = C" bezieht (a.a.O., 11. Satz). Mit Hilfe der in §6 aufge- 
stellten Funktion 

w = Piz) 


1) Diesen Beweis kann man auch geometrisch fiihren. 
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hat Picard einen Grad der Allgemeinheit erreicht, welcher dem 
Wesen der Sache entspricht. Beginnen wir mit dem besonderen 
Falle des Satzes, welechen auch Picard zuerst behandelte. 


Der Picardsche Satz fiir ganze Funktionen. Fine ganze 
Funktion G(z), welche nur keine Konstante ist, nimmt jeden Wert, 
héchstens mit Ausnahme eines einzigen, wirklich an. 


Gesetzt, es giibe zwei Werte, C und C’, welche G(z) nicht an- 
nimmt. Dann meidet die Funktion 


(1 ae 


die Werte 0 und 1. Indem wir die in § 6 eingefihrte Funktion 


ie — Et) 
heranziehen, bilden wir die Funktion: 
G(z)—C 
® ese oe: 


Dieser Ausdruck ist zunéichst unendlich vieldeutig. Indessen lassen 
sich seine verschiedenen Bestimmungen in der Umgebung einer be- 
liebigen Stelle z = 2, da die Funktion (1) ja in diesem Punkte ana- 
lytisch ist und einen von 0 und 1 verschiedenen Wert hat, zu einer 
Reihe von eindeutigen Funktionen zusammenfassen, welche sich dort 
alle analytisch verhalten. Infolgedessen gilt dies auch im Grofen, 
Kap. 8, § 10. Fassen wir eine dieser Funktionen ins Auge, so haben 
wir eine ganze Funktion vor uns, welche niemals einen mit negativem 
rein imaginiren Bestandteile behafteten Wert annimmt. Dies ver- 
stoBt aber gegen den oben zitierten Weierstraischen Satz von 
Kap. 7, § 6, und hiermit ist unser Satz bewiesen. 

Der soeben bewiesene Satz bezieht sich auf das Verhalten einer 
Funktion im GroBen, indem wir voraussetzten, daB die Funktion sich 
in der ganzen eigentlichen Ebene analytisch verhalt. Wir wollen 
ihn jetzt dadurch verallgemeinern, daf wir nur verlangen, die vor- 
geleste Funktion, welche wir nun g(z) nennen wollen, habe im 
Punkte z =a eine wesentliche singulire Stelle, dieses Wort in der 
Bedeutung von Kay. 7, § 6, 5S. 3827 genommen. Denken wir uns a 
wieder als den Punkt co, und bilden wir, unter gleicher Annahme 
wie vorhin hinsichtlich C und C’, die Funktionen (1) und (2), 


°) w= P(e) 
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Indem wir von einem bestimmten Elemente dieser Funktion aus- 
gehen, setzen wir dasselbe in der Nihe der Stelle z= oo analytisch 
fort. Vor allem kann sich so keine im genannten Bereiche eindeu- 
tige Funktion einstellen, denn sonst kénnte man ja gerade so schlie- 
Ben, wie im bereits erledigten Falle. Kehrt der Punkt z also nach 
einer Umkreisung des Punktes z = co zur Ausgangslage wieder zu- 


riick, so muB der Punkt 
_ (2) —C 


: OC —C 


auch zum Anfangswerte zuriickkehren, doch wird ¢ in einem anderen 
Blatte der der Funktion P(t) zugehérigen Riemannschen Fiche an- 
gelangt sein. Mithin wird die Fortsetzung, w’, des bewu8ten Hle- 
ments der Funktion (3) mit dem Anfangselement w linear ver- 
kniipft sein, 
, aw 

(4) ves mere 

Wir miissen noch auf die Beschaffenheit der linearen Trans- 
formation (4) niher eingehen. Was zuniachst ihre Fixpunkte an- 
betrifft, so ist klar, daB diese beide auf der reellen Achse liegen 
miissen, da kein Punkt der oberen Halbebene ungeindert bleibt, 
sofern wir nur von der identischen Transformation absehen, wihrend 
die reelle Achse in sich iibergefiihrt wird. Aus letzterem Grunde 
sind ferner alle loxodromischen Transformationen von vornherein 
ausgeschlossen. Aber auch die elliptischen sind unzulissig, denn 
diese kénnten ja héchstens die obere und die untere Halbebene mit- 
einander vertauschen. Da bleiben also nur noch 


a) die parabolischen Transformationen: 


x. — = gg th baw. w’=w+k, €, k reell und k+0; 


w’ —C w— 


b) die hyperbolischen Transformationen: 


wa AP hawt) oC AO—E) 


w’—C, - w—l,’ 
A, reell, positiv, und +1, ¢,, ¢, reell und 6,<,, 


iibrig, und diese wollen wir nun der Reihe nach besprechen. 


1) Da8 der zweite Fall nicht wirklich vorkommen kann, geht aus einer 


spezifischen Kenntnis der Gruppe hervor, wir kénnen ihn aber auch direkt 
beseitigen. 
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ad a) Bilden wir uns hier die Funktion 


2m% 1 2 nt 


e baw. e ; 


wo w jenes Element der Funktion (3) bedeutet, und setzen wir das- 
selbe in der Nahe des Punktes z¢ = oo analytisch fort, so erlangen 
wir hiermit eine Funktion f(z), die in den eigentlichen Punkten der 
Umgebung der Stelle z = co eindeutig und analytisch ist, deren 
absoluter Betrag aber stets kleiner als 1 bleibt. Demgema8 verhiilt 
sie sich analytisch im Punkte z = oo. Dies fiihrt aber zu einem 
Widerspruch. Ist nimlich f(co) +0, so wird die Umgebung des 
Punktes z = co auf eine (ein- oder mehrblattrige) Umgebung einer 
Stelle w = wy abgebildet. Aber p(z) kommt ja jedem Werte in jeder 
Umgebung von z = oo beliebig nahe, und daher kann w nicht auf 
eine beliebig kleine Nachbarschaft von w, beschrinkt werden. — 
Ist dagegen f (co) = 0, so wird die Umgebung des Punktes 
z= co auf einen Bereich der w-Ebene bezogen, welcher in der 
Nahe der Stelle w=€ resp. w= oo liegt, und hiermit wird man 

denn wieder zu demselben Widerspruch gefiihrt. 
ad b) Hier gehen wir auch in ahnlicher Weise vor, indem wir 

uns jetzt der Funktion: 
27ni w—t, 2ni 


~ flog |“ w—% flog | 
bzw. e 


log (w —&) 


bedienen und vor allem zeigen, da dieselbe, als Funktion von 
z betrachtet, eindeutig und analytisch in der Nahe des Punktes 
z= co ist und dort endlich bleibt, sich aiso auch im Punkte 
z= oo analytisch verhilt. Sie werde wieder mit f(z) bezeichnet. 
Ist nun f(co)+0, so konstatiert man hier eimen Widerspruch 
gerade so, wie im entsprechenden Falle unter a). Ist dagegen 
f(co) = 0, so setze man 
f(z) =z ™H(e), E(o0) + 0; 

also 


: « 
2ni w— 


ai log A | e6 w—ty 
é 


= 2, “i (z), 


20% eect ty 
Seem log —— poi logz + Q(z), 


wo Q(z) =log H(z) sich analytisch im Punkte z =o verhilt. 
Daraus ergibt sich, dab 
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. [208 Al ge logr +6 Q(s)} ; 
ao WR |e ' g=re™. 
EET 

Ga 


Die rechter Hand stehende Funktion kommt offenbar jedem vor- 
gegebenen Werte in jeder Umgebung des Punktes z= 00 be- 
liebig nahe, woraus nun _hervorgeht, daB w in die untere Halb- 
ebene riicken miBte. — Dieselbe SchluBweise ist auch auf die an- 
dere Form unter b) anwendbar, und hiermit ist der Beweis fertig. 

Das hiermit gewonnene Ergebnis wollen wir in einen Satz zu- 
sammenfassen und zugleich auch ergainzen. 


Der allgemeine Picardsche Satz. In der Umgebung ewer 
isolierten wesentlichen singuldren Stelle 2 =a nimmt eime Funktion 
p(z) jeden Wert, hdchstens mit Ausnahme eines einzigen, wirklich an. 

Hat (2) dagegen Pole, welche sich im Punkte z =a hiiufen, 
wiihrend p(z) sonst in der Umgebung dieses Punktes analytisch rst), 
so gibt es héchstens zwei Werte, welche p(z) in jener Umgebung nicht 
annimmt. 


Um den letzten Teil des Satzes noch zu beweisen, betrachten 


wir die Funktion 1 


AO Reale ps weer oE 

wo C einen Wert bedeutet, welchen y(z) nicht annimmt. Nach ge- 
eigneter Erklirung des Wertes von ®(z) in den hebbaren singuliren 
Stellen der rechter Hand stehenden Funktion erhilt man so eine 
Funktion, welche allen Forderungen des ersten Teils des Satzes 
genigt und daher nur einen Wert meiden kann. Hiermit ist der 
Jewels vollstiindig erbracht. 


$8. Uber die Uniformisierung analytischer Funktionen. 


Wenn wir es mit einer mehrdeutigen Funktion zu tun haben, 
empfiehlt es sich meist, dieselbe durch eindeutige Funktionen dar- 
zustellen. So dient beispielsweise die Riemannsche Fliche vor allem 
dem Zwecke, einen Bereich zu schaffen, in welchem eine vorgelegte 
vieldeutige Funktion eindeutig wird. Ein anderer Fall ist der in 
Kap. 8, § 14 behandelte, wo eine analytische Funktion: 


w = (2) 


einen Verzweigungspunkt endlicher Ordnung in z =a hat. Hier 


1) Nach der Definition von Kap. 6, § 5 mu8 g(z) dann im genannten 
Bereiche notwendig eindeutig sein. 
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gelang es uns, die Bestandteile eines der Funktion zugehérigen 
Wertepaares (w, z) vermége zweier eindeutigen Funktionen eines 
Parameters t auszudriicken: 


z=a-+i, w= git). 


Doch galt diese Darstellung nur im Kleinen, also fiir einen beschriink- 
ten Teil des Definitionsbereiches der Funktion. Dagegen sind schon 
von der Integralrechnung her gewisse Klassen von Funktionen be- 
kannt, wofiir es méglich ist, die Funktion in ihrem Gesamtverlaufe 
durch eindeutige Funktionen zur Darstellung zu bringen — zu 
uniformisieren, wie man sich wohl auszudriicken pflegt. Handelt 
es sich beispielsweise darum, das Integral: 


[Roe Va? — 2?) da, 


wo £ eine rationale Funktion bedeutet, durch elementare Funktio- 
nen auszuwerten, so stellt man zunichst « und Ya? — a? durch 
rationale bzw. eindeutige trigonometrische Funktionen eines Para- 
meters ¢ dar: 


Qat __ a(1—#) 
ai i. ~— 1+8”? 
beziehungsweise: 
to asin, y= a Cos t. 


Im Anschlusse hieran gibt es folgende Verallgemeinerungen: 


a) Die rationalen Kurven. Sei 


(1) f(z, y) =0 

die Gleichung einer irreduktibelen algebraischen Kurve, welche die 
Maximalzahl von Doppelpunkten besitzt. Dann wird in der al- 
gebraischen Geometrie gezeigt, da’ sich die Koordinaten eines be- 
liebigen Punktes derselben mit Hilfe zweier rationalen Funktionen: 


x = p(t), y= y(t), 

darstellen lassen, derart, da jeder Wert von ft, inkl. des Punktes 
¢t = co, einen Punkt (z, y) der Kurve liefert, wahrend umgekehrt 
jedem Punkte der Kurve ein und nur ei Punkt der erweiterten 
t-Ebene entspricht. 

b) Die algebraischen Kurven vom Geschlechte 1. Hat die Kurve 
(1) dagegen einen Doppelpunkt weniger als jene Maximalzahl, so ist 
keine rationale Darstellung mehr méglich, wohl aber eine Darstellung 
vermoége doppeltperiodischer Funktionen. So kann man etwa zwei 
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rationale Funktionen zweier Argumente finden, wofiir die Formeln: 


t=lo), °(], y=ylo, o'(] 
die Kurve vollstindig darstellen. Dabei liefert jeder endliche Wert 
yon ¢ wieder einen Punkt (a, y) der Kurve, aber jetzt entsprechen 
einem willkiirlichen Punkte der Kurve unendlich viele Werte ¢. Die 
Beziehung wird indessen wieder zu einer ein-eindeutigen, wenn wir 
t auf ein Periodenparallelogramm der Funktion ¢(¢) beschrinken. 


ce) Die algebraischen Kurven vom Geschlechte p > 1. Hat die 
Kurve (1) noch weniger Doppelpunkte als in den Fillen a) und b), 
so kann man sie immer noch uniformisieren, indem man sich jetzt 
eindeutiger automorpher Funktionen bedient; Satz von Klein und 
Poincaré.) Unter einer automorphen Funktion versteht man nim- 
lich eine Funktion f(z), welehe eine Gruppe linearer Transforma- 
tionen in sich zulaBt: 


Gee) = 1 


Darunter subsumieren sich als einfachste Beispiele die gew6hnlichen 
periodischen Funktionen, sowie die Funktionen mit multiplikativer 
Periode, vgl. Kap. 10, § 9. 

Wir wenden uns jetzt zum Beweise des Uniformisierungssatzes. 


$9. Der algebraische Fall. Uniformisierung vermége auto- 
morpher Funktionen mit Grenzkreis. 
A) Von der Konstruktion einer besonderen Riemannschen 
Flache. 


Die Uberlagerungsflache. Vorgelegt sei eine irreduktibele 
algebraische Gleichung 


(1) F(w,2) =0 


vom Grade m=1 in w. Ist m—1, so ist w eine rationale Funk- 
tion von z, und die Uniformisierungsfrage ist somit von vornherein 
erledigt. 

Im Falle m > 1 zeichne man die Verzweigungspunkte £,,... &% 
in der erweiterten z-Ebene auf, breite iiber letzterer m Blatter aus, 
und schneide diese lings einer von &, ausgehenden, iiber &,... 


1) Poincaré, Comptes Rendus, Bd. 93 (1881), 8. 303; Math. Ann., Bd. 19 
(1882), S. 561. Klein, Math. Ann., Bd. 19 (1882), 8. 566. — Uber die Ent- 
stehung dieses Satzes vergleiche man Klein, ,,Zur Vorgeschichte der auto- 


apo ei Funktionen‘‘, Gesammelte mathematische Abhandlungen, Bd. III, 8.577 
ys 621. 
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bis nach €, fithrenden einfachen Kurve C auf. Im ibrigen soll 
C aus eimer endlichen Anzahl geradliniger Strecken bestehen. Bei 
der folgenden Untersuchung spielt der Punkt z = oo keine Sonder- 
rolle. Wir denken uns die in Betracht kommenden Flichen als er- 
weiterte z-Ebenen bzw. als Kugelflichen. 

Wir konstruieren jetzt eine besondere Art Riemannscher Flache 
fir die Funktion w, welche im allgemeinen unendlich vielblattrig 
wird. Zu dem Zwecke gehen wir von einem beliebigen Zweige der 
Funktion w aus, dessen Definitionsbereich aus einem lings C auf- 
geschnittenen Blatte T, bestehen soll. Dabei wird der Rand von T, 
von den 2q — 2 Stiicken gebildet, in welche C durch die q Punkte é, 
zerlegt wird, jeden Bogen (é;, &;,,), den beiden Ufern des Schnittes 
entsprechend, doppelt gezahlt. Wenn in der Folge von einem Rand- 
bogen (&,, &,) die Rede ist, so wird stets nur das eine Ufer damit 
gemeint. Das Verhalten eines Zweiges der Funktion in einem Punkte 
é, kann ganz verschieden ausfallen, je nachdem dieser Punkt als 
zum einen oder zum anderen Ufer gehérig betrachtet wird. 

An T, hangen wir ein zweites Blatt YT, lings eines einzigen 
Randbogens (&;, &;,,) baw. (&;, €;4,) an. Dabei sei &; der erste der 
Punkte ¢,, &,..., in denen jener erste Zweig der Funktion w ver- 
zweigt ist, wahrend den Punkten é;,,,...,é;4,-,, falls 1>1 ist, keine 
Verzweigung entspricht und erst im Punkte &;,; eine Verzweigung 
des genannten Zweiges sich wieder einstellt. Ist 7 > 1, so soll das 
Blatt T, langs des Bogens (&,, &;) von C zu einem dort unversehrten 
Blatte wieder hergestellt werden. So entsteht ein zweiblattriger Be- 
reich Y, mit einem einzigen Rande, welch letzterer méglicherweise 
noch, wie folgt, vereinfacht werden kann. Sollte namlich der erste 
Zweig in den Punkten &,, &,_,,...&,_, nicht verzweigt sein, so 
soll T, auch lings des Bogens (&,_,41, §) von C wieder zusammen- 
geheftet werden. Und ebenso soll mit 7, verfahren werden, falls 
der entsprechende Zweig in &,,...&,, sowie in &,,... &,_, nicht 
verzweigt ist. Doch soll eine solehe Zusammenheftung an anderen 
Randbogen eben nicht vorgenommen werden, es sei denn, daf dies 
gescbehen kann, ohne den Rand zu zerstiickeln. So ware dies bei- 
spielsweise erlaubt, wenn é, ein einfacher Verzweigungspunkt jenes 
ersten Zweiges ist, da nun auch das andere Ufer (€,, €,) von 7’, sich 
mit dem entsprechenden Randbogen von T, vereinigen laBt, ohne 
den Rand zu zerlegen. Allgemein wird dies stets dann und nur dann 
méglich sein, wenn der jeweilige Rand einen Hinschnitt aufweist, 
d. h. wenn die stetige Fortsetzung des einen Ufers eines Randbogens 
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aus einem kongruenten Ufer besteht, wiihrend zugleich die Rand- 
werte der entsprechenden Zweige in Srtlich zusammenfallenden 
Punkten miteinander iibereinstimmen. 

So fahren wir fort, bis alle m Zweige der Funktion w durch 
Blatter T,, T.,... 7, vertreten sind. Es kann nun insbesondere 
vorkommen, da8 der Rand hiermit ganz fortfillt, — man denke 
etwa an das Beispiel w2 — z = 0. Das ist eben ein besonderer Fall, 
worauf wir spiter zuriickkommen wollen. Tritt dieser Fall nicht 
ein, so haben wir einen Komplex ®, von m Blittern, welche durch 
einen einzigen aus einer geraden Anzahl von Randbogen der be- 
wuBten Art bestehenden Rand begrenzt ist. 

Wir denken uns diesen Komplex in unbegrenzt vielen Exem- 
plaren vorhanden und hingen dann an ®, ein zweites Individuum 
lings eines einzigen Randbogens, worauf dann eventuell noch ein 
Teil des Randes in der Form eines Einschnitts, wie vorhin auch in 
fihnlichen Fallen geschehen ist, zu entfernen sein wird. Hierdurch 
entsteht eine Flache ®,, welche ahnlich beschaffen ist wie ®,. 

Dieser Schritt soll nun wiederholt werden, wodurch denn die 
weiteren Flichen ®,,...,@, der Reihe nach entstehen, bis alle 
Randbogen von ®, besetzt sind. Sodann besetzt man der Reihe nach 
die Randbogen des gegenwiirtigen Komplexes mit weiteren Hxem- 
plaren jenes ersten Komplexes, usw. f. Denkbar wire es, daB der 
Rand nach einer endlichen Anzahl von Schritten ganz verschwinden 
sollte. Auf die Méglichkeit dieses Vorkommnisses brauchen wir in- 
dessen nicht weiter einzugehen, da wir hiermit doch blob wieder 
auf einen Sonderfall gefiihrt wiirden, welcher sich in dihnlicher Weise, 
wie der vorhin erwihnte, erledigen laiBt. 

Im allgemeinen Falle erwichst durch das obige Verfahren als 
Grenzfliche eine unberandete unendlich vielblittrige Riemannsche 
Flache ®, die sogenannte Uberlagerungsfliche, mit keinen anderen 
Singularititen als Verzweigungspunkten endlicher Ordnung. Im 
folgenden Paragraphen wird bewiesen, daB sich dieselbe, als Kugel- 
flache aufgefaBt, ein-eindeutig und stetig'), und von Verzweigungs- 
punkten abgesehen, auch konform auf das Innere eines Kreises 
baw. auf die ganze eigentliche Ebene abbilden liBt. 


1) Wir sagen, die Abbildung der (ein- oder mehrblittrigen) Umgebung 
des Punktes z= co auf einen endlichen Teil der t-Kbene ist stetig, wenn dies 
fiir den vermége der Transformation 2’ = 1/z aus jenem ersten Gebiete hervor- 
gehenden Bereich gilt. Wegen einer ahnlichen Definition beziiglich der kon- 
formen Abbildung der Umgebung des Punktes z = 00 vergleiche man Kap. 7, § 9. 


§ 9. Der algebraische Fall. Uniformisierung vermége automorpher Funktionen 753 


B) Von der Abbildung der Flache ® auf einen Kreis bzw. 
auf die eigentliche Ebene. 


Anlage des Beweises. Gunaichst wird gezeigt, daB die Fliche ©, 
einfach zusammenhingt. Sodann wird die Greensche Funktion g, 
dieses Bereiches erklirt und deren Existenz nachgewiesen. Es stellt 
sich nun folgende Fallunterscheidung ein: 

I) bei unendlich wachsendem n» konvergiert g, gegen einen 
Grenzwert g; 


IT) es ist , 
ling 9, = co: 


Im Falle I) wird die Fliche ® durch die Funktion 
t = e-9-th, 


wo h die zu g konjugierte Funktion bedeutet, auf den Einheitskreis 
|t| <1 bezogen. Dagegen lait sich ® im Falle II) auf die ganze 
endliche Ebene abbilden. Endlich entspricht dem fiirs erste aus- 
geschlossenen Sonderfall, daB der Rand der unter A) beschriebenen 
Riemannschen Fliche nach Aufnahme einer endlichen Anzahl von 
Blattern ganz verschwindet, eine Abbildung auf die erweiterte 
Ebene bzw. auf die Vollkugel. 


Analysis situs.1) Wir betrachten dreierlei mehrblittrige Be- 
reiche S, und zwar sind das 

a) berandete Flachen der erweiterten Ebene mit einer endlichen 
Anzahl von Blattern und Verzweigungspunkten. Dabei soll der 
Rand aus reguliren Kurven bestehen, welche indessen nicht ge- 
schlossen zu sein brauchen, sie kénnen auch als Einschnitte auf- 
treten, nur sollen sie hédchstens eine endliche Anzahl mehrfacher 
Punkte aufweisen. Die Verzweigungspunkte sind notwendig von 
endlicher Ordnung. 


Beispiele: Die vorstehenden Flichen ®,, sowie die zwei- 
blattrige elliptische Flache mit Verzweigungspunkten in z = + 1, 
+ 2, aus deren einem Blatte die Punkte z, wofiir |z| > 3 ist, nun 
entfernt sein sollen; 


1) Die hier zur Sprache kommenden Verhiiltnisse sind zum ersten Male 
yon Riemann in der Inauguraldissertation, sowie in den Abhandlungen wber 
Abelsche Funktionen erértert worden; vgl. hieriiber Neumann, Abelsche 
Integrale, 2. Aufl., 1884, 7. Kap., und Appell et Goursat, Fonctions algé- 
briques, Kap. 3 und 5, 

Osgood, Funktionentheorio. I. 5. Aufl. 48 
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b) unberandete nicht geschlossene Flichen mit Verzweigungs- 
punkten endlicher Ordnung. Dabei hingt das n-te Blatt durch eine 
endliche Anzahl k von Verzweigungspunkten mit seinen Nachbarn 
zusammen. Fiir unsere Zwecke wird k fiir alle Werte von » unter 
einer festen Zahl bleiben, doch kénnte diese Bedingung fiiglich auf- 
gehoben werden. Auch kénnte man Verzweigungspunkte unendlich 
hoher Ordnung zulassen. Wir wollen indessen an der engeren For- 
derung festhalten. Als Beispiele einer solchen Flaiche seien die vor- 
stehende Grenzfliche ®, sowie insbesondere die einem iberall end- 
lichen elliptischen Integral entsprechende Flache erwahnt; 


ce) algebraische Flichen, d. h. geschlossene Flaichen mit einer 
endlichen Anzahl von Blittern und Verzweigungspunkten. 


Von einer solechen Fliche S sagen wir, sie hdéngt einfach zu- 
sammen, falls sie, wie folgt, beschaffen ist. Gehért sie zur Klasse a), 
so soll sie durch jeden Querschnitt zerfallen. Sonst soll sie durch 
jeden Riickkehrschnitt!) zerlegt werden, und zwar soll der eme 
der beiden dadurch entstehenden Teile stets zur Klasse a) gehéren 
und einfach zusammenhiingen.?) 

Der Begriff des einfachen Zusammenhanges beruht anschauungs- 
miBig auf dem Gedanken, daB eine beliebige einfache geschlossene 
Kurve der Flaiche sich stetig auf einen Punkt zusammenziehen 1aBt. 
Indem man diesen Gedanken niher prift, erkennt man, daf der 
Kern desselben in der vorstehenden Forderung besteht: —— durch 
einen beliebigen Riickkehrschnitt soll die Fliche zerfallen, und zwar 
soll das eine Stiick zur Klasse a) gehdren und (nach der an die 
Spitze gestellten Definition) eimfach zusammenhingen. —- Hiermit 
haben wir nun eine Definition des einfachen Zusammenhanges er- 
zielt, welche auf jede mégliche, berandete oder nicht berandete 
Riemannsche Fliche paBt. Bildet insbesondere eine einfache regu- 
lare Kurve C ein Randstiick einer Flache Ff’ und liegt kein weiterer 
Randpunkt und auch kein Verzweigungspunkt in der Nahe von C; 


1) Die Erweiterung der in Kap. 5, § 7 gegebenen Definition eines Quer- 
bzw. Riickkehrschnittes liegt hier auf der Hand. So besteht z. B. letzterer 
aus elmer ganz innerhalb der Flache gelegenen einfachen reguliren geschlosse- 
nen Kurve. 

2) Im Falle einer algebraischen Fliache, c), ist der zweite Teil der For- 
derung iiberfliissig. Es wird sich nimlich spaiter ergeben, da jede algebraische 
Flache, welche durch einen beliebigen Riickkehrschnitt zerfiallt, sich auf eine 
schlichte Kugel abbilden la8t, womit denn jeder Teil der aufgeschnittenen 


Flache schon von selbst im Sinne der an die Spitze gestellten Definition ein- 
fach zusammenhingt. 
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hingt F auBerdem einfach zusammen, so gehért F zur Klasse a). 
Denn man kann offenbar') einen Riickkehrschnitt C’ in der Nahe 
von C so ziehen, daB der von C und C’ abgegrenzte Teil von P 
keine Singularitét der Flache enthalt, und der wbrige Teil von F 
gehort eben nach Voraussetzung zur Klasse a). 

Vermoge der in Kap. 5, § 6, 7 entwickelten Sadtze und im An- 
schlu8 an Neumann, a. a. O., beweist man folgende Theoreme. 
Die Beweise werden im folgenden Paragraphen ins Einzelne durch- 
gefiihrt. 


1) Hangt ein Bereich S der Klasse a) einfach zusammen, so 
besteht sein Rand aus einem Stiicke. Durch einen Riickkehrschnitt 
wird S dann in zwei Bereiche zerlegt, die beide zur Klasse a) gehéren, 
und wovon der eine einfach zusammenhingt und lediglich von den 
Punkten des Schnittes berandet wird. Von den beiden Bereichen 
S,, S,, in welche ein einfach zusammenhingender Bereich S durch 
einen Querschnitt zerlegt wird, gehort jeder zur Klasse a) und hingt 
einfach zusammen. Und umgekehrt: Wird ein Bereich S_ der 
Klasse a), dessen Rand nur aus einem Stiicke besteht, durch 
jeden Rickkehrschnitt zerlegt, so hingt S einfach zusammen. 


2) Sind S,, S, zwei einfach zusammenhangende Flaichen der 
Klasse a), welche ein Stiick © ihres Randes gemeinsam haben, 
indem sie von verschiedenen Seiten her an © stoBen, und ver- 
einigt man S, und S, lings ©, aber sonst nirgends, zu einem 
einzigen Bereiche S, so haingt auch S einfach zusammen. 


8) Sei S, ein einfach zusammenhingender Bereich der 
Klasse a), dessen Rand im Innern einer schlichten Kreisfliche 
liegt, derart, daB durch Verschmelzung von S, und & eine ge- 
schlossene Flache S der Klasse c) entsteht. Dann haingt auch S 
einfach zusammen. Allgemeiner kann an Stelle von KK ein _ be- 
liebiger einfach zusammenhingender Bereich S, treten, dessen 
Rand innerhalb S, liegt, wihrend umgekehrt der Rand von S, in 
S, enthalten ist. 


4) Hin Bereich S der Klasse a) 1é8t sich in eme endliche Anzahl 
von Bereichen o (Kap. 5, § 9, nebst nachstehender Erweiterung, § 10) 
zerlegen. Des weiteren kann 9 in eine endliche Reihe von Teilbe- 
reichen, S, =0,, S:,...,Sy =S, nach dem Satze von Kap. 5, 
§ 10 entwickelt werden. Hingt S insbesondere einfach zusammen, 


1) Kin strenger Beweis dieser Behauptung findet sich am Anfang von § 10. 
48* 
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so kénnen die S; alle so bestimmt werden, daB sie auch einfach 
zusammenhingen. 

Die Flichen @, des gegenwiirtigen Paragraphen, sowie auch die 
Grenzfliche ®, sind offenbar Beispiele von einfach zusammen- 
hingenden Flachen. 


Die Greensche Funktion. Unter der Greenschen Funktion des 
Bereiches ®, versteht man eine Funktion g, von folgender Be- 
schaffenheit. 

a) im Innern von @®, soll g,, von einem einzigen Punkte 
O und von den Verzweigungspunkten abgesehen, eindeutig und har- 
monisch sein: 


Ag, = 0, 


und auBerdem soll g, in den endlichen Verzweigungspunkten stetig 
sein. In den Punkten z = co, gleichviel, ob diese Verzweigungs- 
punkte sind oder nicht, soll g, endlich bleiben; dann nihert sich g, 
in jedem Blatte einem Grenzwerte, und soll im iibrigen durch diesen 
Grenzwert im betreffenden Punkte erklirt werden. 

b) In der Umgebung der Stelle O, welche wtbrigens ein gewohn- 
licher Punkt der Flache sei, soll 


il 
In = log yr "Ie o (a, y) 


sein, wobei w(z, y) in O endlich bleibt. 
c) Am Rande von ®, soll g, verschwinden. 


Abbildung des Berewhes D, auf emen Kreis. Vermoge der 
Greenschen Funktion g, des Bereichs ®, und der zu g, kon- 
jugierten Funktion h, wird der Bereich ®, durch die Funktion 


l,, = 6% Eh 
ein-eindeutig und stetig, und im allgemeinen konform auf den Hin- 
heitskreis |t| <1 abgebildet. 

Der Beweis, daB der Ort 

(a) In => 0 
aus einer oder mehreren reguliren Kurven besteht, gestaltet sich 
nimlich genau so wie friiher. Daraus setzt man dann eine auf der 
Flache einfache geschlossene reguliare Kurve J’ zusammen, wodurch 
denn ®, in zwei Teile zerlegt wird, wovon der eine allein durch die 
Punkte von J” begrenzt ist und einfach zusammenhingt. Ist der 
Ort (a) damit noch nicht erschépft, so wird es entweder einen aus 
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einem Teil von (a) bestehenden Querschnitt des einen dieser beiden 
Bereiche oder aber einen in einem der beiden Bereiche gelegenen 
und aus emem Teile von (a) bestehenden Riickkehrschnitt geben. 
In jedem dieser Falle schlieBt man nun auf die Existenz eines 
Bereiches, der ganz von Punkten von (a) begrenzt wird und den 
Punkt O nicht enthalt. In diesem Gebiete miBte also durchweg 
Jn = sein. — Von hier aus gilt der friihere Beweis im Falle 
eines schlichten Bereiches ohne wesentliche Anderungen.?) 


§ 10. Beweis der Sitze betreffend Analysis situs.) 


Zum Beweise dieser Saitze kniipfen wir an folgende Eigenschaft 
eines schlichten reguliren Bereichs S an, Kap. 2, § 2, Kap. 5, § 8. 
Sei A ein Randpunkt von S und sei n die innere Normale in A. 
Unter der positiven Tangente in A verstehen wir diejenige, welche 
so gegen m orientiert ist, wie im Anfang die positive z- gegen die 
positive y-Achse. La8t man nun einen Punkt P, von A aus- 
gehend, und zwar im Sinne der positiven Tangente in A, die 
Randkurve stetig durchlaufen, so wird die innere Normale im 
Punkte P auch stets, von etwaigen Ecken abgesehen, so gegen 
die Fortschreitungsrichtung von P orientiert sein, wie zu Anfang 
im Punkte A. In der Sprache der Analysis situs ist S keine 
Doppelfliche. 

Im ibrigen la8t sich, jedem Randstiick C, von S entsprechend, 
ein beliebig schmaler Streifen, 2, in S abgrenzen, dessen Rand 


1) Wegen der Abbildung der Uberlagerungsfliche auf einen Kreis sei auf 
eine demnichst erscheinende Monographie von Hm. Carathéodory, Cam- 
bridge Tract, Conformal Representation, verwiesen. 

2) Will man die Theorie der Analysis situs voraussetzen, wie sie beispiels- 
weise von Veblen und seiner Schule entwickelt worden ist, so erfolgen diese 
Satze sofort. Andererseits sind die vorliegenden Fragen so einfacher Natur, 
daB es wohl dem Leser iiberlassen werden kénnte, die Beweise durchzufiihren. 
Ohne jegliche Anleitung wird es ihm aber nicht leicht, die Sache vollstandig, 
streng und einigermafen kurz zu behandeln. Hine solche Skizze, wie sie bei 
Appell et Goursat in ihrem vorziiglichen Lehrbuche Fonctions algébriques 
usw. gegeben worden ist, geniigt nicht, denn der Anfanger iibersieht leicht 
wesentliche Einzelheiten der Beweise. 

Bei einem ersten Studium dieses Kapitels kann der gegenwartige Para- 
graph fortgelassen werden. Zu einem griindlichen Versténdnis der Sache ge- 
hort aber geradezu ein Durchdenken und eine Vergegenwiartigung der geo- 
metrischen Vorkommnisse, wie sie einem in ihren verschiedenartigen Gestalten 
wirklich begegnen. Eine bekannte moderne Tendenz in der Analysis situs, 
alles Geometrische in ein paar Postulate zu Anfang einzupacken, um hinfort 
reine Arithmetik zu treiben, entspricht einem Studium der Physik am 
Schreibtisch, getrennt von aller Erfahrung der Natur durch wirkliche Versuche. 
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zum Teil aus C, und sonst aus einer einfachen reguliren ge- 
schlossenen Kurve ©,’ ohne Ecken besteht. 


Dieser Higenschaft wird jede Flache S von Klasse a), § 9, 
teilhaftig. In der Tat lat sich S offenbar durch eine endliche An- 
zahl regulirer Kurven in eine endliche Anzahl schlichter, einfach 
zusammenhingender Bereiche S,,...,S,, je von der vorhin be- 
zeichneten Higenschaft, zorlegen. StoBen zwei dieser Bereiche lings 
eines Bogens L aneinander, so wird L bei einer positiven Be- 
schreibung der Rinder dieser Bereiche einmal in dem einen, so- 
dann aber im entgegengesetzten Sinne durchlaufen. Beschreibt 
man also den Rand eines jeden S, in positivem Sinne und abt 
man dann die Kurven L fort, so bleibt blo& eine Beschreibung 
des Randes von S iibrig, und zwar eine solche, welche der Aus- 
sage des Satzes entspricht. 

Im iibrigen sei noch bemerkt, daB wir in der Folge von den 
sogenannten sigma-formigen Querschnitten keinen Gebrauch machen. 

Und nun eine letzte Bemerkung allgemeiner Natur! Wenn eine 
Fliche S der Klasse a) durch einen Quer- bzw. Rickkehrschnitt 
zerfallt, so zerfillt sie hédchstens in zwei Stiicke. Denn jeder 
Punkt der zerschnittenen Fliche kann ja mit dem einen oder 
dem anderen Ufer des Schnittes verbunden werden. 


ad 1) Der Rand von S besteht aus emem Stiicke. Sonst sei 

Q ein Querschnitt, welcher von einem Randstiicke, C,, zu einem 

zweiten, C,, fihrt. Dann zerfallt S durch Ausfiihrung dieses 

Schnittes nicht. Denn ein beliebiger Punkt 

4% des aufgeschnittenen Bereichs S’ kann ja 

mit einem Ende A von @ durch eine in S’ 

: verlaufende Kurve C bzw. C’ verbunden wer- 

Fig. 168. * den. Andererseits kénnen zwei Punkte von 

S’, welche in der Umgebung von A, aber 

auf verschiedenen Seiten von @ liegen, miteinander verbunden 

werden, ohne aus S’ auszutreten, denn bei geeigneter Wahl des 

zu C, gehdrigen Streifens X, wird derselbe durch Q nicht zerlegt. 

Daher lassen sich zwei beliebige Punkte von S’ miteinander 

verbinden, ohne aus S’ auszutreten, und S zerfillt also nicht durch 
Q. Mit diesem Widerspruch ist der Beweis erbracht. 


Durch einen Riickkehrschnitt wird S zerlegt. Konnte man nim- 
lich einen Riickkehrschnitt R ziehen, wodurch S nicht zerfallt, so 
hatte der neue Bereich mindestens drei Randstiicke, namentlich die 
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beiden Ufer von R und den Rand von S. Und nun verbinde man 
einen Punkt A des einen Ufers von R mit dem Rande C vonS 
durch einen Querschnitt Q (wodurch der Bereich ja nicht zerfallt), 
sowie den gegeniiberliegenden Punkt A’ mit 
C durch einen zweiten Querschnitt Q’. Der 
also aufgeschnittene Bereich hingt immer noch 
zusammen, denn die den beiden Ufern von R 
entsprechenden Streifen 2, 2” werden durch 
Q und Q’ nicht zerlegt. Hebt man nun den 
Rickkehrschnitt R auf, so hingt der neue Be- 
reich ja erst recht zusammen. Letzterer ist aber nichts anderes als 
der urspriingliche Bereich S, aufgeschnitten lings des Querschnitts 
@ +Q’. Aus diesem Widerspruch ergibt sich die Richtigkeit 
der Behauptung. DaB beide Bereiche zur Klasse a) gehéren, ist ja 
evident. 

Das eine Stiick wird nur von R berandet. Sonst kénnte man 
zwei Schnitte Q, Q’ geradeso wie vorhin anbringen, wodurch S, und 
S, nicht zerfallen. Vereinigt man die also aufgeschnittenen Bereiche 
Sj, und Sj lings R, so schlieSt man von hier ab gerade so, wie 
beim letzten Beweise. — Wir schalten hier den Beweis des spiteren 
immer noch unter 1) befindlichen Satzes ein: 

Hine Fiche S der Klasse a), welche nur ein Randstiick hat und 
durch jeden Riickkehrschnitt zerfdllt, hingt eimfach zusammen. Sonst 
kénnte man einen Querschnitt Q ziehen, wodurch S nicht zerfallt. 
Zwei einander gegeniiberliegende Uferpunkte 
A, B der also aufgeschnittenen Fliche S’ 
lassen sich dann durch eine in S’ verlaufende 
Kurve & miteinander verbinden. LiBt man 
nun @ fort, so wird R zu einem Rickkehr- 
schnitte von S, und zwar zu einem solchen, 
wodurch J nicht zerfailt. Denn beide Seiten 
von #& kénnen ja durch die Bogen von Q mit C verbunden werden, 
und C besteht nur aus einem Stiicke. -- Kehren wir nun zum 
Beweise des fritheren Satzes zuriick! 

Das eine der beiden Stiicke, im welche ein einfach zusammen- 
hiingender Bereich 8 durch even Riickkehrschnitt R zerlegt wird, 
hiingt einfach zusammen. Sei S, das Stiick, welches von F# allein 
berandet wird. Wirde nun S, durch einen Riickkehrschnitt 2’ 
nicht zerfallen, so wiirde dasselbe auch von S gelten, was zu einem 
Widerspruch fiihrt. 


Fig. 166. 


Fig. 167. 
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Von den beiden Stiicken, S, und S3, in welche ein einfach zu- 
sammenhdngender Bereich S durch einen Querschnitt Q zerlegt wird, 
gehért jedes zur Klasse a) und héngt einfach zusammen. Ersteres ist 
ja evident. Gesetzt nun, S, hinge mehrfach zusammen. Dann kann 
man vor allem einen Querschnitt Q’ in S, ausfiihren, wodurch S, 
nicht zerfillt. Nun kénnen nicht beide Endpunkte, A und B, von 
¢ Q’ auf C liegen, denn sonst wiirde S nicht durch 

Q’ zerlegt. Liegt aber B auf Q, so kann man Q’ 

so abindern, dai der neue Querschnitt Q’’ mit 

diesem Ende an C st68t und S, auch nicht zer- 

legt. Sei nimlich @, ein Bogen von Q, der von 
° B und C begrenzt wird und A nicht enthiilt. 

Dann kann man in §S, einen schmalen Streifen 
ZX abstechen, der von Q,, einem kleinen Bogen von Q’, sowie von 
C, und endlich einer nahe bei @, verlaufenden Kurve ®t begrenzt 
wird. Der in Aussicht genommene Querschnitt Q” besteht nun aus 
®@ und dem iibrigen, an A stofenden Teile von Q’. 

Sollte A auf Q liegen, so kann Q” in ihnlicher Weise von neuem 
abgeiindert werden, derart, da wir schlieBlich einen Querschnitt @’”’ 
erzielen, wodurch S, nicht zerfallt und welche beide Endpunkte 


auf C hat. Dies ist aber eben der schon als unmodglich erkannte 
Fall. 


Fig. 165. 


ad 2) Der Bereich S hingt eimfach zusammen. Dab dieser Be- 
reich zur Klasse a) gehdrt, sowie daB dessen Rand, J’, aus einem 
Stiick besteht, erhellt sofort. Wirde nun S durch einen Quer- 
schnitt Q (mit den Endpunkten A, B) nicht zerfallen, so miBte Q 
vor allem die Kurve © schneiden, und wir wollen vorliufig an- 
nehmen, dafi die Anzahl der Schnittpunkte endlich sei. Dann gibt 
der Teil von Q, welcher in S, liegt, eine endliche Anzahl von Quer- 
schnitten dieses Bereichs ab. Hiner davon, q, hat den einen End- 
punkt, L, auf ©, den anderen, B, auf J’, sofern wir annehmen, 
daS A ein Randpunkt von S,, B ein Randpunkt von S, sei. 
Wiirden sich nimlich A und B beide von vornherein am Rande 
von S, (resp. S,) befinden, so wiirde damit der erste Schritt im Be- 
weise fortfallen. Durch q wird S, in zwei Teile zerlegt, wovon der 
eine, 2, lings LM an © anstéBt. Es liegen nun zwei Fille vor: 

1) Ein Bogen LM von © hat keinen weiteren Punkt mit q 
gemeinsam; Fig. 169 a. 


1) Dies trifft nicht zu; Fig. 169b. 
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Im Falle i) 1a8t sich der Bogen g von Q durch den Bogen LM 
von © ersetzen, derart, daB S durch den neuen Querschnitt nicht 
zerlegt wird. Denn der aus gq und LM bestehende Querschnitt 
von S trennt ja von diesem Bereiche den Bereich Y ab. Wird 


Fig. 169 a. Fig. 169. 


letzterer nun lings q wieder angehingt, so erweist sich der da- 
durch entstehende Bereich als zusammenhiangend. 

Im Falle ii) lassen sich die Bogen von Q, deren Endpunkte auf 
IM liegen und welche Querschnitte von S, liefern, der Reihe nach 
in ahnlicher Weise entfernen. So wird beispielsweise der Bogen r,s, 
von Q durch den Bogen r,s, von ©, und darauf der Bogen r,s, 
von Q durch den Bogen r,s, von © ersetzt. Hiermit wird [all ii) 
auf Fall 1) zurickgefihrt. 

Hat endlich der also modifizierte Querschnitt noch Punkte im 
Innern von S,, so werden die betreffenden Bogen u,v, usw. von 
@ durch entsprechende Bogen von © ersetzt. Letzten HEndes ergibt 
sich also ein modifizierter Querschnitt Q’, der nicht aus S, austritt 
und wodurch S nicht zerfallt. Dieser Querschnitt kann noch von 
der Kurve © abgelist werden, derart, daB er zu einem Querschnitte 
von S, wird, wodurch S, nicht zerfallt; oder aber er kann in die 
Kurve © selbst verwandelt werden, wenn man lieber will. Mit 
diesem Widerspruch ist der Beweis fertig, bis 
auf die nachstehende Erganzung. 


Unendlich viele Schnittpunkte. Seien Q,, ©, 
zwei Bogen von Q, ©, welche ganz innerhalb 
S liegen und keine Ecken haben. Wir kénnen | 
dann offenbar eine positive konstante Zahl h Fig. 170. 
so bestimmen, dai ein Kreis vom Radius h um 
einen willkiirlichen Punkt P von Q, oder ©, einen Bogen ab- 
schneidet, welcher von jedem kleineren Kreise um P héchstens in 
einem Punkte nach eimer Seite von P hin getroffen wird. Im ibri- 
gen werde h weiter so eingeschrinkt, da diese Kreise innerhalb S 


liegen. 
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Schneiden sich nun Q, und ©, unendlich oft in der Nihe eines 
Punktes P,, so beriihren sie sich notwendig dort. Eim um Po 
gelegter Kreis vom Radius h schneidet Q, und @, auf derselben 
Seite von P, in zwei Punkten a, 8. Sollte Py insbesondere nahe 
am Ende von Q, oder ©, liegen, so verstehe man unter a, 6 den 
bewu8ten Endpunkt. Und nun kann man Py, mit @ durch eine 
reguliire Kurve x verbinden, welche nur in einem oder héchstens in 
beiden ihrer Endpunkte die Kurve ©, trifft, im bewu8ten Kreise 
liegt, und von jedem konzentrischen Kreise von kleinerem Radius 
nur in einem Punkte geschnitten wird. Danach kann der Bogen 
P,« von Q, lings dieser konzentrischen Kreise stetig in x ver- 
schoben werden, ohne aus S auszutreten. 

Jetzt sieht man, wie der Bogen Q, auch im GrofSen stetig in 
einen Bogen Q{ verschoben werden kann, welcher ©, nur endlich 
oft trifft. 

Die Endpunkte M, ZL, falls sie Hiufungsstellen von Schnitt- 
punkten sind, sowie etwaige Ecken von Q oder ©, lassen sich in 
ihnlicher Weise behandeln. Hiermit ist also gezeigt worden, daB 
Q durch einen Querschnitt Q’ ersetzt werden kann, der nur eine 
endliche Anzahl von Schnittpunkten mit © hat und S_ nicht 
zerlegt. 

Wir haben die Figur fiir den Fall gezeichnet, da’ die Punkte 
M, N auseinander liegen. Sie kénnen aber auch zusammenfallen, 
womit denn © zu einer geschlossenen Kurve wird. Im Ubrigen 
kann © sowohl bei dem einen Bereiche S; als auch bei beiden +) 
die volle Begrenzung ausmachen. Um am Beweise aber nichts 
aéndern zu miissen, kann man J’ im letzten Falle als einen Punkt 
von © betrachten. 


ad 3) Dre Fliche S héngt einfach zusammen. Zum Beweise 
genigt es zu zeigen, daB S durch jeden Riickkehrschnitt zerfallt. 
Nun zerfallt S offenbar durch jeden Riickkehrschnitt, der den Kreis 
K nicht trifft, und es bleibt also nur noch iibrig zu zeigen, daB 
ein Rickkehrschnitt R, welcher K iiberschneidet, S zerlegt. 

Wir wollen vorliufig annehmen, da8 K von R nur in einer end- 
lichen Anzahl von Punkten getroffen wird, sowie daB R in jedem 
solchen Punkte K einfach iiberschneidet; die Erginzung erfolgt 
dann gerade so wie vorhin unter 2). Sonach besteht der innerhalb K 
belegene Teil von FR aus einer endlichen Anzahl von Querschnitten 


1) Dieser Fall 148t sich jedoch direkt auf den Satz 8) zuriickfiihren. 
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dieses Bereichs, und nun kénnen diese der Reihe nach durch Bogen 
von K ersetzt werden, gerade wie bei der unter 2) benutzten 
SchluBweise. Darum kann R# durch einen Riickkehrschnitt R’ er- 
setzt werden, der das Innere von K nicht betritt und wodurch 9S 
nicht zerfallt. Des weiteren laB8t sich R’ von K ablésen und in 
S, verschieben, wodurch man denn zu einem Widerspruch gefiihrt 
worden ist. 

ad 4) Die erwerterten Bereiche o. Die Bereiche o von Kap. 5, 
§ 9 wollen wir noch durch die Umgebung des Punktes z = oo er- 
weitern. Erstens sollen die Punkte z, wofiir |z| => G, nebst dem 
Punkte z = co nun einen Bereich o abgeben.*) 

Diese Definition umfaBt auch den Fall, daB z= co ein Ver- 
zweigungspunkt endlicher Ordnung ist. Wir wollen uns aber lieber 
an schlichte Bereiche o halten und darum schneiden wir jedes Blatt 
etwa lings eines Halbstrahles bzw. lings einer sogleich einzufiihren- 
den Kurve C auf. 

Zweitens sei C eine regulire, vom Punkte z = oo ausgehende 
Kurve, welche noch, wie folgt, beschaffen ist. Dieselbe wird durch 
die Gleichung 

y = f(2) 


dargestellt, wo f(x) nebst f’(x) im Intervalle g < x < oo stetig 


ist und auberdem 
lim’ 7’ (7) = 0. 


L=O 


Dann wird C bei geeigneter Wahl von g’ => g durch jeden Kreis 
lz] =k, k2g', 
nur in einem Punkte getroffen. Setzt man namlich 
r= VEFTOS 


Heaaiioe LD) 
EP Veoh Ke). 


so ist 


Nun ist aber 
lim 42) — jim f(z) =0, 


1) Man kénnte selbstverstindlich andere Begrenzungen nehmen, z. B. ein 


Quadrat, 
e=tN, y= <N, 


wo WN eine natiirliche Zahl bedeutet. 
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also ist 
f(x) = x6, Ié|<e, a>’. 
Daraus folgt, da8 
dr : ' 
a ts eG Re 


Seien nun C,, C, zwei Kurven, welche aus Kurven C durch 
Drehungen der Ebene um den Anfang hervorgehen und keinen end- 
lichen Punkt gemein haben. Dann soll o aus einem an den Punkt 
*— co heranreichenden Bereich bestehen, welcher durch den Kreis 


le] = 9" 
& g 
| 


und die Kurven C,, Cy begrenzt wird. Sollte dieser Bereich aber 
mehrblittrig ausfallen, so werde er durch Halbstrahlen baw. weitere 
Kurven C in schlichte Bereiche o zerlegt. 

Hiermit sind wir mit den Erweiterungen der Bereiche o fertig. 
Der Beweis des letzten Teils von 4) erfolgt nun gerade so, wie im 
Falle eines schlichten Bereichs, Kap. 5, § 10. 


Analytische Rdnder. Besteht der Rand von S insbesondere aus 
einer endlichen Anzahl analytischer Kurven, so gilt dies auch vom 
Rande eines Bereichs o. Soll sich eine dieser Kurven, C, ins Un- 
endliche erstrecken, so verlangen wir, daB C nach einer eventuellen 
Drehung der Koordinatenachsen in der Form darstellbar sei, 


y = f(a), 


wo 
pe 


und die Potenzreihe konvergiert, so bald nur |a| = g’. 
Nach Ausiitbung einer Transformation durch reziproke Radien 


, 


Se 


& y y 

at y®? Y= ay? 
geht dann C in eine Kurve C’ iiber, welche im Anfange analytisch ist. 

Hieraus ergibt sich, daB ein sich ins Unendliche erstreckender 
Bereich o durch die genannte Transformation in einen endlichen Be- 
reich iibergeht, der auch von einer endlichen Anzahl analytischer 
Kurven begrenzt wird. Hat also der neue Bereich nur gewohnliche 
Ecken oder héchsten Spitzen, deren Schenkel verschiedene Kriim- 


mungen haben, so kann die Randwertaufgabe fiir den urspriing- 
lichen Bereich o gelést werden. 
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$11. Existenzbeweis der dem Bereiche ®, zugehdrigen 
Greenschen Funktion. 
Wir brauchen hier die Randwertaufgabe ein wenig weiter zu 
fassen, indem wir sagen: 


Satz. Ist S ein Bereich der Klasse a) § 9, dessen Rand aus einer 
endlichen Anzahl analytischer Bogen besteht und keine Spitzen2) auf- 
werst, so gibt es eine Funktion u, welche im Innern von S endlich und 
stetig, und von den Verzweigungspunkten abgesehen, harmonisch ist, 
und mit Ausnahme einer endlichen Anzahl von Randpunkten stetige 
Randwerte annimmt. In den Ausnahmepunkten streben die Randwerte 
ber eiseitiger Anniherung einem Grenzwerte zu. 


Zum Beweise entwickeln wir S nach Teilbereichen S, = o,,..., 
Sy =8S, §9, 4), und beweisen, i) daB die erweiterte Randwert- 
aufgabe im Falle des Bereichs S, =o, eine Lésung zulaBt; ii) daB 
eine Losung jener Aufgabe im Falle des Bereichs S,,, existiert, 
falls dies fiir den Bereich S, zutrifft. 


ad i) Fur den Kreis la8t sich eime Liésung vermége der expli- 
ziten Funktion are tang (y — b)/(a —a) und des Poissonschen 
Integrals konstatieren. Und nun beweist man den 1. Satz von § 3 
fiir den Fall zweier Bereiche der Klasse a), § 9, wobei man ferner- 
hin durchweg die erweiterte Randwertaufgabe an Stelle jener frii- 
heren treten 1a8t. Dazu braucht man den 1. Hilfssatz in folgender 
Formulierung. 


1. Hilfssatz. Ist u wm Innern des Bereichs S endlich und stetig 
und in den gewéhnlichen Punkten harmonisch; nimmt wu ferner, von 
den Punkten A, B abgesehen, den Randwert 0 lings M, und Randwerie 
lings L an, welche dem absoluten Betrage nach eine Gripe G = 0 nicht 
dibertreffen, so ist 

—qG sul, <qG, Vag =), 


wo q von den Randwerten unabhidngig ast. 

Der Beweis beruht vor allem auf dem Satze vom Maximum 
und Minimum, Kap. 18, § 8, 3. Satz, und dieser gilt hier nebst dem 
friiheren Beweise, indem man voraussetzt, daB wu endlich und stetig 
in einem abgeschlossenen Bereiche S der Klasse a) und fernerhin 
in den gewohnlichen Punkten von S harmonisch sei. 


1) Auch Spitzen, deren Schenkel verschiedene Kriimmungen haben, 
diirfen zugelassen werden. 
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Des weiteren braucht man eine Funktion, welche den Bedin- 
gungen der erweiterten Randwertaufgabe geniigt, und insbesondere, 
von den Punkten A, B abgesehen, lings M den Randwert 0, lings L 
den Randwert 1 annimmt. Die Existenz dieser Funktion ist hier 
in den Voraussetzungen des Satzes mit enthalten. 

Jetzt kann man die erweiterte Randwertaufgabe fiir den Be- 
reich S, =o, gerade so lésen, wie friiher die beschrinkte Randwert- 
aufgabe in $4 erledigt wurde. Hiermit ist 1) bewiesen. 


ii) Nach Voraussetzung existiert eine Lisung der erweiterten 
Randwertaufgabe fiir den Bereich S;,, und wir wollen beweisen, 
daB dies auch fiir den Bereich S,.., zutrifft. Der Bereich S, kann 
an 6,1 lings mehrerer Randbogen anstoBen. Wir diirfen aber o,.., 
zunichst lings eines einzigen Randbogens J’ anhingen, um dann 
nachtriglich die weitere Verbindung noch herzustellen. 

Zu dem Zwecke bedecke man J’ mit einem etwa geradlinig be- 
grenzten Streifen 2’, wie in der Figur des niheren angedeutet ist. 
Jetzt wird X' mit S;, verschmolzen, indem man 
gerade so wie frither im Falle schlichter Be- 
reiche, § 8, verfaihrt, worauf dann dieser Be- 
reich mit o,,, verschmolzen wird. 

Liegt nun ein Teil des Randes dieses 
letzten Bereichs S’ in S,,,, mdem S’ von 
beiden Seiten her an einen doppelt zu zihlen- 

Fig. 171. den Randbogen J” st6Bt, so wird J” mit 
einem Streifen 2” iiberdeckt, und 2” laBt sich 

nun mit S’ verschmelzen, vgl. Aufgaben 1, 2, 3 § 3, S. 788. 
Auf diese Weise entsteht schlieBlich der Bereich S;,..,, w. z. b. w. 


Die Greensche Funktion des Bereiches ©,. Um den Pol O: 
(z = 0) der Greenschen Funktion legen wir einen Kreis 


C: lz] =e, 

welcher im Innern und am Rande nur innere Punkte des Blattes 
enthalten soll, worin O liegt. Sei 

L: i) 


ein gréBerer Kreis, welcher ebenso beschaffen sein soll. Sei ferner 
2, die Flache, welche durch Forthebung der inneren Punkte von 
C aus ®, entsteht. 

Um nun die Greensche Funktion fiir ®, aufzustellen, bilde 
man folgende Funktionen. 
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Die Funktion u,, soll im Kreise L mit Ausnahme des Punktes 
O harmonisch und am Rande desselben stetig sein. Ferner soll 


if 
Usn = log a + Yan, 


WO 7%, 1m Punkte O endlich bleibt.) 

Die Funktion u,,,, soll in den gewéhnlichen Punkten von 2, 
harmonisch und in den Verzweigungspunkten, sowie am Rande, 
stetig sem. Dabei spielt der Punkt z = co keine Sonderrolle. 

Endlich sei 


D 
Uy = log Ta 
Uensile =9, Uensile = Uenle, m = 0; 
Uanlr =Uen-ij,, n> 0. 


Hiermit sind die Funktionen wue,, Un, fiir alle Werte von n 
eindeutig bestimmt. Setzt man nun w.2, und U2,,, in der Form an: 


Uan = Uy + (tg — Uy) +--> + (Wen — Usn—a), 
Wan+1 = Uy + (Us — Uy) +°-* + (Wendi — Uen-1), 


so laBt sich durch eine dem Beweise des 2. Satzes von §3 genau 
nachgebildete SchluBweise zeigen, daB diese Reihen gleichmafig 
konvergieren, woraus dann folgt, da die Grenzfunktionen 


Ue WNT Ue oe yy wu = Mts, 


nN = 00 n=oO 


1) Mit denselben Hilfsmitteln kann man einen allgemeineren Satz be- 
weisen. Sei F(z) = U-+ Vi eine Funktion, welche in den Punkten der Kreis- 
peripherie C ausnahinslos eindeutig und analytisch ist; innerhalb C kann F(z) 
beliebige Singularitéten aufweisen und auch analytische ortsetzungen in andere 
Zweige gestatten. Dann gibt es eine in Q, harmonische Funktion uw, welche 
langs M vorgeschriebene Randwerte annimmt und, ins Innere von C harmo- 
nisch fortgesetzt, sich dort so verhalt, wie U, idem die Differenz 


u—U 
an der Peripherie von C harmonisch ist und eine harmonische Fortsetzung 
iiber das ganze Innere von C gestattet. Vgl. Neumann, Abelsche Integrale, 


2. Aufl., 1884, S. 461. 
Von besonderer Wichtigkeit sind die Falle: 


1 cos 6 —sin@ 
(a) P= 2; UH yore, 
(b) F(z) = log ——, 


wo a, b zwei innere Punkte von C bedeuten. 
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harmonisch sind. Ferner stimmen wu’ und wu” am Rande des durch C 
und L begrenzten Kreisrings tiberein, und daher stellen sie gegen- 
seitige harmonische Fortsetzungen voneinander vor. Durch die beiden 
Funktionen wu’ und w” zusammengenommen wird nunmehr die in 
Aussicht genommene Greensche Funktion des Bereichs ®, geliefert. 

Die Hinzelheiten des Konvergenzbeweises sind nun, wie folgt. 
Sei uw eine Funktion, welche in 2, stetig und in den gewohnlichen 
Punkten von 2, harmonisch ist, und welche auBerdem am Rande 
M von Q,, den Wert 0, am Rande C von 2, den Wert 1 annimmt. 
Dann nimmt wu lings ZL positive Werte an, deren Maximum, q, 
kleiner als 1 ist, O<q<1. Der 2. Hilfssatz nimmt jetzt die 
folgende Form an. 


2. Hilfssatz. Ist um Q, stetig und wm den gewohnlichen 
Punkten von 2, harmonisch, und nimmt u auperdem den Randwert 
0 lings M, dagegen eine stetige Folge von Randwerten lings C an, 
welche absolut genommen unterhalb einer Zahl G legen, so rst 

—qG sul, <qG, Oy 


wo q von den Randwerten unabhiingig ist. 
Gehen wir jetzt zur Abschitzung der Glieder obiger Reihen 
iiber. Sei H = log D/o. Dann ist 
U|o = H. 
Da nun w,|¢ = Up|¢ ist, so folgt unter Beniitzung des Hilfssatzes, 


daB 
ra a be =< 4, | Pan. 


Der Definition zufolge ist ferner u,|, = u,|,, also 
0<4,|;S 9H: 
Wir sind jetzt in der Lage, zu den Differenzen iiberzugehen. 


Da u,|, = 0, 80 ist 
1) |u, —U|, SH. 


Die Funktion wu, — up, ist aber, von einer hebbaren Unstetigkeit 
in O abgesehen, harmonisch im Kreise L. Hiernach ist 


|w, we Ugo = qH. 
Nun ist aber 
[us —M|—¢ = |u, — Uoles 
also ist 
I,) | Ws —U,|o SqH. 
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Durch den Schlu8 von 1 auf n+ 1 beweist man jetzt all- 
gemein die Abschitzungen 


Ten-2) [Yen — Ural, SH; 
Ten —1) lont1 — Usn-ile SH. 
Aus der ersten dieser Formeln folgt, daB die Reihe 
Ug + (Ug — Up) + (Ug — Ug) + +> 


im Bereiche 0 < |z| S D gleichmaSig konvergiert. Aus der zweiten 
Relation nebst der weiteren Gleichung 


Usn41 — YVon—ily = 0 
ergibt sich die gleichmaBige Konvergenz der Reihe 
thy + (Wg — Ah) + (tis — ta) f= 


in 2,. Hiermit ist die Konvergenzfrage erledigt, und wir sind nun- 
mehr im Besitze der Greenschen Funktion g, des Bereiches @,. 


Konvergenz der Greenschen Funktion g,, n = oo. Sei m eine 
beliebig groBe nattirliche Zahl, so wird die Funktion 


Un = Jn+1 — YJn> n=m, 


von einer hebbaren Unstetigkeit im Punkte O abgesehen, in den ge- 
wohnlichen Punkten von @,, harmonisch, und in den Verzweigungs- 
punkten, sowie am Rande, stetig sein. Dabei spielt der Punkt 
z = co keine Sonderrolle. Im Punkte O werde u, noch als der 
Grenzwert VON 9n41 — Qn erklirt, wenn der Punkt (a, y) dem 
Punkte O zustrebt. Dann gilt fiir u, der Satz vom Maximum und 
Minimum. Da nun fernerhin am Rande M von @,, 


Un lar 2 0 


ist, wobei das untere Zeichen nicht durchweg gilt, so ist im Innern 
von ®,, 
Ub, = 0, und insbesondere yal ate UE 


Schreibt man hiernach g, in der Form her: 
n—-1 n—1 
‘ 
Gn = Im +>) Ge+1— 9s) = Im + >) es 
k=m k=m 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 49 
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so erkennt man aus dem Harnackschen Satze, Kap. 18, § 4, da8, 
wenn g, in einem einzigen von O verschiedenen inneren Punkte 
von ©,, konvergiert, g, dann im ganzen Bereich ®,, (nach Ent- 
fernung des Punktes 0) gleichmifig konvergiert. 
In der Umgebung von O sei 
gn = log - + yn + @n(2, Y), lim @, (a, ¥) = 0. 
2=0,y=0 

Dann wird 

Un = Yn+1 — Yn + ®n41 — On, 


Unlo = Yn+1 — Ya 
Daraus erhellt, a) daB 
Yn S Yn41 


ist; sowie b) da eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir 
die Konvergenz von g, in ®,, darin besteht, dab y, bei unbegrenzt 
wachsendem n einem Grenzwerte zustrebt. Demgema8 lassen sich 
die vorhin schon erwihnten Fille I) und IT), 8. 758, jetzt, wie folgt, 
charakterisieren : 


I) lim y, existiert; 
II) lim y, = + 00, 


§ 12. Die Abbildung im Falle I. 


Ein Hilfssatz. Der Beweis des Hauptsatzes griindet sich auf 
einen allgemeinen Satz der Funktionentheorie, den wir Hurwitz 
zu verdanken haben, und welchen wir nun vorausschicken wollen. 


Satz von Hurwitz.) In einem Bereiche S der komplexen 
z-Ebene sev p(z,n) fiir jeden ganzzahligen Wert des Parameters n 
eine analytische Funktion von z, welche tiberdies am Rande von S 
stetig ist.*) Ferner mége p(z,n) beim Grenziibergange n = co im 
Berewche S gleichmifig konvergieren; und endlich soll die Grenz- 
funktion: 

y(2) = lim p(z, n) 


n=O 


1) A. Hurwitz, Math. Ann., Bd. 33 (1888), S. 248. 

2) An Stelle der besonderen Menge a = n mit der Hiufungsstelle a = co 
kann eine beliebige Menge mit der Hiufungsstelle a =a treten, ahnlich wie 
in Kap. 7, § 5, 6. Satz. 
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am Rande von S nicht verschwinden. Dann stimmt die Anzahl der 
in S befindlichen Wurzeln von (z) mit derjenigen der Wurzeln 
von (z,n) fiir alle tiber einer bestimmten Grenze gelegenen Werte 
von n: n= mw, tiberem. 

An Stelle des schlichten Bereichs S kann auch eine mehrblittrige 
Riemannsche Fliche der Klasse a), § 9, treten. 


Um den Kern der Schlu8weise deutlich hervortreten zu lassen, 
wollen wir den Beweis zuerst bloB fiir den Fall eines regularen Be- 
reichs S (vgl. Kap. 2, § 2) fahren, und dabei auBerdem noch vor- 
aussetzen, daB auch g’(z, n) = 0p(z, n)/éz stetige Randwerte an- 
nimmt und in S gleichmaéBig konvergiert.1) Die Anzahl der in 
Rede stehenden Wurzeln wird dann nach Kap. 7, §11, 3. Satz 
durch das Integral: 


1 (e@d » 1 (e@n)de 


2x4, (2) eA at p(Z,N) 
i C 


gegeben, wobei die Integration in positivem Sinne iiber den Rand 
von S zu erstrecken ist, vorausgesetzt, daB g(z,n) am Rande 
nicht verschwindet. Nun haben wir 


p (2, 2) = 9 (2) “FG 


gp (2,n) =9' (2) +o, 
wobei 
No RES Coy er Rag eat 


bleibt, sobald nur n =m genommen wird. Nimmt man hier ¢ 
kleiner als der Minimalwert von |p(z)| am Rande von S, so wird 
g(z,m) am Rande nicht verschwinden. Aus der fiir die Rand- 
punkte von S geschriebenen Relation: 


p'(2z,n) PZ) _ Pon — 9 (2) bn 

p(z,m) lz) — (2) Lp (4) + Sn] 
erkennen wir nun, daB die Differenz der Werte der obigen Integrale 
bei geeigneter Wahl von yw weniger als 1 betrigt. Da diese Differenz 


aber ganzzahlig ist, so muf sie eben gleich 0 sein, und hiermit ist 
der Beweis unter den genannten Voraussetzungen fertig. 


1) Wir erinnern daran, daB die gleichmaiBige Konvergenz der Funk- 
tionen p(z, n), p’ (z, n) im abgeschlossenen Bereiche S gleichbedeutend mit der 
gleichmaBigen Konvergenz dieser Funktionen auf dem Rande von S ist. 

; 49* 
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Treffen jene Annahmen beziiglich g’(z,) nicht zu, so kann 
man den Bereich S immerhin nach dem Satze von Kap. 5, § 3 in 
Teilbereiche T,, entwickeln, um dann ein geeignetes 7), an Stelle 
yon S treten zu lassen. Dann werden (2), p(z,) weder am 
Rande von T, noch auBerhalb J, verschwinden. Daf aber auch 
@’(z,n) in T, gleichmaBig konvergiert, beweist man dadurch, dab 
man g’(z,n) im Bereich T,,, durch die Cauchysche Integral- 
formel, $. 811, darstellt. 

Der Fall, da8 der Punkt co im Innern oder am Rande von S 
liegt, bietet keine Schwierigkeit. 

Endlich 1aéBt sich ein Bereich S der Klasse a), § 9, in eine end- 
liche Anzahl mehrfach iiberdeckter, je mit einem Windungspunkte 
ausgestatteter Kreisscheiben und schlichter Bereiche derart zerlegen, 
daB der Satz fiir jeden dieser Bereiche gilt. 


Beweis des Hauptsatzes. Wir nehmen jetzt an, dai Fall I) vor- 
liegt, und setzen 
lim 9,= 9, 


(z, 9) s 
Ion ={- on dx + 00 ay, 
(a,b) 

wo (a,b) einen von O verschiedenen Punkt von ®, bedeutet. Da 
sowohl g, als auch ¢g,/ex und @ég,/éy in einem beliebig vorge- 
gebenen Bereiche ®,, nach Entfernung des Punktes O und der 
Umgebungen der Verzweigungspunkte gleichmiéBig konvergieren, 
vgl. Kap. 13, § 4, 12. u. 11. Satz, 1. Zusatz — man bedenke doch, 
daB ®,, schlieBlich ganz innerhalb @,, zu liegen kommt, so bald 
nur m’ > m passend gewahlt wird —, so wird ein Zweig von h, 
in einem einfach zusammenhangenden den Punkt O nicht im Innern 
enthaltenden Teil S von @,, ebenfalls gleichmiBig konvergieren, und 
die Grenzfunktion h wird zu g konjugiert sein: 


(x, ¥) 
lim Tin =f =|- 9 da + 29 dy, 
(a,b) 

Wir zerlegen jetzt ®,, nach dem 4. Satze, S. 755, in eine end- 
liche Anzahl einfach zusammenhingender Bereiche, wovon keiner 
den Punkt O im Innern enthilt. In jedem davon konvergiert dann 
ein Zweig der Funktion 


In + thy 
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gleichmaéBig. Hieraus erkennt man, daf die in ®,, eindeutige ana- 
lytische Funktion 


(1) i a C72 th, 
gleichmabig gegen eine auch in ®,, analytische Grenzfunktion 


(2) t = e-9-th 
konvergiert. 

Ich behaupte nun: die Funktion ¢t nimmt niemals den gleichen 
Wert A in zwei getrennten Punkten P und @ der Fliche ® an. Im 
andern Fall sei ®,, eine Fliche, welche P und Q im Innern umfaBt. 
Sollte ¢ den Wert A auch am Rande von @,, annehmen, so iindere 
man ®,, in der Nihe solcher Punkte ein wenig ab, damit dieser 
Ubelstand vermieden wird. Im abgeinderten Bereiche geniigt nun 
die Funktion 

t, —A 


allen Bedingungen des Hurwitzschen Satzes. Demnach hat sie fir 
geniigend groBe Werte von n dieselbe Anzahl von Nullstellen in 
@,,, wie die Funktion 

t 7. A . 


Nun nimmt aber ¢, einen Wert héchstens einmal an, da die 
Fliche ®, durch diese Funktion auf den Eimheitskreis abgebildet 
wird. Hiermit ist man zu einem Widerspruch gefiihrt, und die 
Behauptung ist erwiesen. 

Es hat sich also ergeben, dab die Grenzfliiche ® vermége der 
Funktion (2) auf einen schlichten, innerhalb des Hinheitskreises 
|t| <1 gelegenen Bereich ein-eindeutig und stetig, und im allge- 
meinen konform abgebildet wird. Ob dieser Bereich indessen das 
ganze Innere des Kreises ausfillt, tritt durch die vorausgehenden 
Entwicklungen nicht zutage. Wir wissen aber, da er nachtraglich 
auf einen Vollkreis konform bezogen werden kann, vgl. § 1. Daraus 
erkennt man, daf die Fliche ® doch vermége einer Funktion 


(3) 2 = ptt) 


auf das Innere des Hinheitskreises |¢t| <1 ein-eindeutig und stetig, 
und im allgemeinen konform bezogen werden kann. Dabei geht w 
ebenfalls in eine eindeutige Funktion w(t) iber, welche im Bereiche 
|t| <1 keine anderen Singularititen als Pole aufweist. Hiermit 
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ist denn das vorgelegte algebraische Gebilde vermége der Funk- 
tionen 

z= g(t), w=yt), [t]<1 
uniformisiert. 

DaB e(t), p(t) in der Tat automorphe Funktionen sind, d. h. 
daB sie lineare Transformationen in sich zulassen, erhellt daraus, 
daB die Fliche ® konforme Transformationen in sich gestattet, in- 
dem man ein Blatt, etwa 7',, des ersten Komplexes ®, auf das ent- 
sprechende Blatt des zweiten Komplexes projiziert. Dem entspricht 
eine Transformation des Kreisinnern auf sich selbst, welche aus- 
nahmslos ein-eindeutig und konform ist. Nach $1, Ende, kann 
aber eine solehe Transformation nur eine lineare sein. 

Die hiermit erhaltene Funktion g(t) hat wbrigens den Hinheits- 
kreis zur natiirlichen Grenze. Im andern Falle wiirde man nimlich 
g(t) bis an einen Punkt ¢ = ty dieses Kreises analytisch fortsetzen 
kénnen. Das wiirde aber zu einem Punkte 2) der Fliche @ fiihren, 
in welchem die Greensche I'unktion g verschwinde, und das trifft 
eben nicht zu. 

Wir beweisen noch nachtriglich, daB die den Gleichungen (2) 
und (8) entsprechenden Abbildungen (bis auf eine Drehung des Hin- 
heitskreises) doch miteinander identisch sind. Schreiben wir nimlich 
die zu (3) inverse Funktion in der Form 


(4) t = e-9’~ ih 


an, so erweist sich g’ als die Greensche Funktion der Fliche ®. 
Denn das Abbild des Kreises 


Ee: j¢] = 1 —e 


vermége (4) ist eine auf ® geschlossene Kurve 
ev —=1—e vate see 
, =) Pea 
welche ja von allen spiteren ®, (m <n) umfa8t wird. Darum 
muB auf ® auBerhalb @,, 
g — log — € 


sein, und hiermit ist der Beweis erbracht. — Da es nur eine 


Greensche Funktion mit vorgeschriebenem Pole geben kann, er- 
hellt sofort. 
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Man kann auch so schlieBen. Am Rande von @, ist g’ positiv, 
also ist 
Poe euif in @,. 
Daraus ergibt sich, daB 
g=limg,=< 9, 
und da g ja stets positiv ist, so ist g auch eine Greensche Funk- 
tion von @, also ist g = q/. 


§ 13. Der Koebesche Satz. 


Der Fall II) von § 9: lim y, = co, subsumiert sich unter einem 
sehr allgemeinen Satze, den Koebe?) bewiesen hat. Koebe be- 
trachtet eine unendliche Folge von Bereichen ©,,®,,..., welche 
folgendermafen beschaffen sind. . 

a) ®, gehért zur Klasse a), §9, und haingt auBerdem einfach 
zusammen. 

b) Jeder innere Punkt von @®, ist auch als innerer Punkt in 
®,,,., enthalten. 

Sei = lim ®, die Grenzfliche, d.h. eine Flaiche, welche jeden 


n=oO 


Bereich ®, enthalt, wihrend andererseits ein beliebiger Punkt P 
von ® in einem bestimmten ®, vorkommt. Dann hingt ® auch 


einfach zusammen. Sei 
1 
Gn = log = + Yn + @n(2, y) 


die Greensche Funktion des Bereiches ®,, wo , sich im Pole 
O harmonisch verhalt und dort verschwindet. 


Satz von Koebe. Ist lim yz = + oo, so laft sich © ein-ewn- 


deutig und stetig, und im allgemeinen konform auf die ganze endliche 
Ebene abbilden. 

Der Beweis dieses Satzes beruht auf einem Abbildungssatze, 
welchen wir jetzt entwickeln wollen. Letzterer Satz spielt auch 
bei den Untersuchungen von Koebe iiber die Uniformisierung al- 
gebraischer Gebilde vermége automorpher Funktionen des Schottky- 
schen Typus eine wichtige Rolle. 


1) Koebe, Math. Ann., Bd. 67 (1909), S.146. Die in der Folge abgelei- 
teten Resultate, sowie die Fallunterscheidung von § 9, B) riithren von Koebe 
her, und auch die Beweismethoden sind im wesentlichen in seinen Arbeiten 
enthalten. In den Einzelheiten der Ausfiithrung weicht aber die gegenwirtige 
Darstellung von der Koebeschen ab. 
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$14. Bin Abbildungssatz. 


Sei S ein schlichter, endlicher oder unendlicher, einfach zu- 
sammenhingender Bereich der 2-Ebene, O: 2 = 0 ein innerer Punkt 
desselben, und g die Greensche Funktion von S, deren Pol in O 


Fig. 172. 


liegt. Was den Rand von S anbetrifft, so geniigt es wohl, fur die 
Anwendungen vorauszusetzen, daf er aus einer endlichen Anzahl 
analytischer Kurven besteht. Setzt man 


g=log— +7 +o,(2,y), lim o4(x, y) = 03 
(a, y) = (0, 0) 
h=—0 oh Oa (2, y), 


wo h die zu g konjugierte Funktion bedeutet, so wird S vermége 
der Funktion 
i= f(z) == e-9—*" = e-V.ze7 Mat 


auf den Einheitskreis der t-Ebene abgebildet. Dabei hat das Ver- 
groBerungsverhaltnis im Punkte O den Wert 


[7 (0)| =e’. 


Anstatt den Bereich S auf den Hinheitskreis zu beziehen, be- 
trachtet Koebe die Abbildung von S auf einen Kreis 


|t| <e, 


wobei das Vergréferungsverhiltnis im Punkte O jetzt den Wert 1 
hat. Diese Abbildung wird offenbar (bis auf eine Drehung des 
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Kreises) durch die Funktion 
baat fe =e 
geleistet, woraus auch erhellt, da8 
(1) Cech 
ist. 
Endlich werde die kirzeste Entfernung eines Randpunktes 
des Bereichs S vom Punkte O mit d bezeichnet. 


1. Satz.1) Sei A eime beliebige positive Gréfe, und man be- 
trachte alle drejenigen Bereiche S, wofiir d = A ist. Fiir diese Be- 


reiche geniigt der zugehdrige Wert von o der Relation: 
ASesti, 


wo € ewe, die Hinhert tibertreffende numerische Konstante bedeutet. 


Behufs des Beweises zeigen wir, a) daB A der Minimalwert von 
o ist, b) daB @ eine obere Grenze 


R= x(a) 
y(A) = fA 


ist, wo f > 1 eine numerische Konstante bedeutet. 


besitzt ; ¢) dab 


ad a) DaB o den Wert A wirklich annimmt, erhellt sofort, 
indem man als Bereich S den Kreis |z| <A nimmt, wofir denn 
d=—A/ und ry 

fid=et4t, Aaer=e 

ist. 

Ist nun S irgendein anderer der bewubten Bereiche, so bilde 
man die Greensche Funktion G des Kreises K: |z| <d = A, deren 
Pol in O liegt: 


G=log 4 =log — 4+ I, T= AMog 28 
Dann ist die Funktion g —G in K harmonisch?), und ferner ist 


0O<g-—-G am Rande von Kk, 


1) Koebe stellt die Existenz einer oberen Grenze der Radien g fest, be- 
stimmt aber nicht die Abhangigkeit derselben von 4. Fiir die absolute Kon- 
stante £ wire der Name, die K oebe sche Konstante, eme passende Bezeichnung. 

2) Diese Funktion hat zwar in O eine hebbare Singularitat. Wir denken 
uns aber die Funktion in diesem Punkte durch ihren Grenzwert: 

lim (g—G) 


Y= (0, 0 
erklart. my 


Eine ahnliche Bemerkung beziiglich der Funktion ,(z, y) ware vorhin 
auch am Platze gewesen. 
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wobei iibrigens das untere Zeichen nicht durchweg gelten kann. 


Daher ist 
0<g-—G im Innern von K, 


woraus nun folgt, daB 
lm (¢—G)=y—Ir'>0 
(x, y) = (0, 0) 
ist. Darum ist 
a < oe... oder 2.2 0,- . Wate we 

ad b) Sei gz =a, |a| =d =A, om Randpunkt von S, und 
man ziehe die zweiblittrige Riemannsche Fiche heran, deren Blatter 
bloB in den beiden Verzweigungspunkten zg =a und z= oo Zu- 
sammenhingen, vgl. Fig. 172. Der Verzweigungsschnitt mége aufer- 
halb des Kreises |z| <A verlaufen, und zwar soll der in diesem 
Kreise befindliche Teil von S im ersten Blatte der Fliche legen. 
Aus dem zweiten Blatte heben wir nun die Punkte |z| < A fort und 
bezeichnen die also entstehende Fliche mit 2. Sei G die Greensche 
Funktion von 2’, deren Pol in O liegt. In der Niihe von O sei ferner 


G = log 7 +I+a(a, y), 


wo lim @(z,y) = 0 ist. Dann wird die Funktion G — g im Be- 
(x, v) = (0, 0) 
reiche S harmonisch?*) sein, und auBerdem wird 


0<G-—g am Rande von S, 


wobei das untere Zeichen nicht durchweg gilt. Daher ist 
0<G-—g im Innern von S, 


woraus nun folgt, daB 
lim (G—g)=I—y>0 


_ @) =, 0) 
ist. Darum ist 


e<e, oder- pe’. 


Die Zahl e” hingt aber von S nicht ab. Hiermit ist die 
Existenz einer oberen Grenze FR fiir 0 festgestellt. Diese ist eine 
Funktion von 4 und werde mit (A) bezeichnet: 


R= y(A). 


1) Man vergleiche die vorstehende Anmerkung. 


§ 14. Ein Abbildungssatz 19 


Ob die obere Grenze fiir einen bestimmten Bereich wirklich erreicht 
wird und somit zum Maximum wird, bleibt dahingestellt.) 


ad c) Seien A, und A, irgend zwei Werte von A, und seien 


By = x(Ao), Ry, = x(Ay). 


Dann k6énnen wir zeigen, daB 
pL Sen AE 
Mo. At 

ist, woraus dann folgt, daB y(A) = (Ry/A,) A ist. 

Wir wollen zunichst annehmen, daf es einen einem beliebigen 
Werte A, entsprechenden Bereich 9S, der z-Ebene gibt, wofiir g, die 
obere Grenze Ry wirklich erreicht. Sei S, derjenige Bereich der 
z’-Ebene, welcher durch die Transformation 


aus S,) hervorgeht. Dann entspricht S, dem Werte 4,, und die zu- 
gehorige Zahl 0 hat den Wert 


A 
Cr i, Ro 
Hiernach ist sicher 
A 
oneal, 
0 


LaBt man nun dj), A, ihre Rollen wechseln, so ergibt sich die 
Beziehung 


OR a 
Ay a 


Diese beiden Relationen kénnen aber nur dann gleichzeitig be- 
stehen, wenn das untere Zeichen durchweg gilt. 

Wird dagegen nicht zugestanden, da es einen Bereich S, gibt, 
wofiir 9, die obere Grenze R, wirklich erreicht, so wird man So 
immerhin so annehmen kénnen, dah 

Qo = Ry Seaeite 
wird, wo « eine beliebig kleine vorgegebene positive Zahl bedeutet. 
Dann wird vermége der Transformation, 2’ = (A,/A))z, aus Sp ein 
Bereich S, entstehen, wofiir 
A 
er a Sh, 
0 


1) Hieriiber vergleiche man eine Bemerkung von Koebe, a. a. O., 5. 210 
Anmerkung, 


780 IV,14. Konforme Abbildungen u. d. Uniformisierung analyt. Funktionen 


ist. Mithin wird 


sein. Von hier ab wiederholt sich die friihere SchluBweise. 
Der soeben bewiesene Satz liBt sich noch, wie folgt, aus- 
sprechen. 


2. Satz. Die Konstanten y und d ewes Berewhs S sind an 
die Relationen gekniipft: 
i) logd Sy S logd + log f; 
oder, anders geschrieben: 
ii) se sdse. 


§ 15. Beweis des Hauptsatzes. 


Die Bereiche 8S," und ihre Konstanten y,™. In § 12 ist gezeigt 
worden, daf sich der Bereich ®, vermége der Greenschen Funktion 


1 


Jn = log = 


+ Yn + @n(x, y), lim “@,(7, 4) = 0; 
(x,y) = (0,0) 

ein-eindeutig und stetig, und im allgemeinen konform auf den Hin- 

heitskreis der t-Ebene abbilden 1aBt. Indem wir ihn jetzt statt dessen 

auf einen Kreis |t| So, beziehen, derart, daB das VergréSerungs- 

verhiltnis — oder vielmehr dt/dz — im Punkte z = 0 den Wert 1 

hat, wird 

On = evn, 


Die Funktion, welche diese Ab- 
bildung zum Ausdruck bringt, 
mége fnr(z) heiben, 


(1) t= fn (2) f,, (9) =], 


Wir wollen n einen festen 
Wert n=vy beilegen und die 
Bildebene als die ¢-Ebene be- 
zeichnen, 


Fig. 173. (2) C=7,@), f, Oeil 
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Der Bildkreis mége S, heiven, 


5: |f | SS a, = Ee’, 


Durch diese Abbildung werden die Bereiche ®,, n<v, auf 
schlichte Bereiche 9S,” (S,~ = S,) bezogen, welche ineinander ein- 
geschachtelt liegen. Und nun behaupte ich, daf die Greensche 
Funktion des Bereichs S|”, n < v: 


1 : 
9 =log rept y+ oM(E, 7), , lim ow (E,7) = 0, 


(€, 7) = (0, 0) 


dieselbe Konstante y,” hat wie die Greensche Funktion g, des 
Bereichs ®,: 


vs” = Yn- 


Zum Beweise ziehen wir noch die Abbildung des Bereiches S,\”) 
auf einen Kreis der t-Ebene heran, 


(3) t =G(o), G’(0) = 1. 
Der Radius dieses Kreises hat den Wert 


0,” = ery 


Nun ist aber dieser Kreis ja identisch mit dem Kreise 
li] Sem, 


denn die Abbildung von S,” auf die t-Ebene darf eben iiber 
den Bereich ®, gehen, indem zuerst S,” durch (2) auf ®,, und 
@, dann durch (1) auf jenen Kreis bezogen wird. Daraus ergibt 


sich, dafB 


(n) 
ge) = ore, also yea yey w. Z. b. w. 


Beweis des Hauptsatzes. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir 
nunmehr zum eigentlichen Beweise des Koebeschen Satzes von 
§ 18 uber. Der Beweis wird offenbar geliefert, indem wir folgenden 
Satz beweisen. 


Sei S ein beliebiger Bereich, welcher nebst seinem Rande inner- 
halb der Grenzfliiche ® legt. Dann konvergert f,(z) gleechmdpig in S. 
lis werde 


lim fn (2) = (2) 


Nn=0O 


gesetat. 
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Durch die Funktion 
t = f (2) 


wird die Grenzfliche ® ein-eindeutig und stetig, und im allgemeinen 
konform auf die ganze eigentliche Ebene abgebildet. 


Wir bilden uns zunichst die Funktion 
1 
ses a 

und zeigen, 

a) daB F(z) im Bereiche S gleichmaBig konvergiert — sollte 
S den Punkt O umfassen, so soll dieser ja erst aus S entfernt 
werden —, 

b) daB der Wert der Grenzfunktion F(z) gegen 0 abnimmt, 
wenn z=z, auBerhalb ®, beliebig angenommen wird und m ins 
Unendliche wiichst. 


ad a) Sei e eine beliebig kleine positive GréBe und sei ®, ein 
Bereich, welcher S umfaf’t. Dann soll bewiesen werden, da’ eg 
eine natiirliche Zahl m = q gibt, derart, daB im Bereiche ®, 

| Fy (2) —F,@)|<e 

bleibt?), sobald nur vy, »’ > m sind. 

Zu dem Zwecke nehmen wir eine Zahl D = 2/e an und be- 
stimmen eine Zahl m = q derart, dab 
em 
=e 
wird. 

Sei v > m eine beliebige Zahl, und man bilde den Bereich @, 
auf den Kreis S, ab. Ist m an die Bedingung gekniipft: m Sn Sy, 
so wird der Rand C,” von S,” auBerhalb des Kreises 


K: [¢jJsD 
liegen. Denn y,” = y, und 


Yn 
d,) > > Seely 


Andererseits geht dabei die Funktion F’,(z) in einem Punkte z 
des Randes J}, von ®, in einen Wert ¢’ iiber, dessen reziproker 


1) Es sei ein fiir allernal bemerkt, da8 wir uns die Definition einer Funk- 


tion in einer hebbaren Singularitiét durch den Grenzwert der Funktion an 
dieser Stelle erginzt denken. 
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Wert ¢ =1/C’ auf C,” liegt, und da 


j{j>D=4 
ist, so muB 
<<, 
also 
(4) Fe) p< 


sein, wobei also m und » zwei beliebige, bloB an die Bedingung 
m <n Sv» geknipfte Zahlen sind. 
Hieraus folgt, daB die Relation 


| #,, (2) = (7)s| <é 


zunichst am Rande von ®,,, sodann aber nach Aufgabe 2, 8S. 654 
im ganzen Innern von @®,,, also auch insbesondere in S, gilt, und 
damit ist der in Aussicht genommene Beweis geliefert. 


ad b) LaBt man in (4) » unendlich werden, so findet man: 
(5) | F(z) Se mon, 


Sei nun z, ein beliebiger Punkt von ®, welcher auferhalb ©, liegt. 
Dann ist 

In der Tat nehme man m’ so an, dai @,, den Punkt im Innern 
einschlieBt. Dann wird /#'(z) nach (5) am Rande desjenigen Teils 
von ®, welcher zwischen I’, und J’,,, liegt, absolut genommen, den 
Wert ¢/2 nicht wbersteigen, darum gilt dasselbe auch im Innern 
dieses Bereichs, also insbesondere im Punkte 2,, w. z. b. w. 


Jetzt sind wir in der Lage, die gleichmifige Konvergenz der 
Funktion f,(z) in S nachzuweisen. Da F(z) sicher nicht identisch 
verschwindet!), und da ferner der Rand von S im Innern von ® 
liegt, so wird F(z) héchstens in einer endlichen Anzahl von Rand- 
punkten verschwinden. Man kann also S nétigenfalls durch einen 


1) Wablt man namlich S als eine schlichte Umgebung des Punktes z= 0 
und setzt man 1 
F,(2)= Be + H,(2), 


so ist H,(z) im Bereich S analytisch, und es folgt nun aus den vorauf- 
gehenden Entwicklungen, dai H, (z) gleichmaBig in S konvergiert. 
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umfassenderen Bereich ersetzen, an dessen Rand J" die Funktion 
F(z) iiberhaupt nicht verschwindet. Sei M der Minimalwert von 
|F(z)| langs . Dann ist M> 0. 

Zur gleichmiBigen Konvergenz von f,(z) in S geniigt die 
gleichmiBige Konvergenz von f,(2) am Rande: 


| fy (2) — f,(@) In <7, m =, v’. 
Nun ist aber 
1 1 FP, (2)—F, (2) 
Darum ist lings J’: 
hy (2) ae fy (2) e 


und hiermit ist der Beweis des ersten Teiles des Satzes erbracht. 
DaB die Grenzfunktion 


t = f() 


einen Wert A nicht mehr als einmal in ® annimmt, wird mit Hilfe 
des Hurwitzschen Satzes gerade so gezeigt, wie frither im Falle 
I), 8.778, woraus denn folgt, da’ das Abbild von @ ein schlichter 
Bereich J’ der t-Ebene ist. Mit Riicksicht auf die Kigenschaft b) 
der Funktion F(z) erkennt man auch, daB8 YT keinen endlichen 
Randpunkt haben kann, und der Beweis ist nun fertig. 

Wie am Ende von § 12, so schlieSt man auch hier auf den 
automorphen Charakter der durch die Abbildung der Grenz- 
fliche ® auf die t-Ebene definierten Funktion 


€ —- 


F(z) —F 
a [Fy @). BY) 1 < casi msrv,r, 


WE M: 


z=(t), 


nur wird hier durch jede Substitution der automorphen Gruppe die 
ganze endliche Ebene in sich transformiert, und zwar bleibt da- 
bei kein endlicher Punkt fest. Darnach mu8 eine jede solche 
Substitution periodisch sein, und da ein Fundamentalbereich der 
Funktion im Endlichen liegt, mu8 y(t) eben doppeltperiodisch sein.) 

Hieraus erkennt man, da der Fall II) von 8.753 héch- 
stens auf die Gebilde vom Geschlechte p = 1 fihrt. Im nichsten 
Paragraphen wird gezeigt, daf auch nur diese sich hier ein- 
stellen kénnen. Dazu treten noch, dem in § 9 ausgenommenen 


1) Fricke-Klein, Automorphe Funktionen, Bd. 1, 8. 222, sowie Koebe, 
Math. Annalen, Bd. 67 (1909), S. 164. — In § 16 wird noch ein anderer Be- 
weis gegeben, welcher der zitierten Resultate entrit. 
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Falle entsprechend, die im nachfolgenden Paragraphen zu _be- 
sprechenden Gebilde p = 0. 


Das Einheitliche an den Fiillen 1), II). Wenn die Beweis- 
methoden in diesen beiden Fallen auch wesentlich voneinander 
verschieden waren, so kann man doch die Ergebnisse unter einen 
einheitlichen Gesichtspunkt bringen, indem man auch im Falle I) 
darauf verzichtet, die Flachen ©, auf den Einheitskreis abzubilden 
und sie, so wie im Falle II), auf den Kreis |t| <o, =e’ be- 
zieht. Sei 


— In (2) 
die dazu gehérige Funktion. Dann kénnen wir sagen: 


Sowohl wm Falle I) als im Falle Il) konvergiert f,(z) mit wach- 
sendem n gegen eimen Grenzwert f(z). In berden Fallen wird die 
Grenzfliche ® em-eindeutig und stetig, und im allgemeinen kon- 
form auf denjenigen Teil T der t-Hbene bezogen, welche durch die 
stiindig wachsenden IXreise |t| < Qn ausgefegt wird. 

Im Falle I) strebt 0, einem Grenzwerte zu, und dementsprechend 
besteht T aus dem Kretse 


|t| < lim 0,. 
Im Falle II) wird lime, = co, wober nun T sich auf de 
ganze ergentliche Ebene erstreckt. 


§ 16. Nachtrag; der Fall einer geschlossenen Fliche. 


Wir haben von vornherein den Fall ausgenommen, dai der 
Rand der Flache ®, (oder auch derjenige einer spiteren ®,) ganz 
eingeht. In dem Falle wiirde man zu einer geschlossenen Flache ® 
der Klasse c) gefiithrt. Und nun braucht man, um Anschlu8 an den 
soeben behandelten allgemeinen Fall zu erreichen, bloB das letzte 
Blatt von ® mit einem Rande zu versehen, indem man etwa um 
einen gewodhnlichen Punkt z=a desselben einen Kreis legt, 
welcher dann noch so eingeschrinkt wird, daB er keine Singularitat 
der Flaiche enthilt. Versteht man nun unter ¥Y%, die Fliche, die 
zuriickbleibt, wena man aus dem genannten Blatte von ® die 
Punkte des Kreises |z —a| < c/n forthebt, so hingt ¥, einfach 
zusammen. Sel 

Gn = log = ++ yn + Dn(X, Y), lim w,(z, y) = 0, 


(x, y) = (0, 0) 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 50 
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die zugehérige Greensche Funktion. Dann lift sich die im vorher- 
gehenden entwickelte Theorie auch hier anwenden. Demgemif ist 


Yn <Yn41° 


Wiirde nun y, bei wachsendem m gegen einen Grenzwert kon- 
vergieren, so lieBe sich die Grenzfliche Y, welche hier doch aus @ 
mit Ausnahme des einen Punktes z¢ = a besteht, ein-eindeutig und 
stetig und im allgemeinen konform auf den Einheitskreis der Ebene 
abbilden. Insbesondere miiBte dann z, als Funktion von t betrachtet, 
lings des ganzen Randes jenes Kreises sich dem Randwert a stetig 
anschlieBen, was zu einem Widerspruch fiihrt. 

Hieraus erkennen wir, daB lim y, = + co wird und schlieBen 


somit, daB die Grenzfliche Y% vermége der wie vorhin definierten 
Funktion t = f(z) auf die ganze endliche ¢-Ebene, also die ge- 
schlossene Fliche ® auf die erweiterte Ebene, ein-eindeutig und 
stetig und im allgemeinen konform abgebildet werden kann. Dabei 
wird z, sowie auch w rational von ¢ abhiingen. 

Umgekehrt umfafSt dieser Fall aber auch alle Gebilde vom Ge- 
schlecht p = 0, wie wir nun streng beweisen wollen. . 


Begriindung der Klassifikation von § 8. In der Tat ist die Klassi- 
fikation a), b), ¢) von § 8 eine im Wesen der Sache begriindete, in- 
dem ein und dasselbe algebraische Gebilde niemals unter zwei ver- 
schiedene dieser Rubriken fallen kann. Wiirde sich z. B. ein solches 
Gebilde sowohl durch doppeltperiodische Funktionen 


(1) z= lt), w=ylt), 
als auch durch automorphe Funktionen mit Grenzkreis, 
(2) 2=O(0), w= P(C), 


uniformisieren lassen, so sei z) eine gewohnliche Stelle der dazu ge- 
hérigen Riemannschen Flaiche F’, und seien t), Cg zwei entsprechende 
Werte der Parameter. Durch die Gleichungen (1) und (2) wird dann 
eine Funktion ¢ von t¢ zunichst in der Umgebung von t = ¢, defi- 
niert, welche sich daselbst analytisch verhalt und im Punkte t = t, 
den Wert € = ¢, annimmt. Und nun erkennt man, daB diese Funk- 
tion sich tiber die ganze endliche t-Ebene analytisch fortsetzen laBt. 

Ware dem namlich nicht so, so sei |t — t,| <e ein Kreis, in 
welchem die genannte Funktion sich analytisch verhilt, auf dessen 
Rand aber ein singulirer Punkt t = t, sich befindet. Man lasse t 


; § 16. Nachtrag; der Fall einer geschlossenen Flache {heigl 


den Radius (ft), ¢,) von t) aus beschreiben. Dann durchlauft z, der 
Relation (1) zufolge, een Weg auf FP’, der zu einem bestimmten 
Punkte z, hinfiihrt. Dementsprechend beschreibt auch ¢ auf Grund 
der Gleichung (2) einen Weg, der zu einem bestimmten Punkte ¢, 
hinfihrt. Nun wird aber die Umgebung von z, auf F einmal durch 
(1) auf die schlichte Umgebung von ¢,, dann aber durch (2) auf die 
schlichte Umgebung von ¢, abgebildet. Demnach wird eine Funk- 
tion € von ¢ durch (1) und (2) in der Umgebung von t = ¢, definiert, 
welche sich dort analytisch verhalt und im Punkte t, den Wert ¢, 
annimmt, und zwar werden durch diese Funktion alle Wertepaare 
(¢, t) erschdpft, die durch (1) und (2) einander zugeordnet werden 
und zugleich an die Relationen 


Hetil (it |e 


geknipft sind, wobei h,k zwei geeignet gewihlte positive Zahlen 
bedeuten. 

Dieses Ergebnis verstéBt aber gegen die Voraussetzung, dab 
jene friihere Funktion ¢, welche doch lings eines Teiles des bewuBten 
Radius mit der gegenwirtigen Funktion iibereinstimmt, im Punkte 
t = t, eine Singularitaét habe, woraus sich denn die Richtigkeit der 
Behauptung ergibt. 

Hiermit sind wir also zu einer ganzen Funktion ¢ von ¢ gefiihrt 
worden, welche dem absoluten Betrage nach stets unterhalb der 
EKinheit bleibt. Das steht aber im Widerspruch mit dem Weierstrai- 
schen Satze, Kap. 7, § 6, 10. Satz, baw. mit der Higenschaft eines 
nicht konstanten Polynoms, im Punkte co unendlich zu werden. 

In &hnlicher Weise kann man zeigen, dafi ein Gebilde vom Ge- 
schlechte p = 0 nicht durch doppeltperiodische Funktionen oder 
automorphe Funktionen mit Grenzkreis uniformisiert werden kann, 
ohne daf8B die Beziehung der t-Ebene zur 2-Flaiche aufhért, im 
Kleinen eindeutig zu sein.) 


1) Man kénnte beispielsweise das Gebilde w= z durch die doppeltperio- 

dische Funktion 
z= (6), w= 9 (t) 
unifomisieren. Dann wiirde die automorphe Gruppe als erzeugende Substi- 
tutionen auBer den beiden parabolischen Substitutionen 
Sebi bey, Suomi b= Os, 
noch die elliptische Substitution 
S3 : lif =—t 
enthalten, wobei also der Fundamentalbereich aus einem halben Perioden- 
50* 
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Uber schlichte, einfach zusammenhdngende Bereiche. Zum SchluB 
betonen wir noch den Umstand, welcher bei der vorstehenden Klassi- 
fikation den Ausschlag gab, daB nimlich die schlichten, einfach zu- 
sammenhiingenden Bereiche der erweiterten Ebene ihrerseits einer 
Klassifikation unterworfen sind, welche der obigen genau entspricht, 
und zwar zerfallen diese Bereiche in folgende drei Klassen: 


a) die Bereiche, deren Rand aus mehr als einem Punkte, aber 
nicht aus mehr als einem Stiicke (Kap. 5, § 7) besteht. 

b) die durch einen Punkt berandete Kbene; 

c) die unberandete Ebene. 


Auf Grund des WeierstraBschen Satzes von Kap. 7, § 6, 10. Satz, 
laBt sich folgender Satz direkt beweisen. 


1. Satz. Die allgemeinste ein-eindeutige konforme Abbildung der 
ganzen endlichen Ebene auf sich selbst laBt sich durch eine ganze 
lineare Transformation: 
darstellen. Sie hdngt mithin von vier reellen Konstanten ab. 


An diesen Satz in Verbindung mit dem Zusatze von Kap. 7, 
§ 10, Ende, nebst dem Satze von 8.721 schlieBt sich noch der 


2. Satz. Him einfach zusammenhdngender Bereich der Klasse 
a) laBt co*, ein Bereich der Klasse b) cot, und endlich der Bereich 
c) co® konforme Transformationen im sich zu. 


Wegen einer systematischen Darstellung der Uniformisierung 
algebraischer Funktionen vermége automorpher Funktionen des 
Schottky’schen Typus vergleiche man eine Arbeit des Verfassers, 
Annals of Mathematics, (2) 14 (1913) 8. 148. 


§ 17. Ein neues System von Funktionselementen. 


Erweiterung des Begriffs ees Funktionselements. Im 9. Kapitel 
betrachteten wir als Funktionselement eine Funktion {(z), welche 
sich in einem schlichten Bereiche, insbesondere im Innern eines 


parallelogramm besteht. Dem Punkte t = 0 entspricht aber ein Verzweigungs- 
punkt zoo, und mithin geniigt diese Uniformisierung den Bedingungen 
von §8 nicht. 

Allgemein erkennt man, daf ein Gebilde vom Geschlechte p = 0 niemals 
durch doppeltperiodische Funktionen uniformisiert werden kann, denn das 
wiirde zur Folge haben, daB die erweiterte schlichte Ebene konform auf ein 
Periodenparallelogramm abgebildet werden kénnte, womit denn eine nicht- 
konstante doppeltperiodische Funktion mit einem Pole zustande kiime. 
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Kreises, analytisch verhalt. Jetzt wollen wir diesen Begriff nach zwei 
Seiten hin erweitern. Wir fassen einen beliebigen der beiden Be- 
reiche ins Auge, in welche die erweiterte Ebene durch einen Kreis 
bzw. eine Gerade zerlegt wird, und nehmen sowohl diesen Bereich 
als auch eine endlich-vielblattrige, einen einzigen Verzweigungs- 
punkt enthaltende Windungsfliche zum Definitionsbereich von f(z). 
Im letzteren Falle soll jedes Blatt den erstgenannten Bereich voll- 
stindig tiberdecken, und auBerdem soll der Verzweigungspunkt 
eine beliebige Lage innerhalb jenes Bereiches haben. 

Zweitens soll f(z) im Innern des soeben erklirten Definitions- 
bereiches bis auf Pole und den Verzweigungspunkt analytisch sein. 
Im letzteren Punkte soll {(z) fernerhin entweder stetig sein oder un- 
endlich werden. 


Ein vollstindiges System von Funktionselementen. Indem wir an 
das Verfahren von Kap.9, §8 ankniipfen, gehen wir von einem 
Element {(2) = fy(z) aus, wie dieser erweiterte Begriff soeben aus- 
einandergesetzt ist, und numerieren die inneren rationalen Punkte 
der verschiedenen Blatter des zugehérigen Definitionsbereichs T) 
desselben: 


(1) ay, Ag,» - 


Dabei wird der Verzweigungspunkt nicht mit aufgenommen, und 
auch alle Punkte a, =0 sollen aus einem sogleich niaher zu er- 
klarenden Grunde fortgelassen werden. 

Jedem der Punkte a, sollen nun zwei Bereiche, wie folgt, 
zugeordnet werden. Der erste besteht aus dem grébten Kreise 
|z—a,|<r, in welchem sich ein in der Nahe von a, mit f(z) 
iibereinstimmendes Element f,,-,(¢) definieren 1a Bt.1) 


1) Die Ausnahmefille hier, sowie unten beim zweiten Bereiche, ent- 
sprechen folgenden Funktionen: 


1. f(z) ist eine rationale Funktion; 


2. f(z) ist eine eindeutige Funktion mit einer wesentlichen singularen 
Stelle in einem der Punkte z = co, 0; 


3. die Riemannsche Fliche der Funktion f(z) hat zwei Windungspunkte, 
wovon einer in einem der Punkte z = co, 0 liegt, und f(z) hat auf 
dieser Flache héchstens eine wesentliche singulire Stelle, welche auch 
in einem der letztgenannten Punkte liegt. Vermége der Gleichung 


z—b=t™ bw. — ym 


wird dieser Fall auf einen der Fille 1. oder 2. zuriickgefiihrt. 
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Der zweite Bereich wird erhalten, indem man die Kreise 


in Betracht zieht und eine iihnliche Uberlegung anstellt. Diese 
Kreise bilden nimlich eine Schar ii) im Sinne von Kap. 6, § 17, 
wofiir 

Cy — Gn, Ce = 0 


ist. Fiir kleine Werte von r wird sich hierdurch sicher ein Element 
ergeben, welches dem zugehiérigen Kreise entspricht und in der 
Nihe von a, mit fy(z) zusammenfallt. Und nun li8t man r stetig 
wachsen. Mit Riicksicht auf die vorweggenommenen Fille erkennt 
man, da8 r endlich bleibt, und die dabei sich einstellende obere 
Grenze von r liefert eben den gesuchten Wert. Das entsprechende 
Funktionselement heiBe f2,(z). In beiden Fallen kann der be- 
treffende Bereich sowohl ein- als mehrblittrig sein. 

Das wesentliche an dieser Bestimmung besteht darin, da8 die 


beiden Kreisscharen 


lz—a 
[}2—al< ft; Sl <r, a + 0, 


zusammengenommen die erweiterte Hbene vollstiindig ausfegen, 
wihrend keine der beiden allein dies vermag, und da auBerdem 
Kreise beider Scharen in jeder Umgebung des Punktes z =a liegen. 
DaB die anderen Basispunkte der Scharen gerade in die Punkte 
z = 0, co verlegt wurden, geschah nur der Hinfachheit halber. 

So erhailt man denn eine abziihlbare Menge von Hlementen 


fi(@), f2(),-.-- 
nebst den zugehérigen Bereichen, 7,,. Wir verfahren jetzt der Reihe 
nach mit jedem Element dieser Menge, wie urspriinglich mit dem 
Element f(z), und erhalten also eine doppelt unendliche Menge von 


Elementen ; pa 
fu (2), iz (2p 0 


fas (2), fo» (2); se 


nebst den dazu gehorigen Bereichen 1’,,. 
Mit jedem dieser Elemente werde nun das Verfahren wiederholt. 
So ergibt sich eine dreifach unendliche Menge von Hlementen und 
Bereichen, 
fisn (2), Tesn, 
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wobei 7, 7, k unabhangig voneinander alle natiirlichen Zahlen durch- 
laufen sollen. 

Und nun fahrt man so fort. Insbesondere kann der ProzeB nach 
einer endlichen Anzahl von Schritten schlieBen. Im allgemeinen 
hat man es aber mit einer abzihlbar unendlichen Reihe von Mengen 
zu tun, deren jede auch abzihlbar unendlich ist. Die Gesamtheit 
der Mengen wollen wir noch auf folgende bestimmte Weise zu einer 
einfach unendlichen abzaihlbaren Menge umordnen. Sei N eine be- 
liebige natiirliche Zahl. Dann lése man die Diophantische Gleichung 

Behe ae ete Ree ge ao teen 
durch natiirlche Zahlen auf, und ordne man diese Lésungen fiir 
ein festes » derart, daB von zwei Lésungen 

ed ee ee) 
die erste den Vorrang hat, falls 
km aes 1™ k@ , —_ ae k™ = ester k” = [™ 
n n? ni (Ss Kaine bry i d i i 
ist. So kommt 
kK? — N; 
(kek, y= 1, N = 1), 2) N 2), ...., W=1, 0); 

(ky, ke, ke) = (1,1, .N —2), (1, 2, N —8), 2,1, N—8),... NW —2,1,1), 


Die hiermit definierte einfach unendliche Reihe von Funktions- 
elementen werde nun endgiiltig mit 


(2) fi(2),  fe(2), +++; 
ihre Definitionsbereiche mit 

LL ak 
bezeichnet, wobei jedoch identische Elemente nur einmal in der 
Reihe aufgenommen werden sollen. Insbesondere soll das erste 
Element f,(z) mit /f,(z) zusammenfallen, wahrend die spateren 
Elemente der oben verordneten Reihenfolge der Lésungen der 
Diophantischen Gleichung entsprechen sollen. Dieses Abkommen 
hat zur Folge, daB jeder Bereich T,, ttber einen friheren T,,, 
m <n, hiniibergreift, da a, in einem solchen T,, liegt. 


§ 18. Die Riemannsche Flache einer beliebigen Funktion. 


Herstellung des Bereiches ¥,. Wir gehen vom ersten Funktions- 
element (2), §17, f,(z), mit dem Definitionsbereiche T, aus, und 
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definieren diesen als den Bereich ¥,.1) Damit verschmelzen wir dann 
den Definitionsbereich JT, des niachsten Funktionselements /, (2). 
Hierdurch entsteht die Fliche ¥,. Dieselbe gehért zur Klasse a), 
§9 und hingt einfach zusammen. Der Rand besteht im allge- 
meinen aus zwei Kreisbogen, insbesondere aber nur aus einem, 
und kann ja in mehreren blittern verlaufen. 

In ihnlicher Weise entsteht WY, aus ¥Y, durch Verschmelzen 
des Bereichs T; mit Y%. Da JT; jedenfalls zum Teil schon in WY, 
liegt und mindestens einen Randpunkt mit dem Rande von ¥, 
gemein hat, so sind folgende Fille méglich. 

a) T; liegt in Y, bzw. WY, liegt in T;. Dann wird Y; 
als der gréBere der beiden Bereiche erklirt. 

b) Der Rand von Ts wberschneidet den Rand von Y,. 


Im Falle b) ist die Anzahl der Schnittpunkte jedenfalls end- 
lich und der Rand von 1’; liefert somit einen oder mehrere*) Quer- 
schnitte des Bereichs Y%,. Der Rand von YW, besteht aus einer 
endlichen Anzahl von Kreisbogen und isolierten Punkten. 

Jetzt ist klar, wie man weiter gehen soll. Der Bereich ¥, 
entsteht durch Verschmelzen von ¥Y%,_, mit T,. Er gehodrt zur 
Klasse a), § 9 (mit Ausnahme eines sogleich zu besprechenden 
Falles), sofern man eventuell von einer endlichen Anzahl innerer 
Punkte absieht, die noch zu seinem Rande gehoren. 

Nach einer endlichen Anzahl von Schritten kann sich eine ge- 
schlossene Flaiche einstellen. Dies ist stets dann und nur dann der 
Fall, wenn f(z) algebraisch ist. Auch kann nach einer endlichen An- 
zahl von Schritten eine algebraische Fiche sich ergeben, der eine 
endliche Anzahl von Punkten (wesentlichen singuliren Stellen) 
fehlen. Andererseits kénnen alle Y%, von einem bestimmten Y¥,, 
an mit dem genannten Y,, zusammenfallen. Dann ist ¥Y,, endlich 
vielblattrig, und der Rand besteht aus einer endlichen Anzahl von 
Kreisbogen und isolierten singuliren Punkten. 


1) In diesem Paragraphen kommt man schon mit den friiheren Funktions- 
elementen, Kap. 9, § 3, aus, welche wir uns indessen nach dem Prinzip von 
§ 17 in eine einfach unendliche Reihe (2) geordnet denken, und es wird dem 
Leser auch bequemer sein, bei einem ersten Studium sich dieser zu bedienen. 
Freilich mu8 man dann eventuell gewisse isolierte Punkte (die Pole und die 
Verzweigungspunkte) nachtraglich noch der Fliche einverleiben. 

2) Wir fassen die Behauptung hier weit genug, um die spiteren Fille 
einzuschlieBen. Ob es schon an dieser Stelle mehr als einen Querschnitt geben 
kann, sowie ob isolierte Punkte bereits hier auftreten kénnen, braucht ja weiter 
nicht untersucht zu werden. 
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In allen anderen Fallen wird eine Grenzfliche Y durch Y,, 
trebt, 
angestre W lim ¥,. 


und dies ist eben die in Aussicht gestellte Riemannsche Flache der 
vorgelegten Funktion. 


Numerterung der Blatter. Dies kann, wie folgt, geschehen. Wir 
bedienen uns jetzt lieber der in der vorstehenden Anmerkung 1) 
angeregten Entstehungsweise der Flache Y und erteilen den Be- 
reich Y, dem ersten Blatte, sowie auch die weiteren Bereiche 
W,,..-,Pn_-1, bis wir zu eimem Bereiche Y,, kommen, der sich 
iiberschligt. Die inneren Punkte von T,,,, welche tiber Punkten 
von Y,,_, liegen, mégen dem zweiten Blatte zugewiesen werden. 
Und so fahrt man fort. Allgemein zerfallt 7, in eine endliche 
Anzahl bereits in Y%,_, liegender und somit schon bestimmten 
Blattern der Flaiche angehdrender Bereiche nebst einem Rest- 
bereiche t,. Durch Projektion des Randes von ¥Y%,_, auf t, wird 
dieser Bereich in eine endliche Anzahl von Teilbereichen zerlegt, 
deren jeder durch eine endliche Anzahl von Kreisbogen und iso- 
lierten Punkten begrenzt wird. Hin solcher Teilbereich liegt ent- 
weder frei oder tiber genau k Blattern von ¥Y%,_,. Im ersten Falle 
werde der Bereich dem ersten Blatte zugewiesen. Im zweiten sei 
1 die kleinste Zahl, die bei den dariiber liegenden Bereichen noch 
nicht vorkommt. Dann werde der Bereich dem l[-ten Blatte zu- 
erkannt. Was die Blattangehdrigkeit der Randpunkte dieser Be- 
reiche anbetrifft, so mégen dieselben stets der kleineren Zahl ent- 
sprechen. 

In einem gegebenen Falle wird die hier bestimmte Numerierung 
nicht stets die einfachste sein, sie ist aber doch stets eine mégliche, 
denn jeder innere Punkt von ¥ liegt ja schlieBlich innerhalb eines 
w_., und darum kénnen héchstens eine endliche Anzahl von Blittern 
daran stofen. 


§ 19. Uniformisierung einer beliebigen Funktion vermége der 
automorphen Funktionen mit Hauptkreis. 
Prézisierung der Fragestellung. Hin nahe liegendes Beispiel einer 
Funktion, wofiir in einem Sinne die Uniformisierung von vornherein 
gegeben ist, bietet der allgemeine Fall einer eindeutigen monogonen 
analytischen Funktion, w = F(z), denn hier braucht man ja nur 


z=t w=Fi() 
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zu setzen. Die Uniformisierungsfrage, welche uns interessiert, ist 
aber eine engere. Bisher war nimlich der Bereich des Parameters 
stets ein einfach zusammenhdngender, und wir wollen nun auch 
weiterhin verlangen, da8 dies der Fall sei. Hatte aber obige ein- 
deutige Funktion F(z) zwei wesentliche singulire Stellen, so wirde 
die vorstehende Uniformisierung den Bedingungen der Aufgabe nicht 
entsprechen. — Wir wenden uns jetzt einer Lésung des Problems 
vermége automorpher Funktionen zu. 

Die Uberlagerungsfliche. Die vorhin eingefiihrten Flaichen ¥, 
werden im allgemeinen mehrfach zusammenhingen. Sei Y,, die erste 
davon, wofiir dies eintritt. Dann hingt ¥Y,,_, einfach zusammen, 
und 7’;,, schneidet den Rand von ¥,,_, mindestens in zwei, aber 
nur in einer endlichen Anzahl von Punkten und Strecken. Durch 
T,, entstehen also mehrere Querschnitte von ¥Y,,_,, und diese zer- 
legen Y,,_, in eine endliche Anzahl einfach zusammenhaingender 
Bereiche von der Klasse a), §9. lLetztere Bereiche zerfallen in 
zwei Kategorien, 

i) solehe, welche in T’;,, liegen (d. h. in demselben Blatte 
von VW); 

ii) solehe, welche auBerhalb T,, legen. 

Die Bereiche i) bilden bloB Teilbereiche von T',, und gehen 
also in T7',, auf. Die Bereiche 11) stoBen an 7, lings einer end- 
mee lichen Anzahl von Kreisbogen 


re und méglicherweise noch in einer 

A) Tn endlichen Anzahl isolierter Punkte. 

Bg Jetzt werde einer dieser Be- 

ba, reiche, 2, lings eines einzigen 

~ A Randbogens M an T,,, angehingt, 
is ae wodurch nun der erweiterte Be- 
Nata ah reich 2’ entstehen médge. Hat Q 
Fig. 174. auBer M noch Punkte mit dem 


Rande von T,, gemein, so sei L 
ein anstoBender Randbogen von T',,, L’ der entsprechende Rand- 
bogen von 2. Diese beiden Kurven zusammengenommen bilden 
eine einfache geschlossene Kurve C auf der Riemannschen Fiche 
Y der vorgelegten Funktion f(z), welche sowohl einen Riickkehr- 
schnitt bilden als auch durch Randpunkte gehen kann. Und nun 
sind zwei Fille méglich, 

a) die Kurve C verliuft innerhalb Y und wird somit zu 
einem Riickkehrschnitte dieser Fliche; fernerhin wird durch 0 
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ein Teil 2 von W abgetrennt, welcher auSerhalb ’ liegt und 
einfach zusammenhingt. 

6) dies trifft nicht zu. 

Im Falle a) gehért X& zur Klasse a) und 148t sich nach 
Satz 2), § 9, 8.755, lings C mit 2’ verschmelzen, wodurch ein 
neuer einfach zusammenhangender Bereich 2” entsteht. Im Falle 
8) wird der Bereich 2’ lings C nicht erweitert. 

Sollte nun im Falle a) der Bereich 2” lings eines an L 
heranreichenden Bogens J’ an T,,, anstoBen, so bildet L bloB einen 
Hinschnitt, welcher jetzt aufgehoben werden kann, da er héch- 
stens bis auf seinen anderen Endpunkt in der Fliche YW liegt. 
Der also erginzte Bereich hingt immer noch einfach zusammen. 

Im Falle 6) kann man aber 2’ nicht lings J" zusammenheften, 
ohne den einfachen Zusammenhang der im Entstehen begriffenen 
Flache zu zerstéren, und darum hingt man jetzt ein neues 
Exemplar von T,, lings J’ an Q’ an. 

Hiermit ist nun das Verfahren eingeleitet, wodurch man 2’ 
zum nachsten Gliede in der Reihe der zu definierenden Flachen 
erginzt. Man wiederholt nimlich die obige Uberlegung an jeder 
weiteren Kurve C’, sowie an jedem weiteren Bogen J’, und hangt 
die erforderlichen weiteren Exemplare von T,,, vorkommenden Falls 
an. Darauf werden noch etwaige weitere Bereiche ii) herangezogen, 
falls Q nicht der einzige derartige Bereich war. Hin solcher hangt 
jedenfalls von vornherein einfach zusammen und lat sich also 
mit dem urspriinglichen 7',, verschmelzen. Ob ihm dann noch 
weitere Exemplare von T,, angehingt werden miissen, ist eben 
dieselbe Frage, welche wir bereits behandelt haben. Als End- 
resultat ergibt sich eine Flaiche, welche mit ®,, bezeichnet werden 
mége, indem wir die friiheren Bereiche ¥Y,,..., %,_,; nun mit 
@,,..., ®,_, benennen wollen. 

Hiermit ist die Methode der Herstellung der Flaichen @,, 
@,,... klar dargelegt. Nur ein Punkt muB noch betont werden. 
Hs ist nicht genug, die weiteren Flachen Y,,,, Mm+2,--.- heran- 
guziehen und jede davon durch eine einfach zusammenhingende 
Flache mit mehr Blattern zu ersetzen, wie ®,, aus Y,, hervorging, 
obwohl dieser Schritt allerdings stets konsequent ausgefihrt werden 
muB. Man mu8 namentlich aus der Folge solcher Bestandteile 
Flaichen sukzessive anhingen, derart, da jeder Randbogen von ®,, 
sofern er im Definitionsbereich der Funktion, also im Innern von 
Y liegt, nachgerade besetzt wird und somit im Innern einer 
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spiteren ®,,, zu liegen kommt.') So entsteht denn eine un- 
endlich vielblittrige Fliche, welche eine unendliche Gruppe von 
Transformationen in sich gestattet. Als Endresultat ergibt sich 
eine Folge von Flichen ®,, ®,, ... nachstehender Beschaffenheit. 


1) ®, gehért zu der in § 9 definierten Klasse a) von Be- 
reichen, und hingt auBerdem einfach zusammen; im ibrigen be- 
steht der Rand von @, aus lauter Kreisbogen und geradlinigen 
Strecken; 

2) die inneren Punkte von ®, sind auch innere Punkte von 
Pris 


3) ein beliebiges Element der Funktion wird eventuell in 
einer ©, aufgenommen. 

Als endgiltige Definition der Uberlagerungsfliche ergibt sich 
nun die Grenzflaiche 


Dee lim @,, 

Abbildung der Grenzfliche ©. Indem wir vom Falle einer alge- 
braischen Fliche vom Geschlechte p=0O absehen, kann es nun 
insbesondere vorkommen, daB die ¥,, Y%,... stets einfach zu- 
sammenhingen. Sollten sie nur in endlicher Anzahl vorhanden 
sein, so sei WY, die letzte Fliche. Dann kann W, entweder auf 
die ganze endliche Ebene oder auf den Einheitskreis abgebildet 
werden. 

Sind diese Flichen dagegen in unendlicher Anzahl vorhanden, 
so hat man es mit einer Uberlagerungsfliche zu tun, die sich 
geradezu mit YW selber deckt. Man kann also direkt ©, = ¥, 
setzen. Nur reduziert sich hier die automorphe Gruppe auf die 
Identitiat. 

Im Falle unbegrenzt vieler Flichen, ®,, ®,,... wird im 
wesentlichen allen Bedingungen der fritheren Folgen in den beiden 
Fallen I), IJ) geniigt. Demgemi8 abt sich die Grenzfliche ® 
ein-eindeutig und stetig, und im allgemeinen konform auf den 
Hinheitskreis bzw. auf die ganze eigentliche Ebene abbilden. 


1) Diese Forderung ist zur Uniformisierung nicht nétig. Man denke etwa 
an eine Fliche Y von der Art, wie sie durch Fig. 159, S. 733, angedeutet wird. 
Ist nun f(z) eindeutig in der zweifach zusammenhingenden Fliche Y, und 
bildet man die einfach zusammenhingende Fliche Y’ konform auf einen Kreis 
t}<1 ab, so erzielt man zwar damit eine Uniformisierung von f(z) der vor- 
geschriebenen Art. Will man aber vermége automorpher Funktionen unifor- 
misieren, so mu8 man wie im Texte vorgehen. 
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Hiermit ist nun die Uniformisierung in allen Fallen bewerk- 
stelligt. Im Falle I) wird die Grenzfliche ® im allgemeinen durch 
das mehrfache Auftreten eines Bereichs T,, eine kongruente Trans- 
formation in sich gestatten. Dem entspricht dann, gerade wie im 
Falle einer algebraischen Funktion, eine Transformation des Innern 
des Kinheitskreises |¢| <1 in sich, und hiernach 148t die Funktion 
z = q(t) eine lineare Transformation vom bewuS8ten Typus in sich 
zu. Wir miissen indes den besonderen Fall zulassen, daB die auto- 
morphe Gruppe sich auf die identische Substitution reduziert. Die 
Fliche © kann im Gegensatz zur friitheren Uberlagerungsfliche ®, 
§ 9, Windungspunkte unendlich hoher Ordnung haben. Dement- 
sprechend kann ein F'undamentalbereich der automorphen Gruppe 
mit einer parabolischen Spitze bis an den Grenzkreis hinanreichen. 
Hs finden sich unter den Funktionen f(z) auch solche, deren Rie- 
mannsche Flache unendlich hohen Zusammenhang aufweist, und 
diese fithren zu automorphen Gruppen mit unendlich vielen er- 
zeugenden Substitutionen. 

Ist 2 = w(t) eine zweite automorphe Funktion, welche die vor- 
gelegte Funktion in der genannten Weise uniformisiert, so sind ¢ 
und t auf Grund des Satzes von §1, 8.721, linear miteinander 

at +*). 
ct+d 

Im iibrigen wird der Hauptkreis hier nicht stets ein Grenz- 
kreis fiir die Funktion z = g(t) sein, es kann sogar vorkommen, 
daB kein Randpunkt desselben eine singulire Stelle der Funktion 
z=g(t) abgibt. Beispiel: 


verknipft, und es ist y(t) = o( 


goat, 40 = G)(t) 3 


wo Q(z) die in Kap.9, § 5 definierte Funktion ist. Die Funktion 
p(t) kann auch ein Teil einer mehrdeutigen monogenen analyti- 
schen Funktion sein. 

Fir das Funktionenpaar y(t), p(t): 


z=o(t), w=ypit), 


ist aber der Hinheitskreis wohl ein Grenzkreis, da jeder Punkt des- 
selben mindestens fiir eine dieser Funktionen eine singulire Stelle ist. 
Im Falle II) kénnen sich jetzt, im Gegensatz zum algebraischen 
Falle, einfach periodische Funktionen einstellen. 
Fassen wir das Ergebnis noch in einen Satz zusammen: 
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Theorem. Dine beliebige analytische Funktion 


w = f() 


lat sich durch zwei in einem bestimmten einfach zusammenhdngen- 
den Bereich T bis auf Pole analytische Funktionen 


z=o(t), w=yi(t) 


uniformisieren, dergestalt, dap im Kleinen eine etn-eindeutige Be- 
ziehung zwischen den Punkten der Umgebung einer willkiirlichen 
Stelle t =t), von T und den Punkten (w, 2) emes entsprechenden 
Teiles des analytischen Gebildes statifindet, wihrend umgekehrt jeder 
Stelle (wo, 2) des analytischen Gebildes mindestens ein Punkt ty von 
T entspricht. Daber besteht T entweder 


a) aus dem Innern des Einheitskreises |t| <1; oder 
b) aus der ganzen eigentlichen Ebene; oder endlich 
c) aus der ganzen erweiterten Hbene. 


Im Falle a) ist jeder Punkt des Einhettskreiwses mindestens fiir 
eine dieser Funktionen eine singuldre Stelle. Im Falle b) «st der 
Punkt t = co mindestens fiir eme der beiden Funktionen g(t), 
w(t) eine wesentliche singuldre Stelle. Im Falle c) lregt em alge- 
braisches Gebilde vom Geschlechte p = 0 vor. Im itibrigen schlieBen 
sich die drew Fiille gegenseitig aus. 

Endlich wird die Anzahl der in den umiformisierenden Funk- 
tionen enthaltenen willkiirlichen Konstanten durch den letzten Satz 
von § 16 gegeben. 


Will man andererseits von der Bedingung der umkehrbaren 
Eindeutigkeit im Kleinen absehen, indem man der zu z = p(t) 
gehérigen Umkehrfunktion t = (z) gestattet, in gewdhnlichen 
Punkten der z-Fliche Verzweigungspunkte zu haben, so kann 
man sich in allen drei Fallen automorpher Funktionen mit Haupt- 
kreis bedienen. Im Falle ¢) wird man etwa die ganze erweiterte 
Ebene vermége der Dreiecksfunktionen mit nicht verschwinden- 


den Winkeln, z. B. (5 a =) auf das Innere des Einheitskreises 
(1, oo)-deutig abbilden; vgl. Schwarz, Werke, Bd. 2, S. 240, 
sowie Picard, Traité d’analyse, Bd.8, Kap. 18. 


Im Falle b) laBt sich die ganze endliche Ebene in dhnlicher 
Weise behandeln, indem man die Kreisbogendreiecke mit den 
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Winkeln (F> 40) benutzt; vgl. Klein-Fricke, Elliptische Modul- 
funktionen, Bd. 1, 8. 208.) 

Hs sei noch erwéhnt, da die hier auseinandergesetzte Methode 
sowohl im algebraischen als auch im allgemeinen analytischen Falle 
sich direckt auf den von Koebe behandelten Fall symmetrischer 
Riemannscher Flichen anwenden lé8t, indem man eine derartige 
Flache langs des bewuBten Teiles der reellen Achse aufschneidet, 
um dann die neue Flache bzw. ein Stiick davon, nach jener 
Methode auf die t-Ebene abzubilden. 


§$ 20. Uber die Zerschneidung von Y und den Fundamental- 
bereich der Gruppe. 

Auf der Riemannschen Flaiche WY der vorgelegten Funktion f(z) 
breite man sukzessive die Flichen ®,, ®,,... aus. Hine Zeit 
lang stellen sich keine Kurven I’, Fig. 174, ein, lings deren neue 
Kreisscheiben 7,, angehingt werden miissen. Sobald aber eine 
solche Kurve J auftritt, soll sie auf Y aufgezeichnet werden, und 
der zum Teil von I’ begrenzte Bereich von Y, welcher dem Be- 
reiche @,, entspricht, mége mit YW’ bezeichnet werden. Dieser 
Bereich ¥Y hangt einfach zusammen. 

Jetzt fahrt man so fort, indem Y/,,, den Bereich YW’ ent- 
halt, einfach zusammenhingt, und dem Bereiche @,,,, entspricht. 
Der EHinheitlichkeit halber setzen wir noch Y= @,, k=1,..., 
m—1. So breitet sich denn eine einfach zusammenhingende be- 
randete Fliche titber Y aus, welche jeden inneren Punkt von Y 
entweder im Innern oder als (einfach zu zaihlenden) Randpunkt 
enthalt, und zwar werden an einen solechen Randpunkt nie mehr 
als eine endliche Anzahl von Blittern stoBen. 

Die Grenzfliche Y liefert die gewiinschte Zerschneidung der 
Flache ¥%. Deren Abbild in der automorphen Figur gibt offenbar 
einen Fundamentalbereich der Gruppe ab. 


§ 21. Existenzbeweis fiir mehrdeutige Funktionen mit beliebigem 
Definitionsbereiche. 

In Kap. 11, § 14 haben wir den Weierstraf8schen Satz 

kennen gelernt, daf es zu jedem schlichten Bereiche eine eindeutige 

Funktion gibt, welche sich in jedem inneren Punkte des Bereiches 


1) Der Hauptsatz dieses Paragraphen ist in einer Reihe von Aufsatzen 
von Koebe behandelt worden; Géttinger Nachrichten, 1907/09. 
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analytisch verhalt und in jedem Grenzpunkte eine Singularitit 
aufweist. Als Verallgemeinerung dieses Satzes gilt der folgende 


Satz. Jeder vorgelegten, aus einem Stiicke bestehenden Riemann- 
schen Fliche ¥ entspricht eine analytische Funktion, welche eindeutig 
auf der Fliche ist und, héchstens von Polen abgesehen, sich in jedem 
gewohnlichen Punkte analytisch verhilt. In den Verzweigungspunkten 
endlicher Ordnung bleibt sie stetig oder aber sie wird dort wnendlich. 
Auferdem nimmt sie in tibereinander liegenden Blattern niemals iden- 
tisch gleiche Werte an, und endlich laéBt sie sich nicht tiber die Flache 
hinaus analytisch fortsetzen. 

Gehért die Fliiche nicht zu den algebraischen Gebilden vom Ge- 
schlechte p = 0, so gibt es fernerhin eine im allgemeinen auf der Fldche 
mehrdeutige Funktion, welche sich in den gewohnlichen Punkten der 
Flache ausnahmslos analytisch verhdlt, m den Verzweigungspunkten 
endlicher Ordnung stetig bleibt, in wbereinander gelegenen Blédttern 
niemals identisch gleiche Werte annimmt, und sich, von eventuellen 
analytischen Randbogen abgesehen, nicht iiber die Fldche hinaus ana- 
lytisch fortsetzen lift. Je zwer ein und demselben Blatte entsprechende 
Zweige dieser Funktion sind linear miteinander verkniipft. 

Im iibrigen spielt der Punkt co in beiden Teilen des Satzes keine 
Ausnahmerolle. 


Im Falle einer algebraischen Fliche vom Geschlechte p = 0 
steht der erste Teil des Satzes wegen der konformen Abbildung 
auf die schlichte Ebene fest. In jedem anderen Falle gibt es 
eine Uberlagerungsfliche ®, welche insbesondere mit YW selbst 
identisch sein kann, sich aber jedenfalls ein-eindeutig und kon- 
form auf den Einheitskreis der ¢-Ebene bzw. auf die ganze end- 
liche Ebene abbilden 1JaBt, 


z= @(t). 


Der zweite Teil des Satzes wird nun evident, indem man die 

inverse Funktion 
i = w(2) 
auf Y betrachtet. 

Der erste Teil des Satzes erhellt sofort, falls der Definitions- 
bereich von g(t) die ganze endliche Ebene ausmacht. Ist namlich 
® = ¥, so liefert schon w/(z) die in Aussicht gestellte Funktion. 
Im anderen Falle entspricht Y einem Fundamentalbereiche der 
Gruppe, welche hier auf einfach und doppeltperiodische Funk- 
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tionen beschrankt ist, und mit den gewiinschten Funktionen wird 
man nun vermédge wohlbekannter Sitze fertig. 

Ks bleibt nur noch der Fall iiber, da’ g(t) im Hinheitskreise 
zu betrachten ist. Ist 6 = Y, so kommt man wieder mit der 
Funktion @(z) aus. Sonst liegt eine automorphe Gruppe vor, 
deren Fundamentalbereich F, nicht aus dem ganzen Innern des 
Hinheitskreises besteht. Diese Gruppe gibt AnlaB zu Poincaré- 
schen #-Reihen, wie diese bereits in Kap.11, § 9 des niaheren 
untersucht sind, woraus wir dann eine automorphe Funktion 
F(t, a) mit emem Pole im willkirlichen Punkte a des Funda- 
mentalbereiches Fy der Gruppe bilden. Diese Funktion hat még- 
licherweise noch feste Pole in den Punkten c,, ¢,... von F4. 
Wird dieselbe auf die Flaiche WY verpflanzt, so verhilt sie sich 
dort eindeutig, stetig, und bis auf Pole analytisch. Aus ihr 
kénnen wir noch eine Funktion aufbauen, welche den wbrigen 
Bedingungen des Satzes geniigt. 

Seien, a, yy, Ye, -.- die Bildpunkte von a, ¢,, ¢,... auf 
WY. Wir kniipfen an die Numerierung der Blatter, § 18, an. Dies 
geschah, indem wir WY sukzessiv aus Kreisbogenbereichen aut- 
bauten, oder, wenn man will, in Kreisbogenbereiche zerlegten. Sei 
»,, ein soleher Bereich, welcher iiber bereits vorhandenen Blittern 
von WY lhegt. Wir wollen diese 2, etwa in der Reihenfolge an- 
setzen, in welcher sie bei der Numerierung der Blatter ent- 
standen, 2,, X,, .... Sei a, ein innerer Punkt von 2, welcher 
mit keinem Punkte y; zusammenfillt, und auch weder iiber einem 
y; noch iiber einem friiheren Punkte a, (m <m) liegt. Dies ist 
méglich, da die zu vermeidenden Punkte ja héchstens abzihlbar 
unendlich sind. Sei a, der Bildpunkt von @, im Fundamental- 
bereiche #’, der automorphen Figur. 

Wir bilden jetzt die Funktion 


F(t) = PE, an), 
und setzen daraus folgende Funktion zusammen: 
P(t) =CG,F,{Q +--+ GF), 
wo C, eine reelle positive Konstante bedeutet. Nimmt insbesondere 
an der ganzen Fliche Y nur eine endliche Anzahl n von Bereichen 


2, teil, so liefert F(t) die in Aussicht gestellte Funktion, sofern der 
Rand von ¥Y nicht zum Teil aus einer analytischen Kurve besteht.’) 


1) Hiermit haben wir insbesondere den ersten Beweis gewonnen, daB einer 
vollig beliebigen algebraischen Fliache vom Geschlechte p> 1 Funktionen ent- 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 51 
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Ist dagegen die Anzahl der 2, nicht endlich, so wird man 
die C,, immer noch so annehmen kénnen, daB die Reihe 


(1) 6, F,() + 0,7) +=: 


in einem beliebigen abgeschlossenen, keinen Randpunkt?!) von fy 
und auch keinen Punkt ¢; enthaltenden Teile S von Jy gleich- 
miBig konvergiert. In der Tat seien S,, S,,... eine Reihe der- 
artiger Bereiche, welche fernerhin, wie folgt, beschaffen sind: 

i) S, liegt in S,4,, 

ii) ein beliebiger von ¢,, ¢,,... verschiedener Punkt von J’9 
wird von einem bestimmten S,, als innerer Punkt enthalten, 

iii) die Punkte a,, ..., a, _, liegen innerhalb, die Punkte a,, 
Qnz1,+-+-+ liegen auBerhalb S,,. 

Dann wird zunichst | /’,(¢)| em Maximum M, im Bereiche S, 
haben. Des weiteren wird 


|Preo(t)| S Mas 
in S, sein. Wahlt man also die C; so, dai die Reihe 
C,M,+ C0,M,+-:-:: 


konvergiert, so konvergiert die Reihe (1) gleichmaéBig in einem be- 
liebig vorgegebenen S,, und also auch in jedem Bereiche S. 

Es eriibrigt nur noch, das Verhalten der Grenzfunktion I’ (t) 
in den Punkten c, zu sichern. Setzt man 


F,® > ee 


te 


— Wn, i (t), 
so mégen die C,, fernerhin so eingeschrinkt werden, dai 
Cy Be eins ksn, 


wobei die Reihe 2’h,, konvergiert. Beschreibt man also einen kleinen 
Kreis um ¢, und bedenkt man, da die Reihe (1) am Rande dieses 
Kreises der Bedingung geniigt, 


C, | Fn | = C,M,, YSN; 


sprechen, welche auf derselben bis auf Pole eindeutig und stetig, und auBerdem 
in den gewohnlichen Punkten analytisch sind. 

1) Ein Randpunkt von F’,, welcher durch eine erlaubte Abiinderung des 
Randes zu einem inneren Punkte wird, gilt hier auch als ein innerer Punkt. 
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zieht man auBerdem noch in Betracht, daB die Reihe 


SS C, BY 


n=1 


absolut konvergiert, so erkennt man, daB auch die Reihe 


=, Cn Pn,x (t) 


am Rande des bewuBten Kreises gleichmibig konvergiert und 
somit eime im Punkte ¢, analytische Funktion vorstellt. Daram 
hat F(t) hochstens einen einfachen Pol in ¢,. 

Hat F(t) einen [,-fachen Pol im Punkte ¢;, so gestaltet sich 
der Beweis ganz ahnlich. Sei nimlich 


-1 ; 
BY) 
P,() = (oye? + Pn, x(t). 


j=0 
Dann mégen die C, so genommen werden, dab 


yp—-1 


Cn >) | BE Sha, kn 
j=0 


wird. 

Hiermit ist also gezeigt worden, dai die Funktion F(t) keine 
héheren Singularititen als Pole in den inneren Punkten von ¥ be- 
sitzt. 

Sollte endlich ein Teil des Randes von Y und somit auch 
von J?) aus analytischen Kurvenbogen bestehen, so braucht man 
nur noch Punkte a, in) so zu sien, da jeder Punkt des Rand- 
bogens Grenzstelle der a, ist, und ein ahnliches Raisonnement wie 
vorhin fiihrt direkt zum Ziele.*) 


1) Den hier mitgeteilten Beweis habe ich ins einzelne durchgefiihrt, ehe 
mir die Untersuchungen von Herrn Freundlich, Analytische Funktionen mit 
beliebig vorgeschriebenem unendlich-vielblatirigem Eaxistenzbereiche, Gottinger Dis- 
sertation, 1910, bekannt waren. Abgesehen davon, daf die Fragestellung von 
Herrn Freundlich weniger scharf getroffen wird, sowie daf bei ihm eine 
geniigende Konstruktion der in Betracht kommenden Riemannschen Flichen 
fehlt, lat seine Beweisfiihrung namentlich Funktionen zu, welche in ver- 
schiedenen Blittern der vorgelegten Flache F identisch gleiche Werte annehmen 
und somit nicht zur Fliche gehéren. Demgemi8 kann man ihm eine Lésung 
der vorstehenden Aufgabe nicht zuerkennen. 

Auf ganz andere Weise will Koebe den Satz beweisen, Comptes Rendus, 
Bd. 148 (1909), S. 1446. Indessen fehlt bei ihm ebenfalls ein konstruktiver 
ProzeB, wodurch seine Flaichen Ff, geliefert werden. 
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A 

a®, 592, 614. 

Abbildung zweier Flichen aufeinan- 
der, 74; 
eines Quadrats auf eine Strek- 
ke, 158; 
einer Kugel auf einen Zylinder, 
252; 
der Uberlagerungsfliiche, 753; 
ef. auch konforme Abbildung. 

Abel, 96, 104. 

abgeschlossen, 13, 35, 56. 

Ableitung, 19; 

Beispiele stetiger Funktionen ohne 


-, 20; 
vorwarts, riickwdrts genommene —, 
20; 
einer komplexen Funktion, 
235 ; 


einer Punktmenge, 570. 
absolut konvergente unendliche Pro- 
dukte, 549. 
absoluter Betrag, 218. 
Abschdtzung von log (1 + h), 
are (1+ €), 222; |A+ B 
999. 


o5; 


eines bestimmten Integrals, 46, 
294; 

von | f(2)|, | fe) |, 315; 
- des Restgliedes in der Taylor- 
schen Reihe, 334, 355; 
- der Koeffizienten der 'Taylor- 
schen und der Laurentschen 
Reihe, 315, 356, 367; 

der konjugierten Funktion, 672; 


—— der Ableitungen einer harmoni- | 


schen Funktion, 673. 
abzGhlbar, 201; 
— Mengen, 201. 
Abzdhlbarkeit der 
464. 


Funktionswerte, 


, 221, | 


Achse, reelle, rein imaginiare, 218; 
-—- eines Quellpaares, 645. 

Addition, 214. 

Additionstheorem fiir e*, sin z, cos 2, 
tan 7, 268, 265, 588, 596, 601, 
608, 612, 614; 

- fiir sn z, 475; 


algebraisches -— fiir die periodi- 
schen Funktionen, 493, 515, 
516; 


Bestimmung der Exponentialfunk- 
tion auf Grund ihres —-, 614; 
Bestimmung der Funktionen sin «, 
cos « auf Grund ihres —-, 608; 
— fir €(z), 538; 
- fiir v(z), 543. 
Ahnilichkeitstransformation, 246, 274. 


| Alembert, d’, 239, 612. 


Algebra, Fundamentalsatz der, 234, 
316, 383, 654. 
algebraische Irrationalitiiten, Abzihl- 
barkeit derselben, 204; 
Funktionen, Kap. 8, §§ 12, 15; 
Kap. 14; 
Merkmale -~—- Funktionen, 484; 
— Kurven, 441, 445, Kap. 14. 
allgememne Potenz, 270, 466, 588. 
alternierendes Verfahren, 724. 
Ames, 172. 


Analysis situs, Kap. 5, §§ 1—-10, 
753. 
analytisch in einem Punkte (inkl. 


co), Interyvalle, Bereiche, lings 
einer Kurve, 124, 238, 340, 701. 
702; cf. auch analytische Lunk- 
tionen, analytische I ortsetzwng, 
analytisches Gebilde. 


- analytische Fortsetzung, 449; 


— lings einer Kurve, 450; 
durch  iibereinander 
fende Kreise 451; 


grei- 
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Satze tiber — —, 453; 
— — vermége einer Funktional- 
gleichung, 473. 
analytische Funktionen, reelle, 124; 


komplexe — —, 238; 

monogone — —, 457; 

monogenes — —-system, 461; 
Definitionsbereich einer —- —, 461. 


analytisches Gebilde, 457. 

Anderung des Arcus einer stetigen 
Funktion, 231. 

Anndherungskurven im Falle gleich- 
maBiger und ungleichmafiger 
Konvergenz, Kap. 3. 

Anschmiegungssatz, der Mittag-Leffler- 
sche, 575. 

Anzahl der Wurzeln und Pole in 
einem gegebenen Bereiche, 350; 

— der Wurzeln der Grenzfunk- 

tion, 770. 

anzehende Massen, 223, 639. 

Appell, 445, 483, 638, 753, 757. 

Arbeit, als Potentialdifferenz, 639. 

Arcus, 218. 

are cos z, 270, 414. 

are sin z, 269, 414, 617. 

arc tang z, 270, 301, 617. 

Argand, 225, 383. 

Arithmetisierung des Kurvenbegriffs, 
ise 

—- eines ebenen Bereichs, 161; 

— Riemannscher Flachen, 447. 
assoziatives Gesetz, 214, 216. 
Auflisung einer Gleichung _ resp. 

eines Funktionensystems, cf. im- 
pliate HPunktionen. 
Aufpunkt, 639. 
ausgezeichneter Punkt, 380. 
aupBerwesentliche singuldre Stelle, 324. 


automorphe Funktionen, 407, 560, 
750. 
B 
bedingt, aber gleichmaBig konver- 


gente Reihe, 101. 
Bereich, Definition eines reguldren 

Bereiches oder eines Bereiches S, 
56; 

Definition eines Bereiches o, 144, 
191, 763; 

Definition eines Bereiches T, 162; 

normaler —, 144, 191; 

regulérer —, 56; 
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einfach zusammenhangender —, 
138, 197; 

mehrfach zusammenhingender — 
151, 186; 

Darstellung eines — durch eine 
unendliche Reihe von Teilberei- 
chen, 166; 

Zerlegung eines — in Teilbereiche 
von normalem Typus, 192; 

Zusammenstellung eines einfach 
zusammenhangenden -— aus 
Teilbereichen von normalem Ty- 
pus, 196; 

Integral einer reellen eindeutigen 
Funktion in einem mehrfach zu- 
sammenhingenden —-, 153. 

Bernoulli, 608. 

Bernstein, 205. 

Bessel, 617. 

Bestandteil, reeller, rein imaginirer, 
218. 

bestummtes Integral, reelles, 41; 

komplexes —- —, 291; 

Stetigkeit einer durch ein — — 
dargestellten Funktion, 114, 296; 

Differentiation eines — —— unter 
dem Integralzeichen, 120, 1387, 
296, 297, 323; 

Konvergenzkriterium fiir uneigent- 
liche — —, 82; 

Berechnung reeller —- —-, 304; 

Fundamentalsitze betreffend kom- 
plexe — —, 296, 322; 

ef. auch Integral. 

Betrag, absoluter, 218. 

Beziehung der Potential- zur Funk- 
tionentheorie, 711. 

Biermann, 512, 556. 

Bliss, 172. 

Bécher, 6, 110, 148, 223, 234, 317, 
323, 327, 344, 4385, 606, 652, 
666, 668, 675, 677, 678, 691. 
712, 743. 

Bogenelement, 79. 

Bohlmann, 65. 

Bois-Reymond, du, 30. 

Bolza, 705. 

Bolzano, 9, 14, 30, 37. 

Bonnet, 23. 

Borchardt, 496. 

Borel, 50, 205. 

Bouquet, 2382, 347, 388, 480, 501. 

Bouton, 407. 


? 


806 


Bradshaw, 584. 
Briot, 282, 347, 388, 480, 501. 


Burkhardt, 288, 377, 467, 474, 

523, 624, 649, 724. 
c 

Cajori, 23. 

Cantor, 28. 200, 203, 204, 205, | 
206. 

Cauchy, 5, 9, 23, 30, 41, 60, 65, 
9218, 232, 240, 298, 304, 310, 
350, 354, 546, 596, 612, 614; 

—-Riemannsche  Differentialglei- 
chungen 239; 
—-Taylorsche Reihe, 354, 361, 


571, 718; 
—scher Integralsatz, 298, 369; 
—sche Integralformel, 310. 
Cayley, 284. 
Christoffel, 440. 
Clairaut, 141. 
Clebsch, 425, 442, 444. 
en wu, 474. 
cos «, Definition von —- auf Grund der 


: : F d*y 
Differentialgleichung an +-y=0, 


606. 
cos z, 265. 
cosec z, 530. 
cotang z, 618. 
cotang z, 266, 360, 528, 618. 
coupure, 459. 
Courant, 724. 
Cousin, 50. 
Curtiss, 344. 


D 
Darboux, 42, 112, 225, 397, 596, 
614. 
Darstellung eines Bereiches durch 


eine unendliche Reihe von Teil- 
bereichen, 166; 

— einer Funktion in der Um- 
gebung des Punktes co, 340; 

— einer Funktion in der Um- 
gebung eines Verzweigungs- 
punktes, Kap. 8, § 14; 

— doppeltperiodischer Funktionen 


| 


| 


mittels der ¢- und der g-Funk- | 


tion, 536; 
— einer ganzen Funktion durch 
ein unendliches Produkt, 562; 


| Differentiation 
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Integral— einer _ harmonischen 
Funktion, 660; 

— einer harmonischen Funktion 
vermége der Greenschen Funk- 
tion, 663; 

— einer harmonischen Funktion 
vermége einer unendlichen Reihe, 
687; 

— einer Funktion durch Reihen, 
Produkte, ef. Entwicklung einer 
Funktion. 

Dedekind, 37. 
Definitionsbereich einer Funktion, 3, 
460; 

eindeutige Funktionen mit vorge- 
gegebenem —, 577; 

mehrdeutige Funktionen mit vor- 
gegebenem —, 800. 

Dehnung der Ebene, 274. 

Demartres, 615. 

Determinante einer linearen 
formation, 257. 

Dieder, 404. 

Differential, Definition, 236; 

vollstindiges —, 141. 

Differentialgleichungen, 
600; 

Differentialgleichung fiir eine  be- 

liebige Wairmestrémung, 629. 
Differentialkoeffizient, cf. Ableitung. 
einer unendlichen 

Reihe, 110, 320—321; 

— eines bestimmten Integrals un- 


T'rans- 


lineare, 471, 


ter dem Integralzeichen, 120, 
137, 296, 297, 328; 

— eines Kurvenintegrals, 137, 
141. 


Dini, 65, 115, 120, 351. 
Dirichlet, 1, 44, 728; 
das Thomson-Dirichletsche Prinzip, 
722. 
distributives Gesetz, 216. 
Dimsion, 216. 
dn wu, 474. 
domame, 165, Anm. 
doppelter Grenziibergang, 86. 
Doppelfldche, 188. 
Doppelintegral, 46. 
doppeltperiodische Funktionen, 481, 
496; 
— — zweiter Ordnung, 502; 
mit den —- -—— verwandte Funk- 
tionen, 519; 
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Herstellung -- -— durch unend- 
liche Reihen, 530; 
Darstellung —- — mittels der ¢- 
und der @-Funktion, 536; 
Integral einer — —, 543, 
Doppelpunkt, 442. 
Doppelpyramide, 404. 
Doppelverhdlimis, 288, 404, 
Drehung der Ebene, 274; 
— der Kugel, 284, 
Dreieck, Abbildung eines — auf eine 
Halbebene, 440; 
—sfunktionen, 407. 
du Bois-Reymond, 30. 
Durége, 327. 


E 

€, 593, 594, 

e*, 593, 614, 623. 

e*, 240, 262, 378, 412, 614—617, 
623. 

C1, C2, @3, O34. 

€-Methode, typische Fille der, 16. 

ns 1, 536. 

Ecken und Spitzen am Rande beim 
konformen Abbildungsprobleme, 
Al) 

eigentliche Grenze, cf. Grenze; 

das — Unendliche, 6, Anm. 
eindeutige analytische Funktionen, 
Kap. 11, §§ 9—14. 

Hindeutigkeitstheorem in der Theorie 
der analytischen Funktionen, 
335; 

— in der Potentialtheorie, 654. 

einfach periodisch, 481; 

— — Funktionen, 484. 

einfach zusammenhdngend, 138, 186, 
754. 

Hinheitskreis, 218. 

Fxnheitswurzeln, 220, 382. 

Einschachtelung der Intervalle 
Bereiche, Methode der, 16; 

Hauptsatz betreffend die —, 29. 

Hisenstein, 530. 

Elektrizitdtsstrémungen, 633; cf. auch 
stationdre Strémungen. 

Element einer analytischen Funk- 
tion, 457, 788. 

elementare Funktionen, Kap. 12. 

Elimination, 466. 


und 
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elliptische Funktionen, 473, 496, 
Anm.; cf. doppeltperiodische 
Funktionen, 
elliptisches Integral, 427, Kap. 8, 
§ 16. 
elluptische lineare Transformation, 


276, 278, 280. 
endlich, 12; 


eine Funktion bleibt endlich in 


einem Punkte resp. Bereiche, 
230; 
Bedingung, daf ein Integral in 


einem Verzweigungspunkte — 
bleibt, 427; 
im — en, 35. 

Endpunkte eves Periodenstreifens, 
Sonderstellung der, 484, Anm. 
2). 

Eintstehung eines Poles 
sammenriicken niederer 
gularititen, 643—647. 

Entwicklung eines Bereiches in ‘Teil- 
bereiche, Kap. 5, § 3; 

— einer Funktion in eine Potenz- 
reihe, 354, 355, 356; 
— einer Funktion im Punkte co, 


durch Zu- 
Sin- 


355; 
— eines Zweiges einer Funktion 
nach  rationalen Funktionen 


bzw. Polynomen, 578; 

— einer Funktion nach fortschrei- 
tenden Potenzen einer linearen 
Funktion, 571; 

ein allgemeiner —satz, 620; 

Reihen- und Produkt—en, 
uils 

— einer zusammengesetzten Funk- 
tion, 356; 

Reihen — _ einer 
Funktion, 688; 

ef. auch periodische und harmoni- 
sche Funktionen, sowie cotang 2, 
cotang z. 

Ergvebigkeit, 641. 

Erhaltung der formalen Gesetze, 590. 

erweiterte Hbene, 339. 

erzeugende Transformationen der all- 
gemeinen linearen Transforma- 
tion, 257. 

Erzeugung linearer Transformationen 
durch ,,Transformation*, 286. 
Euler, 141, 239, 474, 528, 555, 

556, 608, 616, 618. 


Kap. 


harmonischen 
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Evistenzsdtze fiir einen Grenzwert, 
26 bis 32; 
— fiir implizite Funktionen, 65 
bis 75; 


— fiir ganze Funktionen mit vor- 

geschriebenen Wurzeln, 562, 574. 

Ezistenzbeweis fiir die q-te Wurzel 
einer reellen Zahl, 588; 

— fiir die Lésung der Randwert- 
aufgabe in der Potentialtheorie, 
723, 734; 

— fiir die 
786, 765. 

Exponentialfunktion, cf. e”, e*. 


Greensche Funktion, 


F 
Faber, 528. 
Faden, dehnbarer, als Integrations- 
resp. Fortsetzungsweg, 151. 
Férussac, 354. 
Firpunkte einer linearen Transforma- 
tion, 277, 284. 
Flissigkeit, Strémung einer, 633. 
Fontaine, 141. 
formale Gesetze, Erhaltung der, 590. 
Forsyth, 407. 
Fortsetzung, stetige, 49; 

ef. analytische —, harmonische - 
Fourier, 629; 

—sche Reihenentwicklung, 489. 
Fresnelsche Integrale, 308. 
Freundlich, 803. 

Fricke, 287, -288, 289, 404, 483, 
484, 743, 784, 798. 
Fundamentalbereich oder -raum, 484; 
Behandlung der einfach periodi- 
schen Funktionen vermége kon- 
former Abbildung ihres —, 487; 
konforme Abbildung des Perioden- 
parallelogramms auf eine zwei- 
blattrige Flaiche, 506; 
eine auf dem -— fufSende Defini- 
tion der periodischen Funktio- 
nen, 517. 
Fundamentalsatz der Analysis situs, 
181; 

— der Algebra, 234, 316, 383, 654. 
Funktion; A) reelle Funktionen; 

Begriff einer —, 1—3, 47, 51; 

—en mehrerer reellen Variabelen, 51; 

implizite —en, 64; 

—systeme, 70, 73; 

Umkehrung eines —systems, 73; 
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mehrdeutige —en, 47, 198; 

B) komplexe Funktionen; 

rationale —en, 227, 344; 

—en einer komplexen GréBe, 228; 

analytische —en, 238, 455; 

hyperbolische —, 272, 416; 

lineare —-, 246 (cf. auch lineare 
Transformationen) ; 

mehrdeutige —en, 374, 416, 423; 

Verhalten einer mehrdeutigen — 
in einem Verzweigungspunkte, 
423; 

—en auf einer gegebenen Rie- 
mannschen Fliiche, 425; 

gerade, ungerade —en, 470, Auf- 


gabe 2; 

—en mit multiplikativer Periode, 
519; 

—en mit vortretendem Faktor, 
521; 


—en mit Periodizititsmodul, 521; 
n-fach periodische —en, 483; 
automorphe —en, 407, 560, 750; 


eindeutige — mit vorgegebenem 
Definitionsbereiche, 577; 
mehrdeutige —- mit vorgegebenem 


Definitionsbereiche, 799; 

zusammengesetzte —, 356; 

C) ef. ferner rationale, analyti- 
sche, algebraische, trigonometriche, 
periodische, doppeltpervodische, 
elementare, evndeutige analytische 
Funktionen, sowie die Haponen- 
tialfunktion und log a, log z. 

Funktionselement, 457, 788; Kap. 14, 


Sie 
Funktionalgleichung, Permanenz einer, 
470; 
analytische Fortsetzung vermiége 
einer —, 473; 


— [(#) + f(y) =f (ry), 596; 


—en fiir die allgemeine Potenz 
einer reellen Zahl, 590, 592; 
ef. auch 271; 

— fiir a® und log a, 595; 

Bestimmung der Funktionen sin x, 
cosx auf Grund ihres Addi- 
tionstheorems, 608; : 

das gleiche fiir e*, 614. 

Funktionensystem, monogenes analy- 

tisches, 461. 


Namen- und Sachregister 


Ge» Js, 534. 
I(z), 309, 473. 
ganze rationale Funktion, 344; 


—- transzendente Funktion, 
mit vorgeschriebenen Wurzeln, 
562, 574. 


7auB, 84, 223, 225, 234, 335, 561, 
617, 627, 650, 651, 654, 687, 
693, 694, 723, 743. 

Gehnetseintetlung der Ebene, Methode 
der konformen Abbildung, Rie- 
mannscher fFlachen vermdge, 
391, 402, 405. 

Gebilde, monogenes analytisches, 457. 
gemevnsamer Teiler, 345. 

Genocchi, 65. 

geographische Karten, 249, 269. 

gerade Funktionen, 470, Aufgabe 2. 

Geraden, die cot —— des dreidimen- 
sionalen Raumes, 374. 

Geschwindigkeitspotential, 637. 

Gesetz, cf. assoziatwes, distributes, 

kommutatives. 
Gibbssche Erschemnung, 110. 

glatt, 159. 

gleichberechtigt, 286. 

gleichmapPige Stetigkeit, 15—18, 231; 

— Konvergenz einer unendlichen 
Reihe, 94, 101; 

— Konvergenz eines unendlichen 
Produktes, 549, 553; 

ein Satz betreffend 
genz, 619; auch 682; 

— Konvergenz harmonischer Funk- 
tionen, 682. 

glewchverzweigt, 425. 

gliedweise Integration einer unendli- 
chen Reihe, 106; 


Konver- 


— Differentiation einer unendli- 
chen Reihe, 110, 321; 
— Differentiation einer unendli- 


chen Reihe harmonischer Funk- 
tionen, 684. 

Gmeiner, 608, 613, 614. 

Godefroy, 602, 608. 

Goldbach, 561. 

Gordan, 442. 

Goursat, 24, 32, 189, 225, 226, 
934, 299, 810, 868, 8738, 445, 
483, 758, 757. 

Grad eines Polynoms, 345, Anm. 

Graustein, 75. 


355; | 
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Granmtation, 639. 
Green, 627, 654, 660, 661, 723. 
Greensche Funktion, 312, 661, 756; 


Darstellung einer harmonischen 
Funktion vermége der —- —, 
663; 


Vertauschbarkeit von Parameter 
und Argument bei der — —, 
666, 680; 

Niveaukurven der — —, 708: 

cf. auch Eaistenzbeweis. 

Greenscher Satz der Integralrechnung, 

139, 627. 

Grenze bei reellen Zahlen, 3; 
eigentliche —, 6; 

— im komplexen Zahlensysteme, 
229, 424; 

obere, untere —, 14; 

cf. auch natiirliche Grenze. 

Grenzfdlle bei den linearen Transfor- 

mationen, 284. 

Grenziibergang, einseitiger, 5; 
zweidimensionaler —, 51; 
doppelter —, 86, 88, 107, 110; 
Entstehung eines Quellpaares (Po- 

les), sowie héherer Motoren, aus 
Punktquellen resp. einfachen 
Motoren durch —, 643, 645; 

ef. auch Grenze. 

Grenzwert, cf. Grenze; 


unendlicher —, 5—6; 
der — e, 27. 
GréBe, komplexe, 213. 
gropter Wert, cf. maximum, sowie 


obere Grenze. 
Gruppe, 259, 343. 


H 


Halbstrahlen, 174. 
Hankel, 94, 127, 459. 
harmonische Funktionen, 624; 
eine Funktion verhalt sich — in 
einem Punkte resp. Bereiche, 
650; 
— im Punkte oo, 678; 
—— Fortsetzung, 693, 699; 
— Fortsetzung iiber eine analyti- 
sche Kurve hinaus, 700; 
— Fortsetzung vermége des Sym- 
metrieprinzips, 701, 707. 
Harnack, 115, 120, 209, 682, 685. 
Héufungsstelle, 35, 339. 
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Hauptteil einer Funktion in einem 
Pole, 337, 341. 

Haupiwert des. Logarithmus, 267. 

hebbare Singulanitét, 10, 325, 674. 

Heine, 16, 108. 

Hermite, 225, 318, 523. 

Herstellung doppeltperiodischer Funk- 
tionen durch unendliche Reihen, 
530. 

Herumintegrieren, Methode des, 349, 
496. 

Hilbert, 158, 724. 

Holzmiiller, 80. 

Huntington, 217. 

Hurwitz, A., 157, 469, 483, 556, 
770. 

hyperanalytisch, 130. 

hyperbolische lineare Transformation, 
276, 278, 279; 

— Funktionen, 272, 416. 

hypoanalytisch, 130. 


I 


ideale Elemente, 338. 
identisch gleich, 345; 
—es Verschwinden einer Funktion, 
345. 
Identitdtssatz, 335, 345, 353. 
cf. auch Hindeutigkeitstheorem. 
Ikosaeder, 404, 407. 
im Endlichen, 35. 
im GroBen, 48, 232; 
ein Satz betreffend die konforme 
Abbildung — —, 397. 
am Kleinen, 48, 232; 
konforme Abbildung durch eine 
analytische Funktion — —, 
Kap. 6, § 8. 
imagindr, 218; 
konjugiert —, 218. 
implizite Funktionen, 64, 421. 
Inhalt von Punktmengen, 208. 
inkompressibele Fliissigkeiten, 635; 
cf. auch stationdre Strémungen. 
Inneres einer geschlossenen Kurve, 
cf. Fundamentalsatz der Analysis 
situs. 
innerer Punkt einer Menge, 161. 
imnere Normale, 187. 
Integral einer analytischen Funktion, 
296, 299, 426; 


das bestirmmte —, 41, 291; 
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das Doppel—, 46; 
das — | Pde + Qdy, 138; 
iteriertes —, 118; 


unbestimmtes —, 302; 
Berechnung reeller —_ bestimmter 
—e, 304; 
Ou ou 
das ~ |B ao ax dy, 314; 


konforme Abbildung vermége —e 
rationaler Funktionen, 408; 
—e von Funktionen auf einer Rie- 
mannschen Fliche, 426; 
— einer doppeltperiodischen Funk- 
tion, 543; 
—darstellung einer harmonischen 
Funktion, 660; 
Poissonsches —, 665; 
cf. bestimmtes Integral, Iurveninte- 
gral, Integralformel, Integralsatz. 
Integralformel, die Cauchysche, 310. 
Integralsatz, der Cauchysche, 298. 
Integration einer unendlichen Reihe, 
cf. ghedweise. 
inverse Funktionen, cf. Umkehrfunk- 


tion. 

TIrrationalzahlen, Nicht-Abzihlbarkeit 
der, 203. 

TIrreduktibilitit einer  algebraischen 


Gleichung resp. einer Riemann- 
schen Fliche, 434. 
irrotationale Stroémung, 637. 
isogonale Verwandtschaft, 
forme Abbildung. 
isolierte singuldre Stellen einer Funk- 

tion, cf. singuldre Stellen; 
— Punktmenge, 35. 
isothermische Kurven, 631. 
isotrope Substanz, 625. 
iteriertes Integral, cf. Integral. 


cf. kon- 


J 
Jacobi, 480, 481, 483; 
Jacobische Determinante, 70, 73. 
Jordan, 42, 74, 157, 165, 172, 806, 
310, 425; 
Jordansche Kurve, 157. 


K 
Karten, geographische, 249, 269. 
Kellogg, 664, 675, 677, 714. 
kinematische Behandlungsweise 
linearen Funktion, 272. 


der 
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Kirchhoff, 683, 640. 

Klein, 276, 284, 287, 288, 289, 
388, 404, 407, 408, 412, 483, 
484, 640, 648, 647, 648, 736, 
743, 750, 798. 

kleinster Wert, cf. minimum, 
untere Grenze. 

Kneser, 351, 705. 

Koebe, 775, 779, 784, 798, 799, 
803. 

der —sche Satz, 775; 

die —sche Konstante, 777. 
kommutatives Gesetz, 214, 216. 
komplexe Zahlen, 213. 


sowie 


konforme Abbildung, 80—85, 245, 
Kap. 14; 
— — einer Kugel auf eine Ebene, 
249; 


— — einer Kugel auf einen Zy- 
linder, 252; 

konforme Abbildung eines Kreissek- 

tors auf einen Halbkreis, 260; 

—  — eines Winkels auf die Halb- 
ebene, 260; 

— — eines Kugelzweiecks auf die 
aufgeschnittene Vollkugel, 261; 
—  — eines Rechtecks auf einen 

Kreis resp. auf einen ‘Torus, 
437; 

- eines 
eck, 440; 

—- — eines 
Kreis, 440; 

— -— eines Periodenstreifens aut 
die volle Ebene, 485; 

— — eines Periodenparallelo- 
gramms auf eine zweiblattrige 
Riemannsche Flache, 506; 

— — der Umgebung eimer analy- 
tischen Kurve auf die Umge- 
bung einer geraden Strecke, 
703; 

— — vermége Integrale rationaler 
Funktionen, 408; 

vermége des 


Torus auf ein Recht- 


Dreiecks auf einen 


266 ; 

— — der Umgebung des Punktes 
co, 842; 

—-— in einem Verzweigungs- 
punkte, 380—382, 423; 

— — in den Verzweigungsschnit- 
ten, 375; 


Logarithmus, 
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konforme Abbildung eines einfach zu- 
sammenhingenden Bereichs auf 
einen Kreis, 716, 736; 
die allgemeinste —- — eines Kreis- 
innern auf sich selbst, 721; 
die allgemeinste —- — eines ein- 
fach zusammenhingenden Be- 
reiches auf sich selbst, 788; 
Behandlung der einfach periodi- 
schen Funktionen vermége — 
—  ihres Fundamentalbereichs, 
487; 
ein Satz betreffend die — —- im 
GroBen, 397. 
kongruent, 484. 
komjugiert, 255, 633, 655; 
— imaginiar, 218. 
Kontinuitatsgleichung, 635. 


Kontinuum, das zweidimensionale, 
161. 
Konvergenz, cf. Grenze; gleichmdpige 


—, cf. gleichmdafig; 
wahrer —kreis, 351; 
—bereich der Reihenentwicklungen 
harmonischer Funktionen, 691. 
Koordinaten, 35. 
Korper, regulire, 404, 407. 
Krdftefeld, 640. 
Kreisbogendreiecke, 734, 740. 
Kreisscharen bei einer 
Transformation, 278. 
Kreissektor, ef. Abbildung. 
Kreisverwandtschaft der Ebene, 255; 
— der Kugel, 256, 289. 
Kriterium fiir gliedweise Integration, 
108; 


linearen 


gliedweise Differentiation, 
Kronecker, 459. 
Kugel, konforme Abbildung einer — 
auf einen Zylinder, 252; 
konforme Transformation einer — 
in sich, 289; 
Rotation der —, 284; 
Zentralprojektion einer — _ auf 
einen Zylinder, 289; 
mehrfach iiberdeckte —, 377 
Kurven, regulire, 55, 158; 


regulire —- der erweiterten Ebene, 
340; 

Jordansche —, 157; 

einfache —, 55, 158; 

geschlossene —, 55; 
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algebraische —, 441, 445; 

analytische —, 703; 

analytische Fortsetzung lings 
einer —, 450; 

harmonische Fortsetzung tiber eine 
analytische —— hinaus, 703; 

ef. auch Kurvenintegrale, Rawm- 
kurven. 

Kurvenintegrale, 132, 137, 140; 
Stetigkeit eines —, 137, 140. 


L 
lacet, 396. 
lacundrer Rawm, 459. 
Lagrange, 24, 239, 624, 627, 688. 
Lange einer Strecke, 173. 


Lagrangesche _Interpolationsformel, 
436; 
Verallgemeinerung der -—- —, 576. 


Lamé, 656, 657. 

Landau, 327. 

Laplacesche Differentialglewchung, 84, 
314, 624, 640, sowie iiberhaupt 
Kap. 18. 

Laurent, 364; 

der Laurentsche Satz, 364; 

die Laurentsche Reihe, 366; 

Analogon derselben in der Poten- 
tialtheorie, 678, 692. 


Legendresche Relation, nw’ — 7’ 
= 2x1, 586, 

Leibniz, 120. 

Leipziger Vorlesung (Klein), 388, 
408, 412. 


limes, cf. Grenze. 
Lindemann, 425, 444. 
lineare Transformationen, 246, 257, 
272, 286, 348; 
— — in kinematischer Behand- 
lungsweise, 272; 
Erzeugung yon — 
formation, 286; 
— — einer Riemannschen Flache, 
410; 
cf. auch Entwicklung einer Funk- 
tion nach fortschreitenden Po- 
tenzen einer linearen Funktion, 
571. 
Liouville, 316, 496, 655. 
log z, 584, 593. 
log z, 241, 266, 301, 412, 616, 617; 
Riemannsche Flache fiir —, 874. 
log sin z, 363. 


— durch Trans- 


| muuimumn, 
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logarithmisches Potential, 630, sowie 
iiberhaupt Kap. 13, 14. 

logarithmisches Residwum, 349. 

Looman, 3871. 

loxodromische lineare Transformation, 
276, 281. 


M 


Mdchtigkeit, 202, 204. 
Magnetismus, 639. 
Massen, anziehende, 223, 639. 
maximum, Begriff des, 14; 
Beispiel einer stetigen Funktion 
ohne -——, 14; 
— einer stetigen Funktion, 14; 
Satz vom ——- und Minimum in der 
Potentialtheorie, 652. 
mehrdeutige Funktionen, cf. Funktio- 


nen. 

mehrdimensionaler Raum, 35, 58. 

mehrfach  iiberdeckte Kugelfliche, 
877. 


—e Punkte algebraischer Kurven, 
442; 
— zusammenhingende Bereiche, cf. 
Berewch. 
Menge, 33; 
—lehre, Kap. 5; 
ef. abzdhlbar. 

Méray, 347, 456. 

Mercator, 249, 251. 

Merkmale einer rationalen Funktion, 
347; 

— einer 
431. 

merkwiirdiger Punkt, 380. 

Methode der Winschachtelung der In- 
tervalle und Bereiche, cf. Hin- 
schachtelung der Intervalle wnd 
Bereiche; 

~— des Herumintegrierens, 349, 496. 

Meyer, 624. 

Beispiel einer 
Funktion ohne —, 14; 

~—— einer stetigen Funktion, 14; 
Satz vom Maximum und — in der 
Potentialtheorie, 652. 

Mittag-Leffler, 565, 569, 575. 

Mittelwertsatz in der Integralrech- 
nung, 44; 

— in der Differentialrechnung, 23, 
59; 


algebraischen Funktion, 


stetigen 
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der WeierstraBsche und der Dar- 


bouxsche -—— fiir komplexe In- 
tegrale, 224, 225; 
Analogon des — in der Funktio- 


nentheorie, 332; dasselbe in der 
Potentialtheorie, 696; 
—- In der Potentialtheorie, 651. 


Modell einer Riemannschen Flache, | 


393. 
Modul einer komplexen Zahl, 218. 
Modulfigur, 741, 742. 
Moebius, 255. 
Moivrescher Satz, 220. 
Molk, 1, 5, 9, 546. 
monogone analytische Funktion, 455; 
— analytisches Gebilde, 457; 
—— analytisches Funktionensystem, 
461; 
Beispiele spezieller — 
Funktionen, 464; 
--- harmonische Funktionen, 693. 
monoton, 24. 
Moore, EK. H., 158, 368. 
Morera, 148, 312, 317, 714. 
Multuplikation, 215. 
muliiplikative Perioden, 519. 
Murphy, 724. 


analytischer 


N 

n-dimensionaler Raum, 35. 

n-fach pervodische Funktionen, 483. 

Nachbarschaft, cf. Umgebung. 

Nahe, cf. Umgebung. 

natiirliche Grenze, 458, 469. 706. 

Neumann, 343, 387, 445, 483, 630, 
652, 654, 724, 758, 755, 767. 

Newton, 425, 444, 606; 

Newtonsches Potential, 630. 

nicht-abzdhlbar, 203. 

nicht-analytische Funktionen, 
124, 

nicht-aufgeléste Funktionen, 64, 421. 

Nicht-EHuklhidische Bewegungen des 
Raumes, 289. 

nimmt einen Wert /c-mal an, 336; 
einen Wert im Hndpunkte 
eines Periodenstreifens an, 486. 

Nweaukurven, 631, 694, 708; 

— der Greenschen Funktion, 708. 
Normale, innere, 187. 
normaler Bereich, 144, 191, 763. 


reelle, 


Nullpunkte einer Funktion, ef. Wur- | 


zeln. 


| periodische Funktionen, Kap. 
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0 
obere Grenze, 14, 36; 
cf. auch maximum. 
Ohm, 633. 
Oktaeder, 404. 
Ordnung eines Punktes, 175; 
— einer Wurzel, 336, 341; 
-— eines Poles, 337, 341; 
~~ einer doppeltperiodischen Funk- 
tion, 502; 
—— cines 
379, 381; 
—~ einer Wurzel resp. eines Poles 
in einem Verzweigungspunkte, 
424, 426; 
— eines Poles im Endpunkte eines 
Periodenstreifens, 486. 
Osgood, 75, 114, 189, 158, 210, 
372, 558, 606, 624, 634, 736. 
Ostwald, 9, 234. 


Verzweigungspunktes, 


P 
y(Z), 533. 
Painlevé, 57, 454. 


parabolische lineare ‘Transformation, 
276, 282. 

Parallelwerschiebung der Ebene, 258, 
273, 282. 

Parameter, Abhangigkeit eines be- 
stimmten Integrals von einem 


oder mehreren, 114—124; 
—darstellung in einem Verzwei- 
gungspunkte, 428. 
parfait, 165, Anm. 


Partialbruchzerlegung der rationalen 
Funktionen, 346; 

— einer periodischen Funktion, 
524; 

— von cotangz, cosecz, usw., 
527, 530; 


-. der doppeltperiodischen Funk- 
tionen, 537; 


—  allgemeiner Funktionen (Mit- 
tag-Lefflerscher Satz), Kap. 11, 
Seals 


Peano, 65, 158, 204. 
Peirce, 270, 363, 640. 
Perkins, 22, 669. 
perfekt, 35. 

Definition einer — —, 479, = 
einfach - , 481; 
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Behandlung der einfach — — 
vermége konformer Abbildung 
ihres Fundamentalbereichs, 487; 

direkte Behandlung der einfach 
— —, 493; 

Reihenentwicklungen fiir — —, 
488, 495; 

mit den — -— verwandte Funk- 
tionen, 519; 

n-fach — —-, 483; 


— Transformation, 290; 
ef. auch doppeltperiodische Funk- 
tionen. 
Periode, 264, 290, 479; 
—n von snu, 477; 
Definition einer —, 479; 
primitive —, 481; 
primitives —paar, 481; 
—streifen, 484; 
multiplikative —, 519; 
konforme Abbildung des —strei- 
fens auf die volle Ebene, 485; 
Sonderstellung der Endpunkte 
eines —streifens, 486. 
Periodenparallelogramm, 481; 
konforme Abbildung des —- auf 
eine zweiblittrige Riemannsche 
Flache, 506; 
cf. auch F'undamentalbereich. 
Periodizitétsmoduln, 153. 


Verhiltnis der — eines ellipti- 
schen Integrals erster Gattung, 
295: 


Funktionen mit —, 521. 


Permanenz einer Funktionalgleichung, 
470. 
Phragmén, 516. 


physikalische Hypothese bzgl. Wir- 
mestr6mungen, 626, 629. 
Picard, 308, 329, 351, 445, 569, 


678, 720, 798; 
der Picardsche Satz, 744. 
Pincherle, 34, 35, 612. 
Poggendorff, 640. 
Poincaré, 464, 556, 750. 
Poisson, 664, 665, 687; 
—sches Integral, 665. 
Pol, 324, 335, 340, 424, 486, 643. 
Anzahl der — in einem gegebenen 
Bereiche, 350; 
— in einem Verzweigungspunkte, 
424; 
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Pol im Endpunkte eines Perioden- 
streifens, 486; 

Entstehung eines — durch Zusam- 
menriicken zweier Punktquellen, 
643 ; 

Entstehung von -—en  hoherer 
Ordnung durch Zusammen- 
riicken einfacher Pole, 6438; 

cf. auch Quellpaar. 

Polynom, 344. 
positiver Sinn, 137, 187; 

— Tangente, 137, 187. 

Potential, logarithmisches, 630, sowie 
iiberhaupt Kap. 13, 14; 
Newtonsches —, 630; 
— der Massen, 639. 
Potenz einer komplexen Zahl, 220; 
gebrochene und _ irrationale -—— 
einer reellen Zahl, 590; 
cf. auch allgemeine Potenz. 
Potenzrethen, 102, 351. 
prumitive Perioden, 481; 
— Periodenpaar, 481. 
Pringsheim, 1, 5, 9, 143, 354, 528, 
546, 561. 
Prinzip der Erhaltung der formalen 
Gesetze, 590; 

— der Verdichtung der Singulari- 
titen, 94, 127. 

Produkt, cf. unendliche Produkte; 

—satz, 358. 

Projektion, stereographische, 249. 

Ptolemius, 249. 

Puiseux, 388, 425, 451. 

Punkt eines mn-dimensionalen Rau- 
mes, 35; 

isolierter —, 35; 

der — co, 339; 

—menge, 33; 

zusammenhingende —menge, 162; 

Inhalt einer —menge, 208; 

—quelle, 641; 

cf. auch Umgebung, konforme Ab- 
bildung, Entwicklung. 


Q 


Quadrat, Abbildung eines 
eine Strecke, 158, 205. 
Quelle, 641; 
—paar, 645. 
Querschmitt, 151, 183. 
Quotientensatz, 359. 


auf 
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R 


Rand eines Kontinuums, 164; 
—stiick, 184; 


—punkte eines Kontinuums, wel- | 
che nicht auf stetigem Wege zu | 


erreichen sind, 164; 
ef. auch Randwert. 
Randwert, 56; 231; 650; 
—aufgabe der Potentialtheorie, 
722: 


Lésung der —aufgabe fiir einen | 


analytischen Rand, 734. 


vationale Yahlen, Abzihlbarkeit der- | 


selben, 201; 
— Punkt, 202; 
— Funktionen, 227, 344; 


konforme Abbildung vermége der — 


Integrale —- Funktionen, 408; 

Merkmale — Funktionen, 347. 
Raumkurven, 445. 
Rausenberger, 521. 
Rechteck, Abbildung eines 

einen Kreis, Torus, 437. 
reelle Zahlen, Nicht-Abzahlbarkeit 
derselben, 201; 

das System der —n —, 216. 
reguldre Kurven, Bereiche, cf. Kur- 

ven, Bereiche; 

—- Kérper, 404, 407. 
Reihenentuwicklungen, cf. Entwicklung. 
Rethensatz, ein allgemeiner, 697. 
Residuum, 348, 426; 

logarithmisches —, 349; 

— in einem Verzweigungspunkte, 

426; 
Verschwinden des in einem 
Verzweigungspunkte, 427. 
Restghed der Cauchy-Taylorschen 
Reihe, 355. 
rezvproke Radien, 252. 


aut 


Riemann, 10, 42, 240, 325, 327, 
330, 385, 377, 425, 481, 436, 
450, 455, 459, 650, 651, 652, 
660, 687, 698, 694, 700, 711, 
iLO moo OOF 

Riemannscher Satz in der Funk- 
tionentheorie, 325; 

—scher Satz in der Potential- | 
theorie, 674; 

cf. Imemannsche Fldche. 

tiemannsche Fliche, 374, sowie 


iiberhaupt Kap. 8; 
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| Riemannsche Fliche auf der Kugel, 


Bhs 

— — fiir w=logz, 374, 412; 

— — fir w= 2, 378; 

— — fir eine gebrochene Potenz 
einer rationalen Funktion, 384; 


— — fiir die Funktion w, wo 
uw? —3w = z, 388; 
— — fiir die Funktion w, wo 
w*—4w= 2, 401; 
—--—- fir die sechs Doppelver- 
haltnisse, 404; 
— fir die Funktion w= 
408; 


2az 
J &—1’ 
0 


— fiir arc tan z, 412; 
— —- fiir arcsinz, are cos 2z, 414; 


-— — fiir die Umkehrung einer 
allgemeinen rationalen Funktion 
418; 

— — fiir eine allgemeine alge- 


braische Funktion, 420; 
— — fiir Raumkurven, 445; 
Arithmetisierung einer —- —, 447; 
lineare Transformation einer —- —, 
410; 
— — einer 
791. 
Rollescher Satz, 23, 223. 
Rotation der Kugel, 284; cf. 
Drehung. 


beliebigen Funktion, 


auch 


| Rotor, 219. 


Riickkehrschmitt, 183. 
Runge, 578. 
'§ 
o(z), 539; 
Bereich o, 144, 191, 763. 
Schepp, 65. 


| Schilling, 645. 
| Schleifen, 395, 403. 
| Schlémilch, 3638, 476. 


Schnittpunkte, Anzahl der — zweier 
Kurven, 445. 
Schoenflies, 157, 171, 206. 


| Schwankung, 14. 


Schwarz, 407, 487, 458, 516, 556, 
668, 700; 724, 798. 

sec z, 530. 

Seidl, 96. 

Sektor, cf. Abbildung. 

Serret, 23, 62. 
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Sigmafunktion, 539. 
Simon, 561. 
sin 2, Definition von —— auf Grund der | 


2 
Differentialgleichung ae + y= 0, 


606. 
sin z, 265, 415; 
unendliches Produkt fiir - 
622. | 
singuldre Stellen einer reellen Funk- | 

tion, 9—18; 

— einer komplexen Funktion, 

324, 458; 

Linien, 330; 

auch Pol, hebbare Singula- | 
ritdt, wesentliche singuldre Stelle, 

Verzweigungspunkt , natiirliche 
Grenze. | 

Singularitdten, Prinzip der Verdich- | 
tung der, 94, 127. | 

Sinn, positiver, negativer, 157; 

Integration in positivem —, 
187. 

Spezies, vier, 214. 

Spregelpunkt, 255. 

Spiegelung am Kreise, 253; 

harmonische Fortsetzung vermoge 
am Kreise, 707. 

Spitzen und Ecken am Rande beim 
konformen Abbildungsproblem, | 
19. . 

snu, 474, 503. 

Sonderstellung der Endpunkte eines | 
Periodenstreifens, 486. | 

Stackel, 240. 

stationdre Strémwngen von Warme, 
Elektrizitat, inkompressibelen 
Flissigkeiten, Kap. 138, §§ 1, 2; 
der zweidimensionale Fall, 630, | 
636. | 

statische Eleltrizitdt, 639. 

Staupunkte, 646. 

stereographische Projektion, 249. 

Stetigkeit, Definition der, 9, 56, 231; 

—satze 13—18, 38; 

gleichmaBige —-, 15; 
einer Funktion mehrerer reellen 
Verinderlichen, 56; 

Kriterium fiir die — 
lichen Reihe, 96, 320; 
einer durch ein bestimmtes In- 
tegral dargestellten Funktion, 
114, 296; 


, 554, | 


cf. 


137, 


eimer unend- | 


Sachregister 


Kriterium fiir dieselbe, 115; 
—— und Differentiierbarkeit eines 
Kurvenintegrals, 137; 
~~ einer komplexen Funktion, 229; 
—- am Rande eines Bereiches, 57, 
281, 650; 
~~ in einem Verzweigungspunkte, 
424, 
Stokes, 88, 95. 
Stolz, 9, 24, 189, 310, 608, 618, 
614. 
Strecke, 172; 

Abbildung einer -— 
Quadrat, 158, 205. 
Strémung der Punkte der Ebene, 

Kap. 6, $$ 16, 17; 
linien, 631, 633; 
~- von Wirme, Elektrizitit, Fliis- 
sigkeiten, Kap. 18, §§ 1, 2; 
irratationale —, 637; 
Beispiele von —en, 640; 
cf. auch stationdre Strémungen. 
Study, 225. 
Subtraktion, 215. 
Symmetrieprinzip, harmonische Fort- 
setzung vermége des, 701, 707. 
symmetrisch in bezug auf eine 
Kurve, 706. 


Tait, 624. 
tan x, 529, 612. 
tan z, 266, 360, 529, 612. 
Tangente, positive, 137, 187. 
Tannery J., 546, 608, 614. 
Taylor, 354; 
—scher Lehrsatz mit Restglied fiir 
reelle Funktionen, 24; 
Cauchy-Taylorsche Reihe, 354. 
Teilung der elliptischen Funktionen, 
510, Aufgabe 1; 512. 
Tensor, 219. 
Thetareihe, Poincarésche, 556. 
Thomson, 624, 728; 
das Thomson-Dirichletsche 
zip, 722. 
Torus, konforme Abbildung eines — 
auf ein Rechteck, 440. 
Transformation durch reziproke Ra- 
dien, 252; 
lineare -—, cf. lineare Transforma- 
tion; 
der Kugel, 256, 289; 


Prin- 


Namen- und Sachregister 


periodische Transformation, 290; 
ProzeB der —, 286. 
trigonometrische Funktionen, cf. sin z, 
sin 2, COSZ, COS Z, usW., sowie 
Kap. 12, §§ 5—10. 


U 


Uberlagerung von Strémungen, 648. 
Uberlagerungsfliche, 750. 
Ufer eines Querschnittes, 152. 
Umgebung, 34; 
— des Punktes co, 339; 
konforme Abbildung letzterer, 341. 
Umhiillungskurve, 470. 
Umkehrfunktion, 25, Aufgabe 6; 243; 
— einer allgemeinen  rationalen 
Funktion, 418; 
cf. auch Umkehrung eines Funk- 
tionensystems. 
Umkehrung eines Funktionensystems, 
fee 
unbestummtes Integral, 302; 
—- — einer periodischen Funktion, 
518, 543. 
unendlich, 5, 6, 52; 
— Reihen, cf. Konwvergenz, gleich- 
mapig, ghedweise; 
eine Funktion wird —, 280; cf. 
Pol; 
der Punkt co, 339; 
— ferner Bereich der Ebene, 339; 
— ferne Punkte eines Perioden- 
streifens, 486; 
— verzéogerte Konvergenz, 96; 
das eigentliche —, 6, Anm.; 
cf. auch unendliche Produkte. 
umnendliche Produkte, 544; 


absolut konvergente — —-, 549; 

gleichmiBig konvergente — —, 
549, 553; 

Kriterium fiir die gleichmiSige 
Konvergenz eines — —, 553; 


— — fiir sinz, o(2) usw., 554, 
622. 
Unendliche, das eigentliche, 6, Anm. 
unerreichbare Randpunkte, 164. 
ungleichmapige Konvergenz, an Bei- 
spielen erliutert, 100, 104; Kap. 
Bh Pe Oe a 
— einer Potenzreihe, 103; 
cf. auch gleichmdpige Konvergenz. 
Ungleichungen fiir komplexe Zahlen, 
221. 
Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 


817 
Uniformisierung analytischer Funk- 
tionen, Kap. 14. 
unstetig, Beispiele —er Funktionen, 
9—13; 
— Lésungen der Funktionalglei- 
chung f(x) f(y) = f(x + y), 598; 
ef. auch singuldre Stellen. 
Unstetigkert, cf. singuldre Stellen. 
untere Grenze, 14, 36; 
cf. auch minimum. 


WY 


Van Vleck, 312, 612. 

Veblen, 50, 172, 757. 

Vektor, 2138. 

Verdichtung der Singularitdten, Prin- 
zip der, 94, 127. 

Verhalten einer Funktion im Punkte 
oo, 340; 

— einer mehrdeutigen Funktion in 
einem Verzweigungspunkte, 423. 

Verkniipfung, 213. 

Vertauschbarkeit von Parameter und 
Argument bei der Greenschen 
Funktion, 666, 680. 

Verwandtschaft, isogonale, 249. 

Verzweigungspunkt, 377, 379; 

— unendlich hoher Ordnung, 377; 

— endlicher Ordnung, 379; 

Verhalten einer mehrdeutigen 
Funktion in einem —, 423; 

Parameterdarstellung in einem —, 
428; 

Abbildung in einem —, 430; 

Analogon eines — im Falle einer 
algebraischen Kurve, 442. 

Verzweigungsschnitt, 377. 

vierdimensionaler Raum, 374. 

Vieta, 546. 

vollstindiges Differential, 141, Anm. 

VoB, 120, 249. 


Ww 

wahrer Konvergenzkreis, 352. 

Wallis, 5, 555. 

Warmestrémung, das allgemeine Pro- 
blem der, 624; 

ef. auch stationdre Strémungen. 

Weber, 446, 512, 523, 556. 

WeierstraB, 2, 14, 16, 21, 34, 35, 
96, 100, 104, 108, 124, 218, 224, 
236, 319, 324, 327, 355, 361, 

52 


818 


364, 
455, 
481, 
546, 
724; 
—sches Kriterium fiir gleichmifige 
Konvergenz, 101; 
—scher Mittelwertsatz 
grale, 224; 
—scher Reihensatz, 319, 361. 
Wendepunkt, 442. 
Wert einer Funktion im Punkte oo, 
340. 
wesentliche singuldre Stelle, 327, 341; 
- zweiter Art, 327; 
-in einem Verzweigungs- 
punkte, 424; 
- —— im Endpunkte eines Pe- 
riodenstreifens, 487. 
Wessel, 225. 
Wiener, C., 21. 
Wilson, 598, 614. 
Windungspunkt, cf. 
punkt. 
Winkel, 173; 
—treu, cf. isogonale Verwandtschaft, 
konforme Abbildung; 
Definition des Maes eines 
konforme Abbildung eines 
die Halbebene, 260; 
Wirbelpunkte, 642. 
Wronski, 606. 
Wurzeln einer komplexen Zahl, 220; 
— einer Funktion resp. Gleichung, 
335; 
Anzahl der —— in einem gegebenen 
Bereiche, 350; 
die g-te — einer reellen Zahl, 588; 


372, 480, 434, 435, 
456, 457, 458, 460, 
515, 516, 533, 534, 
550, 561, 565, 569, 


450, 
476, 
539, 
577, 


fiir Inte- 


V erzweigungs- 


- auf 


, 607; | 


— m-ter Ordnung in einem Ver- | 


zweigungspunkte, 424; 
Anzahl der 
770. 


— der Grenzfunktion, | 


Namen- und Sachregister 


XxX 
a”, 594. 
Z 
2g™, 259, 378. 
f(z), 535; 
Additionstheorem fiir —, 538. 
Zahlen, cf. rationale,  algebraische, 


komplexe Zahlen, Irrationalzahlen; 


die Zahl co, cf. das eigenthche 
Unendliche. 
Zentralprojektion einer Kugel auf 


einen Zylinder, 289. 

Zerlegung eines Bereiches in 'Teilbe- 
reiche von normalem _ 'l'ypus, 
Kap. 5, § 95 

—- eines Polynoms in Primfakto- 
ren, 345. 

Zerlegung einer ganzen Funktion in 
Primfaktoren, Kap. 11, § 10. 
zusammengesetzte Funktionen, Reihen- 

entwicklung derselben, 356. 

zusammenhdngend, 162. 

Zusammenriicken von Polen, 
punkten, 643—647. 

Zusammenstellung eines einfach szu- 
sammenhangenden Bereichs aus 
Teilbereichen von normalem 'T'y- 


Stau- 


pus, 196. 
Zweig einer Funktion, 457; cf. auch 
Beale 
—— einer algebraischen Kurve, 443, 
444; 


Entwicklung eines -~- einer Funk- 
tion nach rationalen Funktionen 
bzw. Polynomen, 578; 

Zylinder, konforme Abbildung eines 
— auf eine Kugel, 252; 
Abbildung eines -- auf eine Ku- 

gel durch Zentralprojektion, und 
eine starre Bewegung des erste- 
ren, 289. 


Von Osgood, Lehrbuch der Funktionentheorie erscheint ferner: 


II. Band. 1. Liefg. 2. Aufl. Mit zahlr. Fig. [U. 2. Pr. 1928] 
2. Liefg. [In Vorb. 1928] 


Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prot,a.d.Univ. Berlin. Mit 34 Fig. 
im Text. [[Vu.118 S.] 8. 1922. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 14.) Kart. 2M 3.20 


In gedraugter, aber klarer Sprache, mit schénen Figuren und guten Beispielen durch- 
setzt, wird eine Hinfiihrung in die Theorie der Funktionenlehre gegeben, die, mit den 
komplexen Zahlen beginnend, in streng logischer Kette zur konformen Transformation fiihrt. 
Wie immer, wenn man des Verfassers Arbeiten liest, bietet die Lektiire einen Genub, 
denn sie gibt Eigenes, Persénliches.“ (Unterrichtsbl. f. Mathem. u. Naturwissensch.) 


Lehrbuch der Funktionentheorie. Von Dr. L. Bieberbach, Prof. a. d. 
Univ. Berlin. 
I. Band: Die Elemente der Funktionentheorie. 2., verb. Aufl. Mit 80 Fig. 
im Text. [VI u. 314 S.] gr. 8. 1923. Geh. ZAM 12.—, geb. BM 15.— 
II. Band: Moderne Funktionentheorie, Mit 44 Fig.im Text. [VII u. 366 S.] 
gr. 8. 1927. Geb. ZA 20.— 


Der erste Band gibt unter Verschmelzung Riemannschen und Weierstrafischen Geistes 
eine ecinheitliche Darstellung der Elemente der allgemeinen und der spezicllen Funktionen- 
theorie, Er umfaft somit einmal alle die Begriffsbildungen und Methoden, welche die 
moderne Funktionentheorie beherrschen, und reicht andererseits von den rationalen Funk- 
tionen iiber die periodischen Funktionen bis zu den doppelperiodischen und den ellip- 
tischen Integralen, 

Der zweite Band stellt in acht Abschnitten dasjenige dar, was in der Theorie der 
Funktionen einer komplexen Verinderlichen durch die Arbeit der letzten Jahrzehnte an 
bleibenden Ergebnissen und Methoden gewonnen worden ist. Er bevorzugt dabei die 
Dinge, iiber die es zasammenhangende Darstellungen noch nicht gibt. So handeln einzelne 
Abschnitte vom Picardschen Satz, von der Theorie der ganzen Funktionen, von der 
analytischen Fortsetzung, der konformen Abbildung und der Uniformisierung. 


Die komplexen Verdnderlichen und ihre Funktionen. Fortsetzung der 
Grundziige der Differential- u. Integralrechnung, zugleich eine Einfiihrung in 
die Funktionentheorie. Von Dr. G. Kowalewski, Prof. a. d.techn. Hochsch. 
Dresden. 2. Aufl. Mit 124 Fig. [IV u. 455 S.] gr.8. 1923. Geh. 4.4 15.-, 
geb. LA 17.60 


Ein ganz vorziigliches Werk, das sich in gleicher Weise durch den dargebotenen 
Stoff wie durch seinen angenehmen leichtfliissigen Stil auszeichnet. Kowalewski ist ein 
Meister in der Form und erreicht héchste Eleganz und zugleich Exaktheit in seinen 
Beweisen,“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 


Vorlesungen liber Zahlen- und Funktionenlehre. Von Geh. Hofrat 
Dr. A. Pringsheim, Prof. a. d. Univ. Miinchen. (Teubn. Lehrbiicher der 
math. Wissensch. Bd. XL, 11-3, u. XL, II, 1.) 

I. Band. 1. Abt.: Reelle Zahlen und Zahlenfolgen. 2. Aufl. [XI] u.292S.] 
gr. 8. 1923. Geh. #M 13.—, geb. LM 15.— 
2. Abt.: Unendliche Reihen mit reellen Gliedern. 2. Aufl. [VIII u. 
S. 293—514.] gr.8. 1923. Geh. 24 9.—, geb. AM 11.— 
3. Abt.: Komplexe Zahlen, Reihen mit komplexen Gliedern, 
unendliche Produkte und Kettenbriiche. [IX u. 461 S.] gr. 8. 
1921. Geh. 2A 21.—, geb. LH 23.60 
II. Band. 1. Abt.: Grundlagen der Theorie der analytischen Funktionen 
einer komplexen Veranderlichen. Mit 25 Fig. im Text. [XVu. 
624S.] gr.8. 1925. Geh. 2H 27.—, geb. AM 30.— 

» Wie es bei einem hierin so hervorragenden Verfasser nicht anders zu erwarten war, 
ist das Buch vorbildlich durch seine Reinheit und Exaktheit im ganzen Aufbau und Ausbau, 
Dabei ist es — wie dies bei so heiklen Dingen leicht méglich ware — nirgends schwierig 
oder ermiidend; es iiest sich leicht und angenehm. f . 

Der groBziigigen Anlage des Werkes entsprechend, wird der Stoff bis ins Kleinste 
ausfiihrlich und oft von verschiedenen Seiten her dargestellt, doch ohne jemals breit zu 
sein, Ich kenne keine Darstellung dieses Stoffgebietes, die sich an Klarheit und Griind- 


lichkeit mit der vorliegenden messen kénnte. Das Buch wird viel gelesen werden und 
groBen Nutzen stiften.“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 


Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 


Osgood, Funktionentheorie. I. 5. Aufl. 


Konforme Abbildung. Von weil. Oberl. Z. Lewev/, Berlin. Mit 4o Fig. 
[VI u.118 S.] 8. 1912. (Samml. math.-physik. Lehrb. Bd. 14.) Kart. 2.4 3.80 


Der Techniker wird aus dem Biichlein reiche Anregung empfangen, durch eine Fiille 
interessanter und lehrreicher Beispiele wird er verh&ltnismiBig schnell bis zu dem allge- 
meinen Abbildungssatze gefiihrt.“ (Archiv der Mathematik und Physik.) 


Konforme Abbildungen. Von Studienrat £. Wicke, Berlin. Mit 38 Fig. 
im Text. [59 S.] kl.8. 1927. (Math.- Phys. Bibl. Bd. 73.) Kart. 24 1.20 


Die Idee der Riemannschen Flache. Von Dr. A. Wey/, Prof. a. d. 
Eidgen. Techn. Hochschule in Ziirich. 2., verb. Aufl. Mit 28 Fig. im Text. 
[VII u. 183 S.] gr.8. 1923. (Math. Vorles, a. d. Univ. Gottingen Bd. 5.) 
Geb. RA 8.— 


Der erste Teil enthiilt eine Topologie der Riemannschen Flichen, der zweite einen 
Abri8 der Theorie der Funktionen auf Riemannschen Flichen. Den AbschluB bildet das 
prinzipiell Wichtigste aus der Uniformisierungstheorie (Theorie der automorphen Funktionen) ; 
sie liefert diejenigen Gebilde (Nicht-Euklidische Bewegungsgruppen), in denen die Idee 
der Riemannschen Fliche ihre reinste, von allen Zufalligkeiten befreite Verkérperung findet. 


Die elliptischen Funktionen und ihre Anwendungen. Von Geh. 
Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 
I. Teil: Die funktionentheoretischen und analytischen Grundlagen. Mit 
83 Fig. [X u.500S.] gr.8. 1916. Geb. AM 16.— 
Il. Teil: Die algebraischen Ausfiihrungen. Mit 4o Fig. [VIII u.546S.] gr.8. 
1922. Geh. 2M 15.—, geb. LA 18.— 
III. Teil: [In Vorb. 1928} 


Vorlesungen tuber elliptische Funktionen. Von B. Riemann. Mit 
Zusatzen herausg. von Dr. H. Stahl, weil. Prof. a. d. Univ. Tiibingen. 
Mit 20 Fig. [VIII u.1445S.] gr.8. 1899. Geh. 2M 5.60 


Vorlesungen Uber die singularen Moduln und die komplexe Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen. Von Dr. 2. Fueter, Prof. a. d. 
Univ, Ziirich. (Teubn. Lehrbiicher der math. Wissensch. Bd. XLI, 1 u.2.) 

I. Teil. Mit 16 Fig. im Text. [VII u. 142 S.] g.8. 1924. Geh. 2M 7.—, 
geb. 2M 8.40 

Il. Teil. Mit 4 Fig.im Text. [VI u. 217 S.] gr. 8. 1927. Geh. ZA 10.—, 
geb. 2M 11.60 


Vorlesungen tiber die Theorie der automorphen Funktionen. 
Von Geh. Hofrat Dr. R. Fricke, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braun- 
schweig, und Geh. Reg.-Rat Dr, /, K/ein, weil. Prof. a. d. Univ. Gottingen, 

I, Band: Die gruppentheoretischen Grundlagen. 2. Aufl. Mit 192 Fig. 
[XVI u. 634S.] gr. 8. 1926. Geh. 24 26.—. 

Il. Band: Die funktionentheoretischen Ausfiihrungen und die Anwen- 
dungen. 2.Aufl. Mit 114Fig. [X1Vu.6685S.] gr.8. 1926. Geh. 2M 28.— 


Vorlesungen tber algebraische Geometrie. Geometrie auf einer 
Kurve. Riemannsche Flachen. Abelsche Integrale. Von Dr. F. Severi, 
Prof. a.d. Univ. Rom. Berechtigte deutsche Ubersetzung von Ministerial- 
rat Prof. Dr. Z. Lofier, Stuttgart. [XVI u. 408 S.] gr.8. 1921. Geh. AM 12.-, 
geb. 2M 14.60 


Funktionentafeln mit Formeln und Kurven. Von Geh. Bergrat Dr. 
E. Jahnke, weil. Prof. an der Techn. Hochsch. Berlin, und Dr. /. Emde, 
Prof. an der Techn. Hochsch. in Stuttgart. 2., unverand. Nachdr. d.1.Aufl. 
Mit 53 Fig. [XI] u. 1765S] gr. 8. (1909) 1928. (Samml. math.-phys. 
Lehrb. Bd. 5.) Geb. 2H 8.— 


Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 


Pascals Repertorium der héheren Mathematik. 2., véllig umgearb. 
Aufl, der deutschen Ausgabe. Unter Mitwirkung zahlreicher Mathematiker 
herausg. von Dr. &. Salkowski, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Berlin, 
u. Dr. H. £. Timerding, Prof. a. d. Techn. Hochschule in Braunschweig. 

I. Band: Analysis. Herausg. von £, Salkowski. 
1. Teilband: Algebra, Differential- und Integralrechnung. [XV u.527S.] 
gr. 8. 1910. Geb. ZA 18.— ; 
2. Teilband: Differentialgleichungen, Funktionentheorie. Mit 26 Fig. 
im Text. [XII u. S. 529—1023.] gr. 8. 1927. Geb. BM 18.— 
ay, Teilband: Reelle Funktionen, Neuere Entwicklungen, Zahlentheorie. 
Mit Fig. gr. 8. 1928. Geb. AM 22.— 
II. Band: Geometrie. Herausg. von H. £. Timerding. 
1. Teilband: Grundlagen und ebene Geometrie, Mit 54 Fig. [XVIII 
u. 534 S.] gr. 8. 1910. Geb. BM 18.— 
2. Teilband: Raumgeometrie. Mit 12 Fig. im Text. [XII u. 628 S.] 
gr. 8. 1922. Geh. 2M 17.—, geb. LM 20.— 


; »Das Repertorium bietet jedem Mathematiker die héchst willkommene Gelegenheit, 
sich auf einem ihm ferner liegenden Gebiete schnell orientieren zu kénnen.“ 
(Jahresbericht der deutschen Mathematiker-Vereinigung.) 


Vorlesungen tiber Algebra. Unter Benutzung der dritten Auflage des 
gleichnamigen Werkes von + Dr. G. Bauer. In 4., verm. Aufl. dargest. von 
Dr. L. Bieberbach, Prof.a.d. Univ. Berlin. Mit 16 Fig.im Text u. auf 1 Taf. 
[X u. 334 S.] gr. 8. 1928. Geb. ZUM 20.— 


Hohere Algebra. Deutsche Bearbeitung des Werkes: Dickson, Modern alge- 
braic theories. Von Studienassessor £. Bodewig, Mors (Rhld.). [U.d.Pr.1928] 


Praktische Infinitesimalrechnung. Von Prof. Dr. / F. P. Bisacre, 
Ascania Helensburgh. Deutsch von Dr. £. T7yeffiz, Prof. a.d. Techn. Hoch- 
schule in Dresden, und Dr. phil. 2. Konig, Elberfeld. [U. d. Pr. 1928] 


Integralgleichungen unter besonderer Berticksichtigung der An- 
wendungen. Von Dr. G. Wiarda, Prof.a.d. Techn. Hochschulei. Dresden. 
(Samml. math,-phys. Lehrb, Bd. 26.) [In Vorb. 1928] 


Dimensionstheorie. Von Dr. A. Menger, Prof. a. d. Univ, Wien. [IV u. 
319 S.] gr. 8. 1928. Geh. 2M 22.-, geb. RM 24.— 


Die von Menger und Urysohn begriindete Dimensions- und Kurventheorie findet 
in dem Werk eine systematische Darstellung. In einem einfiihrenden Kapitel werden die 
wichtigsten elementaren Satze der Punktmengenlehre entwickelt, so daB die Lektiire des 
Buches keine speziellen Vorkenntnisse voraussetzt. Nach einer Darstellung der Geschichte 
des alten Dimensionsproblems, dessen besondere Wichtigkeit immer wieder von hervor- 
ragenden Mathematikern und Philosophen betont wurde, werden die Hauptergebnisse der 
neuen Theorie nach den Methoden von Menger und von Hurewicz bewiesen. LEin- 
gehende Schilderung finden die Ausblicke, welche die neue Theorie auf die gesamte 
Lehre vom Raum eréffnet. 

Partial differential equations of mathematical physics. By + Arthur 
Gordon Webster, A.B.(Harv.), Ph.D.(Berol.), Professor of Physics, Director 
of the Physical Laboratory, Clark University, Worcester, Mass. Ed. by 
Samuel J. Plimpton, Ph. D. (Yale.) Assistent Prof. of Physics, Polytechnic 
Institute, Worcester, Mass. Mit Fig. [VU u.440S.] gr. 8. 1927. (Teubn. 
Lehrbiicher d. math. Wiss. Bd. XLII.) Geh. AM 23.—, geb. AM 25.— 


Partielle Differentialgleichungen. Deutsche Ausgabe von Webster, 
Partial Differential Equations. Hrsg. von Dr. G. Szegd, Prof. a. d. Univ. 
K6nigsberg/Pr. (Teubn. Lehrb. d. math. Wiss. Bd. XLII.) [U. d. Pr. 1928] 

Mathematisches Praktikum. Von Dr. H.v. Sanden, Prof. a. d. Techn. 
Hochschule in Hannover. (Teubn. techn. Leitf. Bd. 27) 

1, Band. Mit 17 Fig. im Text sowie 20 Zahlentaf. als Anhang. [V u. 122 S.] 
8. 1928. Geb. 2A 6.80 
2. Band. [In Vorb. 1928] 


Verlag von B. G. Teubner in Leipzig und Berlin 


Wissenschaft und Hypothese 
Neue Bande 


Philosophie der Materie. Von B. Russell. Deutsch von Dr. K. Grelling, 
Berlin-Johannisthal. (Bd. XXXII.) (U. d. Pr. 1928) 


Nach einer logischen Analyse der Quanten- und der Relativititstheorie werden die 
erkenntnistheoretischen Fragen behandelt, die sich an das Verhiltnis der Wissenschaft 
zur Sinneswahrnehmung kniipfen. Die Untersuchung miindet in den Aufbau eines Systems 
der Physik, aufsteigend zum Begriff der Materie und des Naturgesetzes. 


Zur Geschichte der Logik. Grundlagen und Aufbau der Wissenschaft im 


Urteil der mathematischen Denker. Von Dr, /. Emr7gues, Prof. a. d. Univ. 
Rom. Deutsch v. Dr. Z. Bieberbach, Prof. a.d. Univ. Berlin, [Vu.240S.] 8. 
1927. (Bd. XXVI.) Geb. #M 11.— 

Die Ubersetzung dieses Werkes, das in einem Gang durch die Geschichte der mathe- 
matischen Ideen zeigt, wie die Entwicklung der Mathematik im Laufe der Jahrhunderte 
ein entsprechendes Fortschreiten und eine Wandlung der Logik zur Folge gehabt hat, 
wird willkommen sein, da die deutsche Literatur dariiber nichts aufzuweisen hat; denn 
wir haben keine Forscher gleicher Richtung, und Enriques beherrscht sowohl den philolo- 
gischen Apparat als auch das philosophische und mathematische Denken so wie wohl 
iiberhaupt kein anderer. Das Buch wird nicht nur dem Fachmann Neues bieten, sondern auch 
jedem verstiindlich und anregend sein, der Fiihlung mit dem wissenschaftlichen Denken hat. 


Das Wissenschaftsideal der Mathematiker, Von Prof. P. Boutroux. 


Autorisierte deutsche Ausgabe mit erlauternden Anmerkungen von 
Dr. H. Pollacsek-Geiringer, Berlin. [IV u, 253S.] 8. 1927. (Bd. XXVIII) 
Geb. RA 11.— 

»Der Verfasser (Sohn von Emile Boutroux) geht von dem Gedanken aus, ,daB es in 
der Mathematik zu allen Zeiten, ganz besonders aber in Epochen intensiven wissenschaft- 
lichen Lebens, bestimmte Ideale gibt, denen die Forscher nachstreben und die die Auswahl 
und Auffassung der behandelten Probleme bestimmen‘, In diesem Sinne zieht er die ,grofen 
Linien der Entwicklung des mathematischen Denkens‘, ausgehend vom ,Begriff der Mathe- 
matik bei den Hellenen‘ und schlieBend mit einer Untersuchung iiber ,die gegenwirtige 
Aufgabe des Mathematikers.“ (Annalen der Philosophie und philosoph. Kritik.) 


Zehn Vorlesungen tber die Grundlegung der Mengenlehre. 


Gehalten in Kiel auf Einladung der Kant-Gesellschaft, Ortsgruppe Kiel. 
Von Dr. A. Fraenkel, Prof. a. d. Univ. Marburg a.d. L. [X u. 182 S.] 
8. 1927. (Bd. XXXII.) Geb. ZH 8.— 

» Werfasser beweist auch hier wieder sein auBerordentliches Geschick, die begrifflichen 
Grundlagen dieses aktuellen Gebietes mit einem hohen Grade von Prizision und doch 
verhaltnismaBig leicht verstandlich zu entwickeln. Daf die aus der mathematischen Original- 
literatur schwer zugiinglichen Gedanken des Intuitionismus hier eine von didaktischen 
Grundsiatzen geleitete Darstellung erfahren, macht das Buch besonders wertvoll.“ 

(Zeitschrift fiir den physikalischen und chemischen Unterricht.) 


Die vierte Dimension. Eine Einfiihrung in das vergleichende Studium 
der verschiedenen Geometrien. Von Dr. Hk. de Vries, Prof. a. d. Univ. 
Amsterdam. Nach der 2. hollandischen Ausgabe ins Deutsche tibertragen 
von Frau Dr. &. Struik, Mit 35 Fig. im Text. [IX u. 167 S.] 8. 1926. 
(Bd. XXIX.) Geb. BM 8.— 

Die auf Grund der kiirzlich erschienenen zweiten, vermehrten und verbesserten 
Auflage veranstaltete Ubersetzung des Werkes wird vielfach willkommen sein, denn die 
Art und Weise, in der es die Grundgedanken und Elemente der euklidischen mehrdimen- 
sionalen sowie der nichteuklidischen Geometrien, speziell der hyperbolischen und ellip- 
tischen zu vermitteln wei8, entspricht dem Bediirfnis aller derer, die sich — insbesondere 


fiir das Studium der Mathematik wie der Physik — auf angenehmem Wege in diese 
Gebiete einfiihren lassen wollen. 


In 7.,umgearb.u.vermehrter Auflage liegt vor: 


Grundlagen der Geometrie. Von Geh. Reg.-Rat Dr. D. Hilbert, Prof. 
a. d. Univ. Gottingen. Mit zahlr.in den Text gedruckten Fig. [ca.VI u. 
234 S.] 8. 1928. (Bd. VII.) Geb. AM 11.— 


oi Auf dem gefahrlichen Grenzgebiet zwischen Logik und Arithmetik geben die Hilbert- 
schen Vortrage durch Klarung und Systematisierung des Vorhandenen sowie durch Entwick- 
lung ganz neuer Gedankenginge die wertvollsten Anregungen.“ (Arch.d. Math. u. Phys.) 


Verlag von B.G.Teubner in Leipzig und Berlin 
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